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gewouueu   werden   kann,   sichert   meiucs  Erachtens  aui  nach- 
drUcklicbsten  gegen  die  im  Eingange  angedeutete  Verirrung. 

Bei  meinem  Vorhaben  masste  ich  auch  den  grossen  Kreis 
von  Personen  ins  Auge  fassen,  welche  der  Mathematik  um  ihrer 
verschiedenen  Anwendungen  willen  bedürfen.  Man  wird  nun 
xugeben,  dass  die  Fragen,  auf  welche  sich  in  den  letzten  Zeiten 
das  Hauptinteresse  der  mathematischen  Forscher  gerichtet  hat, 
von  den  Theilen  der  Mathematik,  die  in  dem  Bereiche  der  An- 
wendungen durchgehends  benutzt  werden,  in  grössere  Entfernung 
gerttckt  sind.  In  dem  Be\i  asstsein,  wie  schwierig  die  Aufgabe 
sei,  habe  ich  versucht,  zwischen  jenen  beiden  Gebieten  eine 
Brücke  zu  schlagen.  Demnach  ist  der  Inhalt  der  mathematischen 
Kenntnisse,  welche  das  ganze  Buch  umfassen  soll,  so  bemessen, 
dass  derselbe  zu  der  theoretischen  Mechanik,  dQr  Grundwissen- 
schaft unter  den  Anwendungen  der  Mathematik,  eine  entspre- 
oheudo  Vorbereitung  gewährt.  Es  würde  mich  freuen,  wenn 
meine  Arbeit  dazu  beitrüge,  die  Gebiete  der  reinen  Mathematik 
und  ihrer  Anwendungen  einander  zu  nähern. 

Bonn,  im  Juli  1877. 

K.  Lipschiti. 


Inhal  tsverzeichniss. 


§  1- 


§ 

2. 

§ 

3. 

§ 

4. 

§ 

5. 

8 

G. 

§ 

7. 

§ 

8. 

§ 

9. 

§  10. 


§  11. 

§  12. 


Absühniit  I. 

Beohnnns:  mit  bestimmten  OrÖMen. 

Capitel  I. 
Elemente  der  Lehre  Ton  den  ganieu  Zahlen. 

Seite 
Bt'^ifl'  (1er  Zahl.     Unabhängigkeit   einer    Summe    gegebener 

Zahlen  von  der  Anordnung  der  Summation 1 

PnMlucte,  Quotienten  und  Reste 2 

Unabhängigkeit  eines  Products  gegebener  Zahlen  von  der  An- 
ordnung der  Multiplication 3 

Primzahlen  und  zusammengesetzte  Zahlen 7 

Aufsuchung  des  grossesten  gemeinsamen  Theilers  zweier  Zahlen        8 

Relative  Primzahlen 9 

Zerlegung  einer  zusammengesetzten  Zahl   in  ein  Product  von 
Primzahlen 11 

Divisoren  einer  Zahl 13 

Anzahl  der  relativen  Primzahlen  zu  einer  Zahl  m,   die   nicht 
grösser  sind  als  Hf 15 

Addition,  Subtraction  und  Multiplication    von   positiven   imd 
negativen  ganzen  Zahlen 18 

Capitel  II. 
Rechnung  mit  Brttchen. 

Defmition  des  Theilens  oder  der  Division 23 

Addition,  Subtractiou,  Multiplication    und  Division  von  posi- 
tiven und  negativen  Brüchen 1^5 


YIII  InhaltsverzeichiuBS. 

Seito 
Capitcl  in. 

Rechnung  mit  Potensen  Yon  ganson  und  gebrochenen  Exponenten. 
Bechunng  mit  rationalen  nnd  irrationalen  Grössen. 

§13.     Puteiizeu  eiucs  gegübcncn  Bruches 28 

§14.     Düfmitiou   der   |M>8itiven  Wurzel  des  nten  Grades   aus  einem 

gegebenen  pusitiven  Bruche 81 

§15.     Folge  von  Brüchen,  die  sich  einem  Grenzwerthe  nähern.    .    .  37 

§16.     Ausdehnung    der    Addition,  Subtraction,   Multiplication    und 

Division  auf  Grenzwerthe 40 

§  17.  Eindeutigkeit  der  positiven  Wurzel  des  «ten  Grades  aus  einem 
gegebenen  positiven  Bruche.  Definition  der  rationalen  und 
der  irrationalen  Grössen.  Zusammenfassung  der  rationalen 
und  der  irrationalen  Grössen  unter  der  Benennung  der  be- 
stimmten Grössen 47 

§  18.     Producte  und  Quotienten  von  positiven  nten  Wurzeln  aus  i>o- 

sitiven  rationalen  Brüchen 50 

§  19.  Uechnung  mit  Potenzen,  deren  Basis  ein  rationaler  Bruch  ist 
und  deren  Exponenten  iK>sitive  oder  negative  ganze  Zahlen 
sind.  Eindeutige  Definition  der  Potenzen,  deren  Basis  ein 
|H)9itiver  rationaler  Bruch  ist  und  deren  Exixtnenten  positive 
mler  negative  rationale  Brüche  sind.  Rechnung  mit  solchen 
Potenzen ^  .    .    .      b'2 

§  20.  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  von  belie- 
bigi'u  rationalen  inler  irrationalen  Gn>8sen.  Entsprechende  Aus- 
dehnung di»8  Gebietes  der  Analysis.  Rechnung  mit  Potenzen, 
deriMi  Basis  eine  iK'liobigo  rationale  oiler  irrationale  Grösse 
iüt  und  deren  Ex|Hmenten  |H>sitive  oder  negative  rationale 
Brüche  sind 58 


Abschnitt  II. 

Sl«m«ato  dm  Ali^bra. 

Capitcl  I. 
Deinition  der  Algebra. 

§21.     Rationale  ganze  und  rationale  gt'brochone  Ausdrücke  ....      61 
§  22.     Consiante  und  variable  Elemente t>4 


Inhaltsverzeiohniss.  IX 

Seite 
Capitel  II. 

Algebraische  rationale  ganze  Functionen  mit  einer  Yariable 

und  Ton  einem  beliebig  hohen  Grade. 

Algebraische  Gleichungen  mit  einer  Unbeliannten  und  Ton 

einem  beliebig  hohen  Grade. 

§  23.  Ganze  Function  des  ersten  Grades  mit  einer  Variable.  Glei- 
chung des  ersten  Grades  mit  einer  Unl>ekanuten 66 

§  24.  Ganze  Function  des  zweiten  Grades  mit  einer  Variable.  Glei- 
chung des  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten 69 

§  25.  Bedingungen  fiir  die  Zerlegung  einer  Function  des  zweiten 
Grades  einer  Variable  in  ein  Product  von  zwei  Factoren  des 
ersten  Grades 73 

§  26.  Einführung  der  Rechnung  mit  reellen  und  imaginären  oder 
mit  complexen  Grössen.  Addition,  Subtraction,  Multiplication 
der  complexen  Grössen 75 

§  27.     Division  der  complexen  Grössen.     Einheiten  auf  dem  Gebiete 

der  complexen  Grössen 79 

§  28.     Zerlegbarkcit   von  jeder  Function  des  zweiten  Grades  einer 

Variable  bei  Anwendung  der  Rechnung  mit  complexen  Grössen      85 

§  29.     Reine  Gleichungen   eines   beliebigen   hohen  Grades    von    der 

Gestalt  w''  =  C 88 

§  30.  Darstellung  einer  complexen  Grösse  mit  Anwendung  des  Sinus 
und  des  Cosinus  eines  zugehörigen  Winkels.  Entsprechende 
Darstellung  einer  ganzen  Potenz  einer  complexen  Grosso    .    .      90 

§  31.     Allgemeine  Auflösung  der  reinen  Gleichungen   eines   beliebig 

hohen  Grades  w"  =  C 96 

§  32.     Betrachtung  der  sämmtlichen  Wurzeln  einer  reinen  Gleichung 

eines  beliebigen  Grades  w"  =  (7 98 

§  33.  Reine  Gleichungen  eines  beliebig  hohen  Grades  von  der  Ge- 
stalt cü"=:  J.-|-^».    Allgemeine  Auflösung  derselben     ....     100 

§  34.     Auflösung   der   reinen  quadratischen  Gleichung  (o*  =  Ä-\-Bi 

durch  Ausziehung  von  Quadratwurzeln 101 

§  35.     Wurzeln  der  Gleichung  fti"  =  1  oder  ntc  Wurzeln  der  Einheit    108 

§  36:     Eigenschaften  der  nten  Wurzeln  der  Einheit.     Primitive  ntc 

Wurzeln  der  Einheit 111 

§  37.  Zusammensetzung  von  Wurzeln  der  Einheit  einer  gegebenen 
Ordnung  aus  Wurzeln  der  Einheit  einer  niedrigeren  Ordnung. 
A^iflösung  von  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Grades 


X  Inhaltsverzeidmiss. 

Seite 
mit  zwei  Uubekanuiou   in   ganzen  Zahlen.     Zerlegung   eines 

Bruches  in  Partialbrüche 114 

§  38.     FortscUung 120 

§  39.  Darstellung  der  rammtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  ta'=^A  4-  Bi, 
oder  der  sammtlichen  nten  Wurzeln  aus  einer  complexen  Grösse 
A-^Bi  durch  Anwendung  von  einer  beliebigen  dieser  Wurzeln 
und  der  sammtlichen  nten  Wurzeln  der  Einheit 123 

§  40.     Hülfsaufgaben  zur   Darstellung  der  nten  Wurzeln  aus  einer 

complexen  Grosse  A-\-Bi 126 

§41.  Theilung  eines  Kreises  in  m  gleiche  Theile.  Merkmale  der 
Theiluugi*n  eineft  Kreises,  die  mit  alleiniger  Hülfe  von  Lineal 
und  Zirkel  ausführbar  sind 129 

§  42.  Bestimmung  eines  Punktes  in  einer  Ebene  durch  die  Geometrie 
des  Dtscartes  oder  die  analytische  Geometrie.  Gaustt^  geome- 
trische Darstellung  der  complexen  Grössen.  Deutung  der 
Addition  und  Multiplicatiou  von  complexen  Grössen  und  der 
Bestimmung  der  nten  Wurzeln  aus  einer  complexen  Grossi'     lo7 

§  43.  Zusammenhang  zwischen  einer  ganzen  Function  eines  beliebi- 
gen  Grades  einer  Variable  und  den  Werthen  der  Variable, 
für  welche  die  Function  verschwindet,  inler  den  Wurzeln  der 
zugehörigen  Gleichung 150 

§  44.     Fortsetzung 159 

§  45.     Fortsetzung 161 

§  46.  Symmetrische  Verbindungen  der  gegi'l >euen  sammtlichen  Wur- 
zeln einer  Gleichung.  Binomischer  Lehrsatz  für  ganze  (K^sitive 
Exponenten 165 

§  47.  Reelle  und  complexe  Faotoren  des  ersten  Grades  einer  Func- 
tion einer  Variable 170 

§  48.  Aus  dem  Gebiete  der  reinen  Gleichungen  entnommene  Bei- 
spiele für  die  Zerlegung  einer  Function  einer  Variable  in 
Factoren  des  ersten  Grades 174 

§  49.  Transformation  einer  ganzen  Function  einer  Variable  durch 
Einführung  einer  neuen  Variable.  Entwickelung,  die  nach 
den  Potenzen  der  neuen  Variable  geordnet  ist.  Ableitungen 
einer  ganien  Function 178 

§  50.     Besondere  Transformation 184 

§51.     Allgemeine  Autiösuug  der  Gleichung  des  dritten  Grades  mit 

einer  UnlH>kaunten 186 

§  ^2.     Fortaeuung 193 


Inhaltsverzeichniss.  XI 

Seite 
§  53.     Discussion  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  bei  einer  cuLischen 

Gleichung,  deren  Coefficienien  reell  sind 197 

§  54.  Ausdrücke  der  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung  durch  An- 
wendung von  Wurzelzeichen.  Allgemeine  Deutung  der  Wur- 
zelzeichen      203 

§  55.     Allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  des  vierten  Grades  mit 

einer  Unbekannten 208 

§  56.  Discussion  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  bei  einer  biqua- 
dratischen Gleichung,  deren  Ck)ef&cientcn  reell  sind 214 

§  57.  Verbindungen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  des  zweiten,  dritten 
und  vierten  Grades,  die  eine  bestimmte  Beziehung  zu  der  Auf- 
lösung der  betreffenden  Gleichung  haben.  Anzahl  der  Werthe 
dieser  Verbindungen  bei  vollständiger  Vertauschung  der  Wur- 
zeln unter  einander 216 

§  58.  Darstellbarkeit  der  rationalen  ganzen  symmetrischen  Verbin- 
dungen von  n  Elementen  durch  n  symmetrische  Grundverbin- 
dungen   225 

§  59.     Beispiele  zu  dem  vorigen  §.    Differenzenproduct  der  gegebenen 

Wurzeln  einer  Gleichung.     Discriminante  einer  Gleichung  .    .     235 

§  60.  Auflösbarkeit  einer  algebraischen  Gleichung  überhaupt.  Auf- 
lösbarkeit einer  algebraischen  Gleichung  durch  Zurückführung 
auf  reine  Gleichungen  ....*. 244 

§  61.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  algebraische  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten  durch  einen  reellen  oder  complexen  Werth  be- 
friedigt werden  kann 248 

§  62.  Fortsetzung 254 

§  63.  Fortsetzung 259 

§  64.  Fortsetzung 265 

§  65.  Fortsetzung 268 

§  66.  Fortsetzung 272 

§  67.  Zerlegung  einer  rationalen  ganzen  Function  eines  beliebig 
hohen  Grades  von  einer  Variable  in  Factoren  des  ersten 
Grades 283 

§  68.     Aufsuchung   des   grossesten  gemeinsamen  Theil^rs  von  zwei 

ganzen  Functionen  einer  Variable 286 

§  69.  EntWickelung  eines  Bruches,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 
Zahlen  sind,  in  einen  Kettenbruch.  Entwickelung  eines 
Bruches,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  einer 
Variable  sind,  in  einen  Kettenbruch 290 


Xn  InhaltsverzcichniM. 

Seite 

Capitel  m. 

Algebraiitche  rationale  ganze  FonctIoBen  tod  beliebig  Tielen 
Yariabeln  ond  beliebig  hohen  tiraden. 

§  70.  Gleichheit  der  Cuenicienten  bei  zwei  Functionen,  die  für  un- 
l>eHtininite  Werthe  der  Varialieln  einander  jjleieh  sind.  Ho- 
ni()g(>ne  Functionen.  Transformation  der  h(»mf»genen  Func- 
tionen durch  eine  Substitution  des  ersten  Gratles 296 


Capitel  IV. 

Hjnieme  ron  n  ganzen  homogenen  Functionen  dc8  ersten  Grades 

mit  n  Yariabeln.   Allgemeine  Auflösung  von  n  Gleichungen  des 

ersten  Grades  mit  n  Unbekannten.   Lehre  der  Determinanten. 

§  71.  Zwei  Functionen  do«  erstem  Grades  mit  zwei  Variabein.  All- 
gemeine AuilÖBung  von  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades 
mit  zwei  Unbekannten.     Determinanten  des  zweiten  Grades  .     300 

§  72.  Drei  Functionen  des  crsten^rades  mit  drei  Variabein.  All- 
gemeine Auflösung  von  drei  Gleichungen  des  ersten  Grades 
mit  drei  Unbekannten.     Determinanten  des  dritten  Grades    .     304 

§  73.  System  von  n  ganzen  Functionen  des  ersten  Grades  mit  n 
Variabein.  Eintheilung  der  sämmtlicheu  Permutationeu  von 
n  Zeigern  in  zwei  Classen 309 

§  74.  Allgemeine  Definition  einer  Determinante  des  wten  Grades. 
Grundeigenschaften  einer  Determinante.  Allgemeine  Auflö- 
sung von  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten 
für  den  Fall  einer  von  Null  verschiedenen  Determinante    .    .    317 

§  76.  Vollständige  Discussion  der  Auflösung  von  n  Gleichungen  des 
ersten  Grades  mit  w  Unbekannten  für  den  Fall  einer  ver- 
schwindenden Determinante 328 

§  76.  Transformation  eines  Systems  von  n  Functionen  des  ersten 
Grades  mit  n  Variabein  durch  eine  Substitution  des  ersten 
Grades.    Multiplicationssatz  der  Determinanten 837 

§  77.  Eigenschaften  der  adjungirten  Elemente  eines  gcgel>cnen  Sy- 
stems von  Elementen 344 


Inhaltsverzeichiiids.  XIII 

Seite 
Capitel  V. 

Ganze  homogene  Functionen  eines  beliebig  hohen  Grades  mit 

zwei  Yariabeln. 

§  78.  Zerlegung  der  ganzen  homogenen  Functionen  mit  zwei  Va- 
riabein in  homogene  Factoren  des  ersten  Grades 361 

Capitel  VI. 

Ganze  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades,  oder 
quadratische  Formen  mit  beliebig  yielen  Variabein. 

§  79.     Eintheilung  der   ganzen  homogenen  Functionen  des  zweiten 

Grades  mit  zwei  Variabein  und  reellen  Coefficienten    ....     360 

§  80.  Gauss'  geometrische  Darstellung  der  wesentlich  positiven 
ganzen  homogenen  Functionen  des  zweiten  Grades  mit  zwei 
Variabein.  System  parallclogrammatisch  geordneter  Punkte 
in  der  Ebene.  Verschiedene  Anordnungen  eines  solchen 
Systems 363 

§  81.  Transformation  der  quadratischen  Formen  mit  beliebig  vielen 
Variabein.  Eigenschaften  der  Determinante  einer  quadrati- 
schen Form % 375 

§  82.  Zurückführung  einer  quadratischen  Form,  deren  Determinante 
gleich  Null  ist,  auf  eine  quadratische  Form,  bei  der  die  An- 
zahl der  Variabein  den  kleinsten  möglichen  Werth  hat  .    .    .    383 

§  83.     Zusammenhang  einer  quadratischen  Form  mit  der  zu  ihr  ad- 

jungirten  quadratischen  Form 392 

§  84.  Verwandlung  einer  quadratischen  Form  in  eine  Summe  von 
Quadraten,  die  mit  constanten  Factoren  multiplicirt  sind. 
Aufstellung  der  Kriterien  dafür,  dass  eine  quadratische  Form, 
deren  Coefficienten  reell  sind,  wesentlich  positiv  oder  wesent- 
lich negativ  oder  keines  von  beiden  sei 394 

§  85.  Wesentlich  positive  temäre  quadratische  Formen.  Bestim- 
mung eines  Punktes  im  Räume  durch  rechtwinklige  Coordi- 
naten  und  durch  Coordinaten  eines  beliebigen  Axensystems. 
Oauss^  geometrische  Darstellung  der  wesentlich  positiven  ter- 
nären  Formen 402 

§  86.  Geometrische  Deutung  der  aus  einer  Substitution  des  ersten 
Grades  hervorgehenden  Transformation  einer  positiven  ter- 
nären  Form 416 


XIV  Inhaltsverzeichniss. 

§  87.  System  parallelepipcdiach  geordneter  Punkte  im  Räume.  Ver- 
schiedene Anordnungen  eines  solchen  Systems 424 

§  88.     Trägheitsgesetz  der  ifuad ratischen  Formen 420 

Abschnitt  UL 

Unb6gr«iixt  ldrtffM«tEt6  Dhrlsioii. 

Capitel  I. 
BecnrreBte  Reihen. 

§  89.     Division  von  zwei  rationalen  ganzen  Functionen  einer  Variable    431 

§  90.     Geometrische  Reihe.   Ausdruck  der  Summe  einer  Anzahl  von 

auf  einander  folgenden  Gliedern  einer  geometrischen  Reihe  .     434 

§  91.  Ausführung  der  Division  durch  die  Methode  der  unbestimm- 
ten Coeffidenten 436 

§  92.  Recurrente  Reihen  von  verschiedener  Ordnung.  Ausdruck 
der  Summe  einer  Anzahl  von  auf  einander  folgenden  Gliedern 
einer  recurrenten  Reihe 439 

§  93.  Zerlegung  einer  rationalen  gebrochenen  Function  einer  Va- 
riable in  -  Partialbrüche.  Zerlegung  einer  recurrenten  Reihe 
in  partielle  recurrente  Reihen 442 

§  94.  Recurrente  Darstellung  der  Summen  der  gleich  hohen  Poten- 
zen der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  Coefficienten 
der  Gleichung 451 

§  95.     Partialbruchzerlegung  eines  Bruches,  dessen  Nenner  aus  lauter 

ungleichen  Factoren  de«  ersten  Grades  besteht 456 

§  96.     Interpolationsformel 459 

§  97.     Ent Wickelung    der   negativen    ganzen  Potenzen  eines  Binoms 

in  eine  Reihe 460 

§  98.  Grenzwerth  der  Summe  einer  geometrischen  Reihe  bei  wach- 
sender Anzahl  der  Glieder 463 

§  99.     Summation  einer  unendlich  ausgedehnten  recurrenten  Reihe 

von  beliebiger  Ordnung 472 

Abschnitt  FV. 

Exponentialftinotleneii  und  iK^iriurlthiiitii,  trli^nom«- 
trlsoho  Fimotloiieii  und  linrorse  trl^^oiioiiittrlsolie 

Funotlon«!!. 

Capitel  I. 
ExpoBentialfteBetioneB  viid  LogaritliaieB. 

100.     Exponentialfunctionen 476 


Inhaltsverzeichniss.  XV 

Seite 
§  101.     Fortsetzung.     Allgemoincr  Begriff  der  Function  einer  va- 

rialH'lii  Grösse 484 

§  102.     Logarithmen 486 


Capitel  II. 

Trigronometrtoehe  FnnetioneD  und  iuTerge  trigonometrisclie 

FvDetiODen. 

§  103.     Trigonometrische  Functionen 492 

§  104.     Inverse  trigonometrische  Functionen.  Begriff  der  Umkehrung 

einer  Function 497 


Abschnitt  V. 

ünendliohe  Bnmmen  und  Produota. 

Capitel  I. 

Allgemeine  Eigenschaften  Ton  unendlichen  Simmen 

nnd  Pi^odncten. 

§  105.     Definitionen 602 

§  106.     Kennzeichen  für  die  Convergenz  unendlicher  Summen  .    .    .  609 

§  107.     Potenzreihen 613 

§  108.     Fortsetzung.     Begriff  der  Stetigkeit  einer  Function  ....  522 
§  109.     Addition,    Subtraction  und  Multiplication  von  unendlichen 

Summen 634 

§  110.     Kennzeichen  für  die  Convergenz  unendlicher  Producte  .    .    .     641 
§  111.     Anwendungen 646 

■ 

Capitel  n. 

Potenzreihen  snr  Entwickelnng  Ton  ftindamentalen 

Functionen  der  Anmlysis. 

§  112.     Aufstellung  der  Binomialreihe  und  der  Exponentialreihe  .    .  647 

§113.     Untersuchung  der  Exponentialreihe 660 

§  114.     Fortsetzung.    Reihe  mit  reellem  Argument  zur  Darstellung 

der  Exx>onentialfunction 566 

§  115.  Fortsetzung.  Reihe  mit  rein  imaginärem'  Argument  zur 
Darstellung  der  trigonometrischen  Functionen  Sinus  und 
Cosinus 569 


XVI  Inhaltsverzeichniss. 

Beito 
§  IIG.     Fortsetzung.     Werthbestiromung   der  Exponentialreihe  mit 

beliebigem  oomplexem  Argument 565 

§  117.     Untersuchung  der  Binomialreihe      667 

§  118.     Fortsetzung 572 

§  119.     Fortsetzung.     Vollständige  Werthl>efltimmung  der  Binomial- 
reihe   579 

§  120.     Reihe    zur  Darstellung    der   Functionen    Logarithmus   und 

Arcus  tangentis 586 


Abschnitt  I. 

Reclmiing  mit  bestimmten  Grossen. 

Capitel  I. 
Elemente  der  Lehre  von  den  ganzen  Zahlen. 

§  1.    Begriff  der  ZahL   ünabhUnsriffkeit  einer  Summe  ge- 
S^ebener  Zahlen  von  der  Anordnung  der  Sommation. 

Wenn  man  bei  der  Betrachtung  getrennter  Dinge  von  den 
Merkmalen  absieht,  durch  welche  sich  die  Dinge  unterscheiden, 
so  bleibt  der  Begriff  der  ÄnecM  der  betrachteten  Dinge  zurück. 
Wer  über  gewisse  gegebene  Dinge  einen  Ueberblick  gewinnen 
will,  der  wird  mit  einem  bestimmten  Dinge  beginnen  und  immer 
ein  neues  Ding  den  früheren  hinzufiigen;  ein  anderer,  der  den- 
selben Zweck  verfolgt,  kann  mit  demselben  oder  mit  einem  an- 
deren bestimmten  Dinge  beginnen  und  sein  Verfahren  in  anderer 
Weise  fortsetzen.  Die  innere  Anschauung  giebt  uns  aber  die 
Ueberzeugung,  dass  die  beiden  Beobachter,  wofern  sie  zugleich 
anfangen  und  immer  zugleich  ein  neues  Ding  dem  früheren  hin- 
zuiligen,  ihre  sämmtlichen  Operationen  auch  zugleich  vollenden 
müssen. 

Das  beschriebene  Verfahren  ist  das  Verfahren  des  ZäMens, 
und  aus  dem  angeführten  Grunde  bedeutet  das  Ergebniss  dieses 
Verfahrens,  oder  die  Zald  der  in  einem  bestimmten  Falle  gege- 
benen Dinge,  einen  völlig  bestimmten  Begriff. 

Man  braucht  den  Vorgang  der  inneren  Anschauung,  aus 
dem  der  Begriff  der  Zahl  so  eben  abgeleitet  ist,  nur  zu  wieder- 
holen, um  zu  erkennen,  dass  die  Zahl  gegebener  Dinge  immer 
erhalten  wird,  wenn  man  die  gegebenen  Dinge  auf  eine  beliebige 
Weise  in  Gruppen  ordnet,  die  Zahl  der  in  jeder  Gruppe  vor- 
handenen beliebig  geordneten  Dinge  bestimmt,  und  diese  sämmt- 
lichen Zahlen  zu  einander  fügt.  Dies  ist  aber  der  Inhalt  des 
Fandafnentalsatses 

Lipsohitx,  AiudyBii.  '- 
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Die  Summe' gegebener  Zahlen  hat  immtr  denselben  Werthy 
wie  auch  die  Summanden  vertauscht  oder  in  Gruppen  zusammen 
gefasst  werden. 

Sind  zwei  Zahlen  beliebig  gegeben,  so  werden  sie  entweder 
einander  gleich  sein,  oder  die  eine  wird  gr()8ser  sein  als  die 
andere.  Dann  kann  man  die  kleinere  Zahl  von  der  grösseren 
subtrahiren,  oder  die  Differenz  der  beiden  Zahlen  bestimmen. 
Auch  kann  man  eine  Zahl  von  einer  ihr  gleichen  subtrahiren, 
und  erhält  dann  als  DiflFerenz  die  Null.  Ferner  leuchtet  es  ein, 
dass,  wenn  eine  Summe  von  Uifferenzen  gebildet  werden  soll, 
es  freisteht,  zuerst  die  Summe  aller  Minuenden,  dann  die  Summe 
aller  Subtrahenden  zu  nehmen,  und  hierauf  die  erste  Summe 
um  die  zweite  Summe  zu  vermindern.  Desgleichen  darf  man, 
wenn  mehrere  Additionen  und  mehrere  Subtractionen  auszu- 
führen sind,  die  Reihenfolge  der  einzelnen  Acte  beliebig  wählen, 
wofern  nur  immer  das  Abzuziehende  nicht  grösser  ist  als  das- 
jenige, von  dem  es  abgezogen  werden  soll. 

§  a.   Prodmot«,  Quotienten  nnd  Beste. 

Bevor  ich  fortfahre,  scheint  es  angemessen  zu  erwähnen, 
dass  meine  Absicht  darin  besteht,  im  Folgenden  das  System  der 
Grössenlehre  auf  dt«  Lehre  roti  den  Zahlen  oder  auf  die  Arithmetik 
zu  gründen.  Hiemit  betrete  ich  den  Weg,  welchen  Eukiid  in 
den  Elementen  eingeschlagen  hat,  und  wende  mich  daher  zu 
einer  Erörterung  der  zunächst  hervortretenden  Eigenschaften  der 
Zahlen. 

Eine  Summe  bilden,  bei  der  die  einzelnen  Summanden  gleich 
derselben  Zahl  a  sind,  und  die  Anzahl  der  Summanden  gleich 
der  Zahl  b  ist,  heisst  die  Zahl  a  mit  der  Zahl  b  muUiplicircn. 
Das  Resultat  dieser  Operation  heisst  ein  Vielfaches  der  Zahl  a 
nnd  möge  mit  dem  Zeichen 

ab 
bezeichnet  werden,  bei  dem  der  MuUiplicandtiS  a  die  erste,  der 
ÄMiiplicaior  b  die  zweite  Stelle  einnimmt  Es  leuchtet  nun 
unmittelbar  ein«  dass,  wenn  nach  einander  die  sämmtlichen  Viel- 
fachen der  Einheit  gebildet  werden,  die  vollständige  Reihe  der 
Zahlen  entsteht,  dass  dagegen,  wenn  nach  einander  die  sämmt- 
lichen Vielfachen   irgend   einer  von  der  Einheit  verschiedenen 
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Zahl,  etwa  der  Zahl  a,  aufgestellt  werden,  nicht  alle  Zahlen  her- 
vorgehen. Wird  also  eine  Zahl  f  beliebig  gegeben,  so  erhebt 
sich  die  Frage,  ob  dieselbe  ein  Vielfaches  der  bestimmten  Zahl 
a  sei,  oder  nicht.  Da  die  Vielfachen  von  a  gleich  a  oder  grösser 
als  a  sind,  so  kann  die  Zahl  f  nur  dann  ein  Vielfaches  von  a 
sein,  wenn  sie-  nicht  kleiner  als  a  ist.  Wofern  aber  f  nicht 
kleiner  als  a  ist,  so  wird  man  f  der  Reihe  nach  mit  den  Viel- 
fachen der  Zahl  a  vergleichen.  Weil  jedes  neue  Vielfache  grösser 
ist  als  das  vorhergehende,  und  weil  die  Reihe  der  Vielfachen 
ohne  JEnde  fortgesetzt  werden  kann,  so  muss  die  gegebene  Zahl 
f  entweder  einem  Vielfachen  von  a  gleich  sein,  oder  zwischen 
zwei  auf  einander  folgende  Vielfache  fallen,  welche  durch  aq 
und  a(g+  1)  bezeichnet  werden  mögen.  Es  giebt  also  in  dem 
zweiten  Falle  eine  Zahl  r,  welche  kleiner  ist,  als  a,  und  die  zu 
aq  hinzuaddirt,  die  Zahl  f  hei*vorbringt,  so  dass  die  Gleichung 

f=aq  +  r 
entsteht.    Um  durch  dieselbe  Gleichung  den  ersten  Fall  mit  zu 
umfassen,   lässt   man   iUr  die  Zahl  r  auch  den  Werth  Ntäl  zu. 
Dann  erhält  die  Zahl  r  immer  einen  ganz  bestimmten  Werth  aus 
der  Reihe  der  a  Zahlen 

0,  1,  2,  3,  ...  a— 1. 
In  der  so  eben  aufgestellten  Gleichung  wird  die  Zahl  f  der  Divi- 
dendus,  die  Zahl  a  der  Divisor,  die  Zahl  q  der  Quotient,  die  Zahl 
r  der  Rest  genannt.    Ist  die  Zahl  f  ein  Vielfaches  der  Zahl  a, 

mithin  der  Rest  r  gleich  Null,  so  sagt  man,  dass  f  durch  a  theHr 

f 
bar  sei  oder  aufgehe,  und  wendet  die  Bezeichnung  g  =  —  an. 

I  8.  ünabhänfflffkeit  etneii  Produots  s^esrebeser  Zahlen  von 

der  Anordnung  der  Koltlplioation« 

Da  jedes  Vielfache  einer  Zahl  wieder  eine  Zahl  ist,  so 
kann  man  von  einem  solchen  Vielfachen  ein  neues  Vielfache 
nehmen,  und  die  Operation  des  Multiplicirens  beliebig  oft  wie- 
derholen.   Hier  gilt  nun  der  Satz 

Das  Product  gegebener  Zahlen  hat  immer  denselben  Werth, 
wie  auch  die  Factoren  vertauscht  oder  in  Griten  zusammengefasst 
werden. 

Dass  dieser  Satz  ftlr  zwei  Factoren  und  ftlr  drei  Factoren 
richtig  ist,  folgt  sogleich  aus  der  inneren  Anschauung,  auf  die 
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wir  auch  den  Begriff  der  Zahl  und  den  Fundamentalsatz  des 
§  1  zarückgeillhrt  haben.  Um  nach  der  in  §  2  gegebenen  De- 
finition die  Zahl  a  mit  der  Zahl  6  zu  multipliciren,  sind  b  Grup- 
pen zusammen  zu  addiren,  deren  jede  a  Einheiten  enthält.  Statt 
dessen  können  wir  aber  aus  jeder  Gruppe  eine  Einheit  nehmen, 
so  dass  die  Zahl  b  entsteht,  und  dieses  Verfahren  a  mal  wieder- 
holen, wodurch  wir  alle  Yorhandenen  Einheiten  erschöpfen ;  dann 
erhalten  wir  aber  die  Zahl  b  mit  der  Zahl  a  multiplicirt,  und 
es  entsteht  der  auf  jstcei  Factoren  bezügliche  Satz 

ab  =  ba. 
Um  für  ein  Product  von  drei  Factoren  deren  Vertanschbarkeii  zu 
beweisen,  pflegt  man  sich  der  räumlicheti  AnscJiauung  zu  bedienen, 
und  das  Product  abcy  welches  die  Bedeutung  haben  soll,  dass 
zuerst  a  mit  6,  und  hierauf  das  entstandene  Product  mit  c  mul- 
tiplicirt wird,  als  eine  Summe  darzustellen 

a  -h  a  4-  a  -h  . . 
a  -h  a  -f  a  +  . . 

•  •  * 

•  •  • 

•  •  •  • 

bei  der  jede  Horizontalreihe  die  Zahl  a  b  mal  enthUlt  und  c 
Horizontalreihen  yorhanden  sind.  Weil  nun  in  jeder  Vertikal- 
reihe die  Zahl  a  c  mal  vorkommt,  und  b  Vertikalreihen  da  sind, 
80  wird  die  Gesammtsumme  auch  durch  die  Operation  acb  aus- 
gedrückt,   und    der  doppelte  Ausdruck  ilihrt   zu   der  Gleichung 

abc  =  acby 
welche  aussagt,  dass  bei  einem  Product  von  drei  Factoren  die 
beiden  letzten  Factoren  mit  einander  vertauscht  werden  dürfen. 
Die  gegenwärtige  Schlu^sweise  ist  in  ihrem  Kern  von  der  so 
eben  bei  zwei  Factoren  gebrauchten  nicht  verschieden  und  knüpft 
deshalb  meines  Erachtens  nicht  sowohl  an  unsere  räumliche  An- 
schammgy  als  an  unsere  inpiere  AnscfuuiUHg  überhaupt  an. 

Da  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  ftir  zwei  Factoren  bewie- 
sen ist  so  dart*  man  erstens  mit  Rücksicht  auf  die  vorgeschriebene 
Bildungsweise  in  abc  die  beiden  ersten  Factoren,  und  hierauf 
nach  der  obigen  Bemerkung  die  beiden  letzten  Factoren  mit 
einander  vertauschen,  so  dass 

abc=  bac  =  bca 
entsteht.   Man  darf  femer  mit  acb  ebenso  verfahren,  und  erhält 
dann  die  das  gleiche  Resultat  darstellenden  Anordnongen 
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ach  =  cah  =  cba, 
Hiemit  sind   alle  möglichen  Vertanschung^n  der  einzelnen  drei 
Factoren  erschöpft. 

Das  Ergebniss  der  Multiplication  ahc  kann  aber  auch  da- 
durch bestimmt  werden,  dass  man  sich  fragt,  wie  oft  hier  die 
Zahl  a  Yorkomme.  Die  Anzahl  ist  vermöge  des  obigen  Schemas 
gleich  bc  und  auch  gleich  cb;  wird  daher  die  Multiplication  der 
Zahl  a  mit  dem  Product  bc  durch  a{bc)  dargestellt,   so  gelten 

die  Gleichungen 

abc  =  a(bc)  =  a{cb). 

Aus  denselben  folgt,  dass  es  gestattet  ist,  bei  jeder  Anord- 
nung der  drei  Factoren  die  beiden  letzten  Factoren  in  ein  Pro^ 
duct  zusammen  zu  fassen  und  den  ersten  Factor  mit  diesem  Pro- 
duct zu  muttiplidren,  und  daher  ist  der  gewünschte  Beweis  für  beide 
Behauptungen  des  zugehörigen  Satzes,  mithin  auch  für  jede  Bil- 
dungsweise eines  Products  von  drei  Factoren  vollständig  geleistet. 

Der  Beweis  flir  die  dllgemeine  Gültigkeit  des  betreflFenden 
Satzes  lässt  sich  dadurch  führen,  dass  man  zeigt,  wie  derselbe, 
wenn  er  für  eine  gewisse  Zahl  von  Factoren  richtig  ist,  auch  ftlr 
die  um  Eins  grössere  Zahl  richtig  sein  muss.  Der  Satz  sei  schon 
für  die  Producte  von  itinf  und  weniger  Factoren  bewiesen,  und  soll 
nun  für  ein  Product  von  sechs  Factoren  bewiesen  werden.  Es 
ist  jetzt  erstens  zu  zeigen,  dass  ein  Product  von  sechs  Factoren 
abcdef  ungeändert  bleibt,  wenn  die  Factoren  ohne  Aenderung 
ihrer  Reihenfolge  in  Gruppen  zusammengefasst  werden,  zum  Bei- 
spiel, dass 

a{bc)(def)  =  abcdef 

ist     Da  jeder  neue  Multiplicator  zu  der  rechten  Seite  des  Mul- 

tiplicandus  geschrieben  wird,  so  ist 

abcdef  =^  (abcde)f. 

Wegen  des  fUr  fünf  Factoren  geltenden  Satzes  ist  das  Product 

abcde  gleich  einem  Product,  bei  welchem  die  mit  einander  zu 

multiplicirenden  Gruppen  von  der  ersten  bis  zu   der  vorletzten 

mit  den  Gruppen  des  Products  a(bc)(def)  übereinstimmen,   in 

der  letzten  Gruppe  jedoch  die  letzte  Zahl  fehlt.   Man  hat  also 

abcde  ^=a(bc)ide), 
mithin 

abcdef=a{bc)(de)f=(a(bc)){de)f, 

ferner  wegen  des  ftlr  drei  Factoren  bewiesenen  Satzes 
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(a'h€))fde)f={aibc)){(de)f), 
und  deshalb,  wie  behauptet  worden 

a(bc)((lf*f)  =  ahcdef. 
£)»  xsA  zweiteni»  za  zeigen,  das»  ein  Produet  von  seebs  Factoren 
ahrdtf  tjei  einer   ^leiiebigcn  Vertauscbang  der  Factoren  nnge- 
ändert   bleibt,    zam    Beispiel,  dans 

fehdac  =  abcdef 
ist    Man  hat  wieder 

fehdac  =  (fehda)c. 
Da*  Produet  fffhda  von  flinf  Factoren  bleibt  nach  der  Voraus- 
(»etzang  liei  einer  Vertauschung  der  Factoren  ungeändert.  Giebt 
man  jetzt  den  Bachstaben  desselben  ihre  regelmässige  Folge,  so 
kommt  die  Anordnung  ahdef,  und  diese  zerfUllt  in  zwei  Gnip- 
pen  ab  und  def,  bei  denen  die  Buchstaben  regelmässig  anfein- 
ander  folgen.  Das  Produet  fehda  ist  demnjich  gleich  dem  Pro- 
duet abdef  MnH  dieses  gleich  dem  Produet  {ah)(def),  folglich 
ist  das  Produet  (fe  bda)c  gleich  dem  Produet  von  drei  Factoren 
iab)(def)c.  Drei  Factoren  dürfen  vermöge  des  schon  be- 
wiesenen Satzes  beliebig  geordnet  werden,  daher  kann  die  Zahl 
c  die  »Stelle  erhalten,  welche  die  Lücke  zwischen  der  Bnch- 
stabenfolge  der  beiden  Gruppen  ausitlllt,  so  dass  {ab)(def)c^=^ 
{ab)c(def)  wird.  Weil  aber  nach  dem  vorhin  Bewiesenen  der 
Werth  eines  Products  von  sechs  Factoren,  wenn  die  Factoren 
ohne  Aenderung  der  Reihenfolge  in  Gruppen  getheilt  werden, 
ungeändert  bleibt,  so  ist  (ab)c{def)  =  abcdef,  also  auch 
febdac  =  abcdef,  und  damit  der  zweite  Theil  der  Behauptung 
erwiesen.  Es  ist  ersichtlich,  dass  durch  das  angewendete  Be- 
weisverfahren von  einer  beliebigen  die  zwei  übertreffenden  Zahl 
von  Factoren  zu  der  um  Eins  grösseren  Zahl  übergegangen 
werden  kann,  und  deshalb  ist  der  in  der  Ilede  stehende  Satz  in 
der  That  allgemein  gültig. 

Soll  eine  Summe  von  Zahlen  mit  einer  Zahl  multiplicirt 
werden,  so  kann  man  aus  jedem  Summanden  des  Multiplicandus 
und  dem  Multipiicator  das  Produet  bilden  und  alle  diese  Pro- 
ducte  addiren.  Für  die  Multiplication  einer  Summe  von  ZaMen 
mit  einer  anderen  Sumine  von  Zahlen  ergiebt  sich  hienach  die 
Regel,  dass  jeder  Summand  des  einen  Factors  mit  jedem  Sum- 
manden des  jsweiten  Factors  zu  midtipliciren,  und  vofh  all  diesen 
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Prodticten  die  Summe  eu  nehmen  ist.  Desgleichen  wird  das  Pro- 
duct  aus  mehreren  Summen  gründen,  indem  man  aus  jedem  Factor 
je  einen  Summanden  nimmt,  von  diesen  Summanden  das  Product 
bildet,  und  die  sämmüichen  auf  diese  Weise  erhaltenen  ProdiActe 
SU  einander  addirt. 

I  4.   Prlmsahlen  nnd  snsammenfl^esetste  Zahlen. 

Jede  Zahl  ist  gleich  dem  Product  aus  der  Einheit  in  die  Zahl 
selbst;  darum  hat  jede  Zahl  sowohl  die  Einheit  wie  auch  sich 
selbst  zum  Theiler.  Eine  Zahl,  welche  ausser  diesen  keine 
anderen  Theiler  besitzt,  wird  eine  einfache  Zahl  oder  Prim- 
eahl  genannt;  eine  Zahl,  welche  ausser  der  Einheit  und  sich 
selbst  noch  andere  Theiler  hat,  heisst  eir^  zusammengesetzte  Zahl. 
Ob  eine  gegebene  Zahl  eine  Primzahl  sei  oder  nicht,  lässt  sich 
entscheiden,  indem  ermittelt  wird,  ob  eine  der  Zahlen,  welche 
kleiner  sind  als  die  gegebene  Zahl,  in  dieselbe  aufgehe.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  die  Reihe  der  Primzahlen  2,  3,  5,  7,  11 
u.  s.  w.  Auch  darf  man  sagen,  dass  eine  Zahl,  welche  durch 
keine  Prinusahl  aufgeht,  die  kleiner  ist  als  sie  selbst,  nothwen- 
dig  eine  Primzahl  sein  muss;  denn  eine  Zahl,  welche  durch 
keine  kleinere  Primzahl  theilbar  ist,  kann  auch  durch  keine  zu- 
sammengesetzte Zahl  theilbar  sein,  und  daher  nur  sich  selbst 
und  die  Einheit  zu  Theilern  haben.  Die  in  dem  vorigen  §  be- 
wiesene Unabhängigkeit  eines  Products  von  der  Anordnung 
der  Multiplication  erlaubt  nämlich  die  Folgerung,  dass  eine  Zahl, 
welche  durch  eine  zusammengesetzte  Zahl  theilbar  ist,  auch  durch 
jeden  Theiler  dieser  zusammengesetzten  Zahl  theilbar  sein  muss. 
Schon  Euklid  hat  bewiesen,  dass  die  Reihe  der  Primzahlen  nie- 
mals abbrechen  kann,  und  zwar  giebt  er  den  folgenden  Be- 
weis. Gesetzt,  das  Gegentheil  wäre  der  Fall,  und  eine  Prim- 
zahl p  wäre  die  grosseste,  die  existirt,  so  bilde  man  das  Pro- 
duct der  sämmtlichen  vorhandenen  Primzahlen  und  addire  zu 
demselben  die  Einheit.    Die  so  entstehende  Zahl 

2.3.5 p  +  1 

kann  nun  durch  keine  der  nach  der  Annahme  vorhandenen  Prim- 
zahlen aufgehen,  weil  bei  der  Division  mit  jeder  derselben  der  Rest 
Eins  erscheint;  diese  Zahl  muss  also  entweder  überhaupt  durch 
keine  Primzahl  theilbar  sein,   und  dann  wäre  sie  selbst  eine 
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Primzahl,  oder  «ie  ma^^s  eine  Primzahl  zum  Theiler  haben, 
welche  in  der  vollf(tändi;ren  Reihe  der  Primzahlen  von  2  bis  p 
nicht  vorkommt,  mithin  ;rröji<er  ist  als  /?.  In  beiden  Fällen  er- 
sieht »iich  ein  Wider^prur-h  gegen  die  getrofft*ne  Annahme,  dasi* 
p  die  grrmHCHte  vorhandene  Trimzahl  sei.  nnd  daram  ist  der  auf- 
gestellte Satz  richtig. 


Zwei  beliebig  gegebene  Zahlen  haben  entweder  nur  die 
Einheit  zu  ihrem  gemeinbaiiien  Theiler  oder  auch  andere  Zahlen 
zu  gemeinsamen  Theilcrn.  In  dem  ersten  Falle  gebraucht  man 
den  Ausdruck,  dass  die  heidai  Zahhn  ohm-  gtfneuviamfn  TJ^eiler, 
oder  auch  dass  sie  relative  Primzahlen  sind.  Der  (grosseste  ge- 
meinsame TJteiUr  zweier  Zahlen  a  und  b  kann  durch  das  fol- 
gende Verfahren  gefunden  werden,  welches  sich  auf  den  aus 
dem  Schlüsse  von  §  3  und  dem  »Schlüsse  von  §  1  folgenden 
Satz  stützt,  dass  sowohl  die  Summe  wie  auch  die  Differenz  der 
VielfacJien  einer  hcstimmtcn  Zahl  seihst  ein  Vielfctches  dieser 
Zahl  ist 

Von  den  beiden  Zahlen  a  und  b  sei  a  die  grössere,  dann 
bestimme  man  für  die  Division  der  Zahl  a  durch  die  Zahl  b 
nach  8  2  den  Quotienten  q  und  den  Rest  r,  der  nothwendig 
kleiner  als  b  ist.  Wofern  nun  der  Rest  r  nicht  gleich  Null  ist, 
werde  für  die  Division  der  Zahl  b  durch  die  Zahl  r  der  Quo- 
tient q^  und  der  Rest  r^  bestimmt.  Dieses  Verfahren  werde 
fortgesetzt,  bis  eine  der  betreifenden  Divisionen  aufgeht,  so  dass 
die  Folge  von  Gleichungen  entsteht 

a  =  bq  -^  r 

b  =  rq^  +r, 

r=r,  g,  -fr, 

r     ^  =r    Q        -{-  r 
r    =r       n     ^, 

Das  Verfahren  muss  nUmlich  sein  Ende  erreichen,  weil  von 
den  Zahlen  a,  &,  r,  r^,  r,,  . .  eine  jede  grösser  ist,  als  die  ihr 
nachfolgende,  und  weil  es  nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Zah- 
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len  giebt,  die  unter  einer  bestimmten  Zahl  a  liegen.  Nun  ist 
der  letzte  von  Null  verschiedene  Rest  r  der  grosseste  gemein- 
same Theiler  def  Zahlen  a  und  6.  Denn  schreibt  man  die  auf- 
gestellten Gleichungen  in  der  Form 

a  —  hq  =  r 

SO  folgt  mit  Hülfe  des  angeführten  Satzes  aus  der  ersten,  dass 
jeder  gemeinsame  Theiler  t  von  a  und  b  auch  die  Differenz 
a  —  hq  =  r  theilen  rauss,  ebenso  aus  der  zweiten,  dass  derselbe 
gemeinsame  Theiler  t  die  Differenz  b  —  rq^^=^r^  theilen  muss, 
und  durch  successive  Anwendungen  aller  Gleichungen,  dass  der- 
selbe Theiler  t  mit  Noth wendigkeit  auch  die  Zahl  r        theilt. 

Das  Bewiesene  gilt  von  jedem  einzelnen  gemeinsamen  Theiler 
der  Zahlen  a  und  ft,  und  somit  auch  von  dem  grossesten  ihrer 
gemeinsamen  Theiler.  Dagegen  lehrt  die  letzte  der  ursprünglich 
aufgestellten  Gleichungen,  dass  r    durch  r        aufgeht,  die  vor- 

letzte  mit  Hülfe  des  angeführten  Satzes,  dass  die  Summe 
r    g       -f  r       und  also  auch  r        durch  r        aufgeht,  und  so 

ergiebt  die  successive  Anwendung  der  sämmtlichen  Gleichun- 
gen, dass  sowohl  b  wie  auch  a  durch  r       aufgeht.    Demnach 

ist  r        ein   gemeinsamer  Theiler  von  a  und  6,   und  zwar  ein 

solcher  gemeinsamer  Theiler,  dass  alle  einzelnen  gemeinsamen 
Theiler  dieser  Zahlen  in  denselben  aufgehen.  Weil  aber  nie- 
mals eine  grössere  Zahl  in  eine  kleinere  aufgehen  kann,  so  darf 
r       nicht  kleiner  sein,  als  irgend  ein  gemeinsamer  Theiler  von 

a  und  6.    Daher  muss  r       selbst  der  grosseste  gemeinsame  Thei- 

ler  vofi  a  und  b  sein,  und  das  war  behauptet  worden. 

§  6.  Relative  Prlmxahlen. 

Sobald  der  Rest  r       gleich  der  Einheit  wird,  so  ist  nach 

dem  so  eben  bewiesenen  Satze  die  Einheit  der  grosseste  ge- 
meinsame Theiler  der  Zahlen  a  und  b.  Hierin  besteld  die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür j   dass  die  Za/den  a 
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und  b  ohne  gemeinsamen  Theiler  oder  relative  PrimgahJen  sind. 
Wir  können  demnach  die  Voraussetzung,  dass  zwei  Zahlen  a 
nnd  b  relative  Primzahlen  sind,  dadurch  ausdrOcken,  dass  wir 
die  Reihe  von  Gleichungen  aufstellen 

a  =  bq  +  r 

b  =  rq,  +r, 

und  gelangen  zu  einem  Beweise  des  folgenden  Satzes,  auf  dem 
die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Zahlen  durch  Multi- 
plication  beruht: 

(1)  Wenn  a  und  b  relative  Primjs:ahlen  sind,  und  k  eine  be- 
lidnge  Zähl  bedeutety  so  geht  jeder  gemeimame  Theiler  der  Zahlen 
ah  und  b  in  die  Zahl  k  auf. 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  der  sämmtlichen  aufgestellten 
Gleichungen  mit  der  Zahl  k  und  giebt  ihnen  die  Gestalt 

ak  —  bqk  =  rk 
bk  —  rq^k=^r^k 
rk  —  r^q^k^=^rjc 

•  •   • 

r     ^k — r    q       k  =  k, 

80  muss  jeder  Theiler  von  ak  und  b  nach  dem  im  vorigen  §  an- 
gewendeten Hülfssatze  in  Folge  der  ersten  Gleichung  ein  Theiler 
von  rk,  in  Folge  der  zweiten  Gleichung  ein  Theiler  von  r^k 
sein,  mithin  auch,  indem  von  jeder  Gleichung  nach  der  nächst 
vorhergehenden  Gebrauch  gemacht  wird,  auf  Grund  der  letzten 
Gleichung  ein  Theiler  der  Zahl  k\  was  bewiesen  werden  sollte. 
Hieraus  folgt  sogleich  das  Corollar  bu  dem  Saiee  (1),  dass, 
wofern  a  und  b  relative  Primjsahlen  sind  und  das  Product  ak 
durch  die  Zahl  b  aufgeht,  die  ZcM  k  durch  b  aufgehen  muss. 
Sobald  die  Zahl  k  ebenfalls  eine  relative  Primzahl  zu  der  Zahl 
b  ist,  so  können  ak  und  b  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
als  die  Einheit;  denn  wenn  sie  einen  anderen  hätten,  so  müsste 
derselbe  wegen  des  bewiesenen  Satzes  sowohl  in  b  als  in  k 
aufgehen,  und  diese  Zahlen  haben  nach  der  Voraussetzung  keinen 
von  der  Einheit  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler.  So  ent- 
steht der  Satz 
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(2)  Wenn  a  und  b  relative  PrimsaJilen,  zugleich  aber  Je  und 
b  relative  PrimeoMen  sind,  so  sind  auch  ak  und  b  relative  Prim- 
sahlen. 

Man  kann  diesen  Satz  erweitern,  indem  man  denselben  wie- 
derholt anwendet.  Es  sei  eine  Zahl  l  sowohl  zu  a  relativ  prim 
wie  aaeh  zu  Je  relativ  prim,  so  ist  in  Folge  des  letzten  Satzes 
die  Zahl  l  auch  zu  ai  relativ  prim.  Weil  aber  auch  b  zu  aJc 
relativ  prim  war,  so  ist  aus  demselben  Grunde  bl  zu  a  Je  relativ 
prim.  Die  gleiche  Betrachtung  hält  Stich,  indem  nach  einander 
zu  dem  ersten  Product  aJc  und  zu  dem  zweiten  Product  bl  immer 
neue  Factoren  hinzugefügt  werden,  und  liefert  das  Resultat 

(3)  Wenn  jede  einzelne  von  den  Zahlen  a,Jc^Jc^j  ...  eu  jed^ 
eimdnefi  von  den  Zdhletx  b,  l,  l^,  . .  relativ  prim  ist,  so  ist  auch 
das  Product  aus  den  Zahlen  der  ersten  Gruppe  aJcl\  .  .  jsu  dem 
Product  aus  den  ZaJUen  der  zweiten  Gruppe  bll^  . .  relativ  prim. 

Dieser  Satz  erlaubt  auf  den  Fall  eine  Anwendung,  dass 
die  erste  Gruppe  aus  lauter  gleichen  Factoren  besteht,  die  gleich 
a  sein  mögen,  und  die  zweite  Gruppe  ebenfalls  aus  lauter  glei- 
chen Factoren  besteht,  die  gleich  b  sein  mögen.  FUr  die  spätere 
Betrachtung  ist  namentlich  die  Voraussetzung  von  eingreifender 
Bedeutung,  dass  jede  der  beiden  Gruppen  die  gleiche  Anzahl  n 
von  Zahlen  enthält  oder  eine  Potenz  von  demselben  Exponenten  n 
bildet,  so  dass  das  erste  Product  iti  der  nten  Potenz  der  Zahl  a,  das 
zweite  Product  zu  der  nten  Potenz  der  Zahl  b  wird.  Dann  ent- 
steht der  Satz 

(4)  Wenn  die  Zahlen  a  und  b  relative  PrimzaJden  zu  ein- 
ander sind^  so  sind  auch  die  Pofctizen  a°  und  b^  relative  Prim- 
zaJden  zu  einander. 

I  7.   Zerlegung  einer  zoeammengeeetsten  Zahl  in  ein  Product 

von  Primsahlen. 

Eine  Zahl  a  kann  mit  einer  Primzahl  p,  von  der  Einheit 
abgesehen,  nur  p  zum  gemeinsamen  Theiler  haben,  und  geht, 
sobald  dies  der  Fall  ist,  durch  p  auf.  Wenn  man  daher  in  dem 
Corollar  zu  dem  Satze  (1)  des  §6  die  Zahl  b  durch  eine  Prim- 
zahl p  ersetzt,  die  nicht  in  a  aufgeht,  so  leuchtet  ein,  dass,  da- 
mit das  Product  aJc  durch  die  Primzahl  p  aufgehe,   der  Factor 


12  Zerlegung  einer  Zahl  in  Primfactoren.  §  7. 

Tc  darch  die  Primzahl  p  aufgeben  muss,  und  man  bekommt  den 
Satz 

(1)  Wenn  einFroduct  von  zwei  Zafden  durch  eine  Primeahl 
aufgeht^  so  mass  einer  der  beiden  Factoren  durch  diese  FrimscM 
aufgehen. 

Auf  gleicbe  Weise  folgt,  dass,  wenn  ein  Product  von  meb- 
reren  Zablen  durcb  eine  Primzabl  aufgeht,  wenigste^is  einer  der 
Factoren  durch  diese  Primzahl  aufgehen  muss.  Mit  diesem 
Hülfsmittel  lässt  sich  beweisen, 

(2)  dass  jede  Zahl  nur  auf  eine  einenge  Weise  als  ein  Pro- 
duct von  FrimecMen  dargestellt  werden  kann. 

Nach  der  gegebenen  Definition  ist  eine  zusammengesetzte 
Zahl  m  als  ein  Product  von  zwei  Factoren  darstellbar,  von  de- 
nen keiner  gleich  Eins  ist.  Prllft  man  jeden  der  beiden  bezeich- 
neten Factoren,  ob  er  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist  oder  nicht, 
und  wiederholt  die  Zerlegung,  sofern  sie  möglich  ist,  so  muss 
schliesslich  m  in  ein  Product  von  Primzahlen  aufgelöst  erschei- 
nen, deren  Anzahl  eine  beschränkte  ist;  denn  keine  Primzahl 
ist  kleiner  als  die  Zwei,  und  selbst  ein  Product  aus  lauter  Fac- 
toren gleich  der  Zwei,  oder  eine  Potenz  von  Zwei,  würde  die 
gegebene  Zahl  m  überschreiten,  wenn  die  Anzahl  der  gleichen 
Factoren  über  jedes  Mass  hinaus  zunähme.  Es  wäre  nun  denk- 
bar, dass,  wenn  die  Zerlegung  einer  Zahl  m  in  Primfactoren 
auf  verschiedene  Arten  vorgenommen  wird,  auch  das  Ergebniss 
ein  verschiedenes  wäre,  und  daher  setzen  wir  voraus,  dass  zwei 
verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  in  Primfactoren  vorliegen, 

m  =  ahc , .  .ghk 
und 

fn  =  a^h^c^  ..  .g^h^k^. 

In  Folge  der  ersten  Zerlegung  geht  m  durch  die  Primzahl 
a  auf.  Weil  nun  nach  der  zweiten  Zerlegung  das  Product 
Oj  6j . .  Äj  A,  durch  die  Primzahl  a  aufgehen  muss,  so  muss  wenig- 
stens einer  dieser  Factoren  durch  a  theilbar  sein,  und  da  auf 
die  Anordnung  der  Factoren  bei  einem  Product  nach  §  3  nichts 
ankommt,  so  dürfen  wir  annehmen,  dass  a,  der  durch  a  auf- 
gehende Factor  ist.  Weil  aber  a^  selbst  eine  Primzahl  ist,  so 
muss  alsdann  a^=a  sein.    Wir  betrachten  jetzt  den  Quotienten 

—  =  — ,  für  welchen  die  beiden  Darstellungen 
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bc...  ghk  und  h^c^ ..  .g^ A,  J, 
Yorhanden  sind,  und  zeigen  in  genau  derselben  Weise,  dass  der 
Primfactor  b  gleich  einem  bestimmten  Primfaetor  der  ^.weiten 
Darstellung  sein  muss;  als  dieser  gelte  b^.  So  können  wir  fort- 
fahren, bis  nach  einander  alle  Primfactoren  der  ersten  Darstel- 
lung erschöpft  und  einzeln  in  der  zweiten  Darstellung  nachge- 
wiesen sind.  Alsdann  mttsseu  aber  auch  die  sämmtlichen  Prim- 
factoren der  zweiten  Darstellung  erschöpft  sein;  denn  andernfalls 
müsste  der  Quotient  von  m  durch  sich  selbst  oder  die  Einheit 
durch  eine  übrig  bleibende  Primzahl  theilbar  sein.  Also  stim- 
men die  beiden  vorausgesetzten  Darstellungen  der  Zahl  m  als 
Product  von  Primfactoren,  abgesehen  von  der  Anordnung  der 
Primfactoren,  nothwendig  tiberein. 

§  8.  Divisoren  einer  ZahL 

Der  vorige  §  gewährt  die  Sicherheit,  dass  jede  Zahl  auf 
eine  eindeutig  bestimmte  Weise  aus  Primzahlen  zusammengesetzt 
ist.  Kennt  man  lltlr  eine  bestimmte  Zahl  diese  Zerlegung,  so 
können  die  unter  einander  gleichen  Factoren  zu  Potenzen  zu- 
sammengefasst  werden.  Ein  Product  von  a  Factoren,  die  sämmt- 
lich  gleich  a  sind,  wird  wie  in  §  6  erwähnt,  die  ate  Potenz  von 
a  genannt  und  mit  a"^  bezeichnet.  Hier  ist  a  die  Basis,  a  der 
Exponent  der  Potenz;  die  Potenz  a"  heisst  ausserdem  auch  eine 
Potenz  des  aten  (rrades.  Auf  diese  Weise  erscheint  jede  gegebene 
Zahl  m  als  die  Potenz  einer  PrimzaJd  oder  als  das  Product  von  Po- 
tenzen unter  einander  verschiedener  Primzahlen  a,  6,  c, . . 

Als  Beispiel  der  betreflFenden  Darstellung  mögen  die  ersten 
Zahlen  genommen  werden: 

2  =  2* 

3  =  3* 

4  =  2* 

5  =  5* 

6  =  2*. 3* 
7=7* 

8  =  2" 

9  =  3» 

10  =  2*. 5*. 
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Diese  Darstellnng  der  Zahlen  ist  allgemein  geläufig  und 
erweckt  dadurch  den  Schein,  als  ob  der  Satz  (2)  des  vorigen  Ar- 
tikels keines  Beweises  bedUrt'e.  Es  liegt  aber  nicht  nur  bei 
diesem  Satze,  sondern  bei  allen  bisherigen  Erörterungen  die 
Schwierigkeit  fllr  den  Anfänger  gerade  darin,  sich  zu  tiberzeu- 
gen, dass  derartige  Erörterungen  unentbehrlich  sind,  wofern  das 
Gebäude  der  Grössenlehre  solide  errichtet  werden  soll. 

Welchen  Werth  die  Zerlegbarkeit  der  Zahlen  in  einfache 
Factoren  habe,  tritt  deutlich  hervor,  sobald  man  gewisse  Auf- 
gaben zuerst  ohne  dieses  Httlfsmittel  und  dann  mit  diesem  Htilfs- 
mittel  in  Angriff  nimmt.  Hierher  gehört  die  in  §  5  behan- 
delte Aufgabe,  von  zwei  Zahlen  m  und  Wi  den  grossesten  ge- 
meinsamen Theiler  aufzusuchen.  Wir  können  dieselbe  sogleich 
dahin  ausdehnen,  für  mehrere  Zalüen  m^  m^j  m,,  . . .  den  grossesten 
gemeinschafllichen  Theiler  zu  finden.  Ist  fllr  die  Zahl  m  die 
obige  Zerlegung  in  Primfactoren,  und  sind  fttr  die  Zahlen  m^, 
m,, ...  die  Zerlegungen 

m^  =  a^'''b,^^c/^ ...,  w,  =  Oj^^t  6/i  c/i , . . . 

bekannt,  so  ergiebt  sich  offenbar  der  grosseste  gemeinsame 
TheUer,  indem  nur  diejenigen  Primzahlen  genommen  werden, 
welche  in  allen ZcMen  m,  mi,  n»2, . ..  zugleich  vorkomtnen,  indem 
jede  Primzahl  auf  den  niedrigsten  Exponenten  erhoben  wird, 
mit  dem  sie  in  irgend  einer  der  Zahlen  auftritt,  und  indem  aus 
diesen  sämmtlichen  Potenzen  das  Product  gebildet  wird. 

Desgleichen  erhält  man  die  kleinste  ganze  Zahl,  in  welche 
mehrere  gegebene  Zahlen  m,  w^,  w„  . . .  aufgehen,  oder  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  der  Zalden  w,  m,,  m,,...,  indem  man  von 
allen  Primzahlen,  die  in  irgend  einer  Zahl  vorkommen^  die  höchsten 
auftretenden  Potenzen  nimmt  und  aus  allen  diesen  Potenzen  das 
Product  bildet. 

Die  Aufgabe,  die  sämmtlichen  Divisoren  einer  gegebenen  Zahl 
m  atifzustellen,  lässt  sich,  ohne  die  Zerlegung  der  Zahl  in  ihre 
einfachen  Factoren  m  als  bekannt  vorauszusetzen,  dadurch  auf- 
lösen, dass  man  die  Zahl  nach  einander  durch  alle  Zahlen  divi- 
dirt,  welche  kleiner  als  m  sind,  und  diejenigen,  bei  welchen  die 
Division  aufgeht,  heraushebt.  Wofern  aber  die  Zerlegung  der 
Zahl  m  in  ihre  einfachen  Factoren  vorliegt,  so  kann  man  über- 
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sichtlicher  verfahren.  Damit  eine  Zahl  ein  Divisor  von  m  sei, 
darf  sie  keine  anderen  Primfactoren  enthalten,  als  die  in  m 
vorkommenden  Primfactoren,  und  kein  solcher  Primfactor  darf 
mit  einem  höheren  Exponenten  auftreten,  als  den  derselbe  Prim- 
factor in  m  trägt.    Ein  Divisor  hat  daher,  wenn  wie  oben  m  = 

a'^b^  c^  ...  ist,  die  Gestalt 

wo  a'  nicht  grösser  als  a,  ß'  nicht  grösser  als  ß  sein  darf,  u.  s.  f. 
Setzt  man,  wie  üblich,  fest,  dass  o®  =  1  sei,  so  sind  bei  a',  ß\ 
y'y . .  die  Werthe  Null  zugelassen.  Um  die  sämmilichen  Divisoren 
zu  erhalten,  dient  dasselbe  Verfahren,  nach  welchem  in  dem  Schema 

lH-a  +  o'4-..+a" 

1+6  +  6*  +  . .  +  6'' 

1  +c+c*  +  ..  +  c^ 


das  Product  sämmtlicher  Summen  gebildet  wird ;  nach  dem  gegen 
Ende  des  §  3  angegebenen  Bildungsgesetze  flir  ein  aus  mehreren 
Summen  von  Zahlen  zu  bildendes  Product  enthält  das  vorlie- 
gende Product  durch  lauter  Additionszeichen  verbunden  alle  Di- 
visoren der  Zahl  m,  und  zwar  jeden  nur  Ein  Mal.  Auch  kann 
hiernach  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Divisoren  gefunden  wer- 
den. Da  die  erste  Reihe  (a  +  1)  Glieder,  die  zweite  Reihe 
(ß  +  1)  Glieder,  die  dritte  Reihe  (y+  1)  Glieder  enthält,  u.  s.  f., 
und  da  bei  der  Bildung  des  ganzen  Products  die  sämmtlichen 
in  den  einzelnen  Multiplicationen  auftretenden  Producte  erhalten 
bleiben,  so  ist  die  Anzahl  der  Divisoren  der  Zahl  m  gleich  dem 
Product  der  Anzahlen  (a  +  J )  (/?  +  1)  (y  +  1 ) . .  Als  Beispiel 
diene  die  Zahl  84  =  2^.3.7.  Ihre  sämmtlichen  Divisoren  sind 
die  Zahlen 

1,  2,  4,     3,  6,  12,     7,   14,  28,     21,  42,  84, 

die  Anzahl  derselben  beträgt  (2  +  1)  (1+1)  (1  +  I)  =  12. 

%  8.   /iii»>h1  der  rolatlTeii  Primzahlen  sa  einer  Zahl  m,  die 

nioht  sprÖMer  eind  als  m. 

In  §  2  ist   erwähnt   worden,    dass   bei  der  Division  mit 
einer  gegebenen  Zahl,  welche  m  heissen  möge,  jede  Zahl,  welche 
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in  der  Reihe  0,  1,  2, . .  (m—  2),  (m—  1)  enthalten  ist,  einen  Best 
darstellen  kann.  Diese  Zahlen  verdienen  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit. Die  Frage,  wie  viele  unter  denselben  relative  Prim- 
zahlen zu  m  sind,  kann  in  jedem  einzelnen  Falle  durch  die  di- 
recte  Betrachtung  entschieden  werden;  aber  auch  hier  lässt  sich 
eine  allgemein  gültige  Antwort  aussprechen,  wofern,  wie  in  dem 
vorigen  §,  die  Zerlegung  der  Zahl  m  in  ihre  einfachen  Factoren 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Zugleich  möge  die  Frage  den 
modificirten  Ausdruck  erhalten: 

Wie  viel  relative  PrimjsaJüen  bu  m  banden  sich  in  der  Reihe 
der  Zahlen 

1,  2,  3, . .  .  fw —  1,  fw. 

Insofern  die  Zahl  m  gleich  dem  Product  der  verschiedenen 

Primzahlpotenzen  a"  h^ c"^  ...  ist,  muss  jede  der  in  Rede  stehen- 
den Zahlen,  welche  weder  durch  a,  noch  durch  6,  noch  durch 
irgend  eine  der  in  m  enthaltenen  Primzahlen  aufgeht,  eine  rela- 
tive Primzahl  zu  m  sein.  Wir  wollen  daher  aus  der  vorgelegten 
Reihe  zuerst  die  Vielfachen  der  Primzahl  o  ausscheiden.  Dies 
sind  die  Zahlen 

I  .o,  z.a, ....  —  a, 
'  a 

deren  Anzahl  gleich  — ,  dem  Quotienten  von  m  durch  a  ist.  Es  blei- 

a 

ben  demnach  m—       oder  —  (o  —  l)  Zahlen  tlbrig.  Ist  noch  eine 

a  a 

zweite  Primzahl  h  in  der  Zahl  m   enthalten,  so  entfernen   wir 

die  Vielfachen  von  dieser,  welche  noch  vorhanden  sind.    In  der 

ursprünglichen  Reihe  befanden  sich  die  Vielfachen  von  h 

1.6,  2.6, ...  -     6; 

0 

in  Folge  der  ersten  ausgeitlhrten  Exclusion  fehlen  unter  densel- 
ben diejenigen,  welche  zugleich  durch  o  aufgehen.  Nun  kann 
aber  ein  Vielfaches  von  6,  etwa  1cb,  nur  dann  durch  a  aufgehen, 
wofern  k  durch  a  aufgeht.  Daher  giebt  es  jetzt  nur  solche  Viel- 
fache von  6,  bei  denen  der  erste  Factor  relative  Primzahl  zu  a 
ist.   Die  Anzahl  der  relativen  Primzahlen  zu  a  in  der  Reihe  der 

AM 

Zahlen  1,  2, . .  —   beträgt  aber  vermöge  der  angestellten  Betrach- 
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tung  — T^(a— 1).    Folglich  ist  dies  auch  die  Anzahl  der  in  der 

vorgelegten   Zahlenreihe  noch   vorhandenen  Vielfachen    von  b; 

entfernt  man  diese  ebenfalls,  so  bleiben  -   (o—  1) r  («  —  1) 

a  ab 

oder  — 1- (a  — 1)(6— l)  Zahlen  zurück,  welche  weder  durch  a 

ab  ^  ' 

noch  b  aufgehen. 

Dieser  Ausdruck  enthält  die  vollständige  Antwort  für  die 
aufgeworfene  Frage,  sobald  die  Zahl  m  nur  die  beiden  verschie- 
denen Primzahlen  a  und  b  enthält.  Ist  m  durch  noch  eine  dritte 
Primzahl  c  theilbar,  so  scheidet  man  die  Vielfachen  von  c  aus, 
die  in  der  vorgelegten  Zahlenreihe  nach  der  Ausführung  der 
zwei  Exclusionen  noch  übrig  sind,  und  behält  durch  Wieder- 
holung aller  Schlüsse  die  Anzahl 


oder 


-*r  (a-1)  (6-  1)-  -^  (a- 1)  (i-1) 
ab  ^  ^         '       ahc  ^ 


-"•-(a-l)(J-l)(c-l). 


abc 

In  der  gleichen  Weise  ist  dann  fortzufahren,  bis  die  sämmtlichen 
in  der  Zahl  m  auftretenden  verschiedenen  Primzahlen  erschöpft 
sind,  und  es  entsteht  für  die  gesuchte  Anzahl  (p{m)  der  rela- 
tiven PrimssaJüen  su  m  in  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2, . .  .m  der 
Ausdruck 

Wenn  m  gleich  einer  einzigen  Primzahl  a  ist,  so  sind  alle  Zah- 
len 1,  2,. .  a —  1  relative  Primzahlen  zu  a,  and  man  hat 

<jp(a)  =  a—  l  . 

Wenn  m  gleich  der  Potenz  einer  einzigen  Primzahl  a"  ist,  so 
kommt 

y(a«)  =o«-l(a-l). 
Der  allgemeine  Ausdruck  einer  Zahl  m  als  Product  der  Potenzen 

verschiedener  Primzahlen  €^b?c^' ...  führt  zu  der  Gleichung 

y(a«fe^c>'...)  =a«-^&''~V"^..(a-l)(6— l)(c-l)... 
Das  Beispiel  m  =  84  =  2«.3.7  liefert  für  qp(m)  den  Werth 

g)(84)  =  2(2  — 1)(3  — 1){7  — lj  =  24. 

LipBchlU,  AiulyBiB.  2 
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Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Ausdrucks  ^(m)  ist  die, 
dass,  wenn  man  eine  Zahl  m  in  zwei  Factoren  r  und  8  eerUgt^ 
die  eu  einander  relativ  prim  sind,  das  Product  ^(r)q>(s)  gleich 
dem  Amdruche  (p{m)  selbst  wird.  Zwei  Factoren  r  und  ä,  welche 
zu  einander  relativ  prim  sind,  müssen  aus  verschiedenen  Prim- 
zahlen bestehen,  (faher  kann  jede  einzelne  in  m  enthaltene  Prim- 
zahlpotenz  entweder  nur   in  r  oder  in  s  vorkommen.    Ist  nun 

zum  Beispiel  r  =  a^b^  ^  s  =  c^  . . ,,  so  folgt  aus  der  allgemeinen 
Regel 

qp(r)  =  a«-V-Va-l)(6-l), 

q>(s)  =  c^"^  ..(c—\), ., 

und  daher,  wie  behauptet  worden, 

(p(r)(p(s)  =  q>im). 

Die  gleiche  Schlussweise  findet  auf  jede  Zerlegung  der 
vorgeschriebenen  Art  Anwendung.  Da  die  Einheit  zu  jeder  Zahl 
relativ  prim  ist,  so  gehört  auch  die  Zerlegung  einer  Zahl  m  in 
die  Einheit  und  sich  selbst  hierher.    Man  setzt  nun  fest,  dass 

()P(1)  =  1 
sei,    alsdann    gilt  der   aufgestellte   Satz   auch   flir   diese  Zer- 
legung der  Zahl  m. 

§  10.  Addltioii,  Bubtraotlon  und  Mnltlplloation  ▼on  poslttven 

nnd  negaÜTen  ganzen  Zahlen. 

Bei  der  gegenwärtig  mitgcthcilten  Entwickelung'  der  fun- 
damentalen Eigenschaften  der  Zahlen  sind  die  Operationen  des 
Addirens^  des  Subtrahirens  und  des  Multiplicirens  angewendet 
worden;  das  Addiren  hat  aber  vor  dem  Subtrahiren  den  Vor- 
zug behauptet,  dass  zwar  irgend  welche  zwei  Zahlen  immer 
addirt  werden  konnten,  dass  sich  dagegen  nur  eine  solche  Zahl 
von  einer  anderen  subtrahiren  Hess,  welche  nicht  grösser  ist  als  die 
andere.  Auch  sind  die  Regeln  für  das  Rechnen  mit  Summen  bis- 
her in  einem  viel  erheblicheren  Umfange  erörtert  worden,  als 
die  Regeln  iür  das  Rechnen  mit  Differenzen,  und  es  besteht  die 
nächste  Aufgabe  darin,  das  Rechnen  mit  Diiferenzen  dem  Rech- 
nen mit  Summen  consequent  gegenüber  zu  stellen. 

Die  Regeln  für  die  Addition  von  Summen  und  Differenzen 
sind  am  Schluss  von  §  1  erwähnt,  und  diese  Regeln  liefern  iür 
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die  Multiplicatian  einer  Summe  a  +  b  mit  einer  Zahl  c,  wie  auch 
für  die  MidtipUccUion  einer  Differenz  a  —  b  mit  einer  Zahl  c  die 
im  Eingange  von  §  5  angeiUhrten  Sätze,  welche  sich  in  den 
Gleichungen  darstellen 

(1) (a  +  b)c  =  ac-i'bCf 

(2) {a  —  b)c=^ac — bc. 

Soll  eine  Differenz  g — A  von  einer  Zahl  a  subtrahirt  wer- 
den, so  leuchtet  es  ein,  dass  die  Zahl  a  um  den  Subtrahendus 
h  der  DiiFerenz  zu  vermehren  und  hierauf  die  Summe  a  +  A  um 
den  Miuuendus  g  der  Differenz  zu  vermindern  ist,  und  zwar  kann 
g  nicht  grösser  als  a  +  h  sein,  wenn  nach  der  geltenden  Vor- 
aussetzung die  Zahl  g—h  nicht  grösser  ist,  als  die  Zahl  a,  von 
welcher  die  erstere  zu  subtrahiren  war. 

Wir  wenden  uns  jetzt  dazu,  die  Multiplication  zweier  Sum- 
men und  die  Multiplication  zweier  Differenzen  zu  vergleichen. 
Nach  der  am  Schlüsse  des  §  3  angeführten  Regel  gilt  für  die 
Multiplication  zweier  Summen  (a  4-  b)  und  (c  +  d)  die  Gleichung 

(3)  .    .     .    .  (a-*-6)(c +d)  =  oc  +  6cH-ad4-6d. 

Für  die  Multiplication  von  Differenzen  ergiebt  sich  nun 
vermöge  der  in  §  2  aufgestellten  Definition  der  Multiplication, 
dass  die  NuH^  mit  einer  Zahl  c  multiplicirt,  das  Resultat  Null 
liefern  muss.  Indem  wir  aber  zulassen,  dass  die  Null  als  Multi- 
plicator  einer  Zahl  auftrete,  setzen  wir  ausdrücklich  fest,  dass  auck 
in  diesem  Falle  Multiplicator  und  MuUiplicandus  vertauscht  werden 
dürfen^  und  dass  das  zugehörige  Product  gleich  der  Null  sei.  Es 
werde  jetzt  eine  Differenz  a  —  6,  wo  6  nicht  grösser  ist  als  a,  mit 
einer  Differenz  c — d  multiplicirt,  wo  d  nicht  grösser  ist  als  c. 
Dann  folgt  aus  der  obigen  Gleichung  (2)  zunächst  die  Gleichung 

(a  — 6)  (c—d)  =  a(c—d)  —  b  (c-d) . 
Löst  man  auf  der  rechten  Seite  den  Minuend   a(c — d)    in   die 
Differenz  (tc  —  ad,  und  den  Subtrahend  in  die  Differenz  bc  —  bd 
auf,  und  wendet  die  vorhin  angeführte  Regel  ilir  die  Subtraction 
eifier  Differenz  von  einer  Zahl  an,  so  kommt  die  Gleichung 

(4)  .    .    .    .  (a — b)(c—d)  =  ac — ad-^bd  —  bCj 

oder,  indem  man  zuerst  die  Addition  und  dann  die  beiden  Sub- 

tractionen  ausfuhrt,  die  Gleichung 

(4*).    .    .    .  {a—b)(c  —  d)=^ac  +  bd — ad—bc. 

Die  Gleichung  (3),  welche  das  Product  der  Summe  (a  +  b) 
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mit  der  Summe  (c  +  d)  darstellt,  zeigt  dieselben  aas  den  Ele- 
menten a,hj  Cj  d  gebildeten  Produete  ac,  bdy  ad,bc,  welche  hier 
auftreten;  in  (3)  sind  die  sämmtliehen  4  Produete  zu  addiren, 
dagegen  erscheinen  in  (4'*')  die  beiden  Produete  ac  und  bd  als 
additiv,  die  beiden  Produete  ad  und  bd  als  subtractiv. 

Zwischen  den  Regeln  ftir  die  Rechnung  mit  Summen  und 
den  Regeln  fllr  die  Rechnung  mit  Differenzen  tritt  demnach  eine 
unverkennbare  Analogie  hervor,  und  auf  diese  Analogie  stützt 
sich  die  Einführung  der  positiven  und  negativen  Grössefi. 

Eine  Differenz  a  —  b  entsteht  dadurch,  dass  von  a  vorhan- 
denen Einheiten  b  Einheiten  weggenommen  werden.  Statt  des- 
sen kann  die  Auffassung  eintreten,  dass  der  Werth  a^-b  aus  a 
vorhandenefi  Einheiten  und  h  icegsunehmenden  Einheiten  bestelle, 
oder  dass  a  —  b  die  Summe  der  jwsitiven  Zahl  a  und  der  nega- 
tiven ZaJd  — b  sei.  Bei  der  positiven  Zahl  a  heisst  a,  bei  der 
negativen  Zahl  —  b  heisst  b  der  ZaJdenwerth.  Das  Zeiehen  der 
positiveti  Einheit  ist  +  1,  das  Zeichen  der  negativen  Eitiheit  — 1. 
Die  Null  erscheint  als  die  Summe  einer  positjven  utui  nega- 
tiven Zahl,  diren  Zatdenicertlie  dieselbefi  sind,  Beispiele  tttr 
einander  entgegengesetzte  Einheiten  liefert  die  Erfahrung  in  man- 
nigfacher Weise ;  Gewinn  und  Verlust  werden  nach  solchen  ent- 
gegengesetzten Einheiten  gemessen. 

Die  gegebene  Definition  der  positiven  und  negativen  Zah- 
len gentigt,  um  zu  erkennen,  dciss  Ihh  der  Addition  der  Werthe 
a  —  6  und  c  —  d  die  positiven  Zahlen  a  und  c  £u  der  posi- 
tiven  Zdid  a-ff),  die  negativen  Zahlen  —6  und  — d  eu  der 
negativen  Zald  — (fc-frf)  zu  vereinige^k  sindj  und  dass  hierauf 
die  Summe 

o  +  r— (6  4-d) 

zu  9kehmen  ist.  Auf  gleiche  Weise  leuchtet  ein,  dass,  wenn  der 
Werth  c — d  von  dttn  Wertl^'  a — b  subtraJurt  werda^  solh  die 
einzelnen  Btstandtheile  dts  Subtrahepulus  in  die  entgegenge^s^tzten 
Bestandtheile  zu  vericandeln  und  hitrauf  mit  den  Bestandtheilen 
cfc  Jlinuemius  zu  verdfugen  si9hl^  icodurch  der  Werth 

Ul  4-  rfi  —  ^6  +  f) 

ep^sttht.  Bei  beiden  Operationen  halten  wir  die  Vorstellung  fest, 
das«  b  nicht  gri>sser  ah»  u,  und  das«  d  nicht  gr(>S8er  als  r  sei. 
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und  fUgen  bei  der  zweiten  Operation  auch  noch  die  Vorauß- 
setzung  hinzu,  dass  c  —  d  nicht  grösser  als  a  — 6  sei.  Die  an- 
gegebenen Regeln  lassen  sich  durch  die  angedeuteten  Beispiele 
von  entgegengesetzten  Einheiten  leicht  veranschaulichen. 

Dieses  Hülfsmittel  ist  aber  nicht  anwendbar,  wenn  es  darauf 
ankommt,  die  MuUipliccUion  der  genannten  Werthe  (a  —  b)  und 
(c — d)  auf  die  Müliiplicatian  ihrer  Bestandtheile  eurückeuführen, 
Dass  eine  solche  ZurttckfUhrung  überhaupt  möglich  ist,  entneh- 
men wir  erst  aus  der  vorhin  angestellten  Vergleichung  der  Glei- 
chung (3)  und  der  Gleichung  (4*). 

Da  auf  der  rechten  Seite  von  (4*)  nach  dem  so  eben  ein- 
geführten Sprachgebrauche  die  positiven  Werthe  ac  und  hd^  und 
die  negativen  Werthe  —ad  und  — hc  vorkommen,  so  kann  man 
sich  des  Ausdruckes  bedienen,  dass  der  positive  Werth  ac  aus 
der  Multiplication  der  positiven  Zahlen  4-  a  und  4-  c,  der  posi- 
tive Werth  hd  aus  der  Multiplication  der  negativen  Zahlen  — h 
und  —  d,  der  negative  Werth  —ad  aus  der  Multiplication  der 
positiven  Zahl  4-  o  und  der  negativen  Zahl  —  dj  der  negative 
Werth  —bc  aus  der  Multiplication  der  negativen  Zahl  — b  und 
der  positiven  Zahl  +  c  entstanden  sei.  Wenn  man  also  den 
Werth  a  —  b  als  die  Summe  der  positiven  Zahl  -f  a  und  der  ne- 
gativen ZcM  — 6,  den  Werth  c  —  d  als  die  Summe  der  positiven 
Zahl  H-c  und  der  tiegativen  Zahl  — d  betrachtet,  so  ergiebt  sich 
das  Product  der  beiden  Werthe  a  —  b  und  c  —  d,  indem  jeder  Be- 
standtheil  der  einen  Summe  mit  jedem  Bestandtheil  der  andern  mtüti- 
plicirt  wird,  und  die  sämmtlichen  Producte  addirt  werden;  die  Multi- 
plication der  positiven  und  negativen  ZaJden  geschielU  aber  nach 
der  Regel,  dass  der  Zafdenwerth  des  Products  gleich  dem  Product 
der  Zahlenwerthe  der  Factoren  genommen  wird,  dass  femer  das 
Product  von  zwei  gleichnamigen  Zahlen  das  positive  Voreeichen, 
das  Product  von  zwei  ungleichnamigen  Zahlen  das  negcUive  Vor- 
zeichen erhält.  Auf  diese  Weise  haben  wir  für  die  Multiplication 
der  Werthe  a  —  b  und  c  —  d  eine  Vorschrift  erhalten,  welche 
mit  der  flir  die  Multiplication  der  Werthe  a+b  und  c  -^  d  gel- 
tenden, in  der  Gleichung  (3)  enthaltenen  Vorschrift  vollkommen 
gleich  lautet. 

Ein  neuer  'Schritt  ftlr  die  Addition  einer  positiven  und 
einer  negativen  Zahl  wird  nothwendig,  wenn  man  den  bis  jetzt 
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ausgeschlossenen  Fall  mitumfassen  will,  dass  bei  einer  solchen 
Addition  der  Zahlenwerth  der  negativen  Zahl  grösser  sei,  als 
der  Zahlenwerth  der  positiven  Zahl.  Wenn  von  ewei  Zahlen  g 
und  h  die  Zahl  h  die  grössere  ist,  so  sagen  mr,  dass  g  —  Ä  gleich 
dem  negativ  genommenen  Ueherschuss  h — g  sei.  Erinnern  wir 
uns  nun,  dass  die  Addition  einer  negativen  Zahl  auf  eine  Ver- 
minderung der  positiven  Einheiten,  die  Subtraction  einer  nega- 
tiven Zahl  auf  eine  Vermehrung  der  positiven  Einheiten  hinaus- 
kommt, so  erkennen  wir  leicht,  dass  bei  den  für  die  Addition 
und  die  Subtraction  aufgestellten  Vorschriften  es  erlaubt  sein 
muss,  statt  einer  negativen  Zahl  eine  Summe  von  zwei  Zahlen 
anzuwenden,  welche  nach  der  vorstehenden  Definition  dieser 
negativen  Zahl  gleich  ist.  Das  Resultat  der  Addition  von  be- 
liebig vielen  positiven  oder  negativen  Zahlen  wird  auch  das 
Aggregat  dieser  Zahlen  genannt,  und  es  erweitert  sich  jetzt  der 
am  Schlüsse  von  §  1  ausgesprochene  Satz  dahin,  dass  ein  Ag- 
gregat von  beliebig  vielen  positiven  oder  negativen  Zahlen  immer 
den  gleichen  Werth  erhält,  in  welcher  Reihenfolge  die  verschiede- 
nen Additionen  vorgenommen  werden.  Weder  die  Addition  noch 
die  Subtraction  solcher  Aggregate  ist  gegenwärtig  irgend  einer 
Einschränkung  unterworfen. 

Nachdem  sich  aus  der  Multiplication  von  Diflferenzen,  deren 
Werth  positiv  oder  gleich  Null  ist,  die  ZeicJienregel  für  die  Midti- 
plication  der  positiven  und  negativen  Zahlen  ergeben  hat,  nach- 
dem ferner  Aggregate  eingeführt  worden  sind,  deren  Werth 
gleich  einer  positiven  oder  negativen  Zahl  ist,  so  entsteht  auch 
die  Frage  nach  der  Multiplication  solcher  Aggregate,  Nun  tiber- 
zeugt'man  sich  zunächst  davon,  dass  die  itlr  die  Multiplication 
der  Differenzen  (a—b)  und'Xc  — d)  aufgestellte  Vorschrift  auch 
dann  ein  richtiges  mit  der  Zeichenregel  tibereinstimmendes  Re- 
sultat liefert,  wenn  eine  dieser  Differenzen  gleich  einer  negativen 
Zahl  ist,  oder  wenn  beide  Differenzen  gleich  negativen  Zahlen 
sind.  Hieraus  folgt  aber  das  Ergcbniss,  dass  das  Gesetz:  für  die 
Mtdtiplication  einer  Stimme  von  Zahlen  mit  einer  Zahl,  für  die 
Multiplication  einer  Summe  von  Zahlen  mit  einer  zweiten  Summe 
von  Zahlen,  und  für  die  Multiplication  mehrerer^  Summen  von 
Zahlen  mit  einander^  welches  gegeti  Ende  des[%  3  ausgesprochen 
istj  seine  volle  Gültigkeit  ]behält,  wofern  statt  des  dort^eu  Grunde 
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liegenden  Begriffes  der  Zahl  der  Begriff  der  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  zugelassen  wird. 

Nach  den  gegenwärtigen  Erörterungen  können  die  Grund- 
Operationen  des  Addirens,  des  Subtrahirens  und  des  MuUiplicirens 
auf  beliebige  positive  und  negative  Zaiilen  ohne  Einschränkung 
angewendet  werden,  und  bringen  immer  wieder  eine  positive 
oder  negative  Zahl  mit  Einschlags  der  Null  hervor.  Insofern 
bilden  diese  Zahlen  ein  in  sich  abgeschlossenes  Gebiet.  Hier 
gelten  die  folgenden  aus  dem  Vorstehenden  leicht  zu  begründen- 
den Sätze,  dass  ein  Product  von  der  Anordnung  der  MuUipli- 
cation  seiner  Factoren  unabhängig  ist,  dass  ein  Producta  unter 
dessen  Factoren  sich  die  Null  befindet,  nothwendig  gleich  der  Null 
isty  und  dass  ein  Product  von  Factoren,  von  denen  keiner  gleich 
Null  ist,  auch  nicht  den  Werth  Null  haben  kann, 

Capitel  II. 
Rechnung  mit  Brfiehen. 

I  U.  Dellnltlon  des  Thellenfl  oder  der  BiTisien. 

In  §  2  ist  die  Frage  besprochen  worden,  welche  sich  darauf 
bezieht,  ob  eine  gegebene  (positive)  Zahl  f  ein  Vielfaches  einer 
bestimmten  Zahl  a  sei.  Es  zeigte  sich,  dass,  wenn  die  Zahl  f 
nicht  kleiner  ist  als  die  Zahl  a  ist  die  Zahl  f  als  das  Aggregat 
eines  Vielfachen  von  a  und  einer  anderen  Zahl  dargestellt  wer- 
den kann,  die  kleiner  ist  als  a;  auf  diese  Weise  entstand  die 
Gleichung 

f=aq'{'r, 
bei  der  die  Zahl  f  cfer  Dividendus,  a  der  Divisor,  q  der  Quo- 
tient,  r  der  Rest  heisst.  Diese  Darstellung  der  Zahl  f  wird  im 
einzelnen  Beispiel  durch  das  ZaJdenverfahren  der  Division  erbal- 
ten; t\ir  den  Fall,  dass  der  Rest  r  gleich  Null  oder  f  durch  a 
theilbar  ist,  ist  in  §  2  der  Quotient  q  durch  das  Zeichen  der 
Division 

ausgedrückt.  Mit  Btteksieht  auf  §  3  dürfen  wir  die  berührte 
Frage  auch  durch  die  andere  ersetzen,  ob  eine  beliebig  gegebene 
Zahl  f  gleich  einer  Summe  von  a  unter  einander  gleichen  Zahlen 
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sein  könne.  Wenn  man  aber  die  Zahl  f  gleich  der  Einheit 
nimmt,  so  leuchtet  es  ein,  dass  diese  niemals  gleich  der  Summe 
von  a  gleichen  Zahlen  sein  kann,  sobald  a  nicht  selbst  gleich  der 
Einheit  ist. 

Da  also  die  Forderung,  die  Einheit  als  eine  Summe  von 
a  gleichen  Zahlen  darzustellen,  sobald  a  eine  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Zahl  bedeutet,  unerfüllbar  ist,  so  kann  diese  Ferderung 
nur  dann  zu  einer  eriUUbarcn  werden,  wenn  man  ihre  Bedeutung 
ändert.  Dies  geschieht  vermöge  der  Voraussetzung,  dass  die  Ein- 
heit gleich  der  Summe  von  a  einander  glticlien  neueti  Einheiten 
gesetzt  werden  dürfe,  und   diese  neue  Einheit  wird  durch   das 

Zeichen 

1 

a 

ausgedrückt.  Mit  HUlfe  dieser  neuen  Einheit  kann  man  dann 
jede  beliebige  Zahl  f  als  eine  Summe  von  a  gleichen  Zahlen  dar- 
stellen; jede  dieser  Zahlen  ist  aber  gleich  der  Summe  aus  f  von 

den  neuen  Einheiten  -  ,  oder  gleich  dem  Brucl^ 

a 
Wenn  die  Zahl  f  grösser  ist  als  die  ZcM  a,  so  nennt  man 

~  einen  mieclUen  Bruch,  wenn  die  Zahl  f  kleiner  ist  als  die 
a 

ZcM  a  einen  echten  Bruch;  wenn  f=a  ist,  so  hat   der  Bruch 

f 

--  selbstverständlich  den  Werth  der  Einheit.  Die  so  eben  er- 
a 

läuterte  Operation  ftihrt  ebenfalls  den  Namen  der  Division,  und 
zwar  heisst  bei  derselben   die  Zahl  f  der  Dimdendus  oder  der 

Zähler,  die  Zahl  a  der  Divisor  oder  der  Nenner,  und  der  Werth 

f 

~  der  Quotient.  Der  übliche  Sprachgebrauch  wendet  also  die- 
selben Bezeichnungen  für  zwei  verschiedene  Gattungen  von  Be- 
griffen an. 

Wenn  es  befremdlich  scheint,  dass  in  Bezug  auf  die  Theil- 
barkeit  der  Einheit  durch  eine  gegebene  Zahl  a  eine  besondere 
Voraussetzung  in  Anspruch  genommen  ist,  so  braucht  man  sich 
nur  daran  zu  erinnern,  dass,  wie  in  §  1  herv^orgehoben  ist,  bei 
der  Operation  des  Zählens  von  der  Beschafifenheit  der  gezählten 
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Dinge  abgesehen  wird.  Wir  können  nun  ebensowohl  solche 
Dinge  zählen,  bei  denen  es  unzulässig  ist,  das  einzelne  Ding  als 
die  Verbindung  von  zwei  oder  mehreren  einander  gleichen  Din- 
gen zu  betrachten,  als  wir  solche  Dinge  zählen  können,  bei 
denen  eine  Ersetzung  der  Einheit  durch  eine  Anzahl  von  neuen 
Einheiten  zulässig  ist.  Weil  uns  Beispiele  der  letzteren  Art 
sehr  geläufig  sind,  deshalb  finden  wir  in  der  Voraussetzung, 
dass  die  Einheit  theilbar  sei,  keine  Schwierigkeit.  Wer  aber  in 
den  Fall  kommt,  einem  Kinde  die  ersten  Anfangsgründe  des 
Rechnens  mit  Brüchen  deutlich  zu  machen,  der  wird  das  Vor- 
handensein dieser  Schwierigkeit  gewahr  werden. 

§  12.   Addition,  Bubtraotion,  Mnltlplioatton  und  Division  von 

positiven  und  negativen  Brfiohen. 

Sobald  die  Anwendung  einer  bestimmten  Zahl  a  als  Nen- 
ner zugelassen  ist,  so  gelten  ftr  die  Addition  und  die  Subtraction 
der  Brüche  mit  diesem  Nenner  die  jUr  die  Addition  und  die 
Subtraction  der  Zahlen  bestehenden  Gesetze.  Ist  die  Zahl  a  zu- 
sammengesetzt ^  das  heisst  durch  ein  Product  ^r.Ä  darstellbar,  bei  dem 
keine  der  beiden  Zahlen  (/und  A  gleich  der  Einheit  ist,  so  sind 
die  Brüche,  deren  Nenner  die  Zahl  g  bildet,  unter  den  Brüchen 

mit  dem  Nennef  a  enthalten,  da  —  =    -  =  —    mithin  auch  flir 

g       gh       a 

jede  Zahl  f  der  Bruch  —  =  —  *=--       ist.   Offenbar  kann  hier 

g        gh  a 

die  Zahl  g  jedem  Divisor  der  Zahl  a  gleich  werden.  Die  Ad- 
dition   und  die   Subtraction  von  zwei  Brüchen  mit  verschiede- 

f  f 

nen  Nennern  —  und  -^  setzt   voraus,  dass  es  erlaubt  sei,   das 

m  m^ 

kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  beiden  Zahlen  m  und  wti,  des- 
sen Aufsuchung  in  §  8  erwähnt  ist,  als  Nenner  anzuwen- 
den. Es  soll  aber  von  nun  an  angenommen  werden,  dass 
jede  von  der  Null  verschiedene  Zahl  als  Nenner  gebraucht  wer- 
den  darf;    dann    lassen    sich    die    gegebenen    beiden    Brüche 

f  f 

—  und  -^  durch  andere  Brüche  ersetzen,  deren  Nenner  das  Pro- 
m         iw,  ' 

duct  der  beiden  Nenner  m  mx  ist  und  man  kann  die  Addition  und 
Subtraction  unbeschränkt  ausführen.  Demgemäss  gelten  die 
Gleichungen 
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f   ■    A  __/•»», +  /•,»! 

tu       t»j  tnnti 

Nach  der  ersten  Gleichung  ist  eine  Stmune  von  ewei  Brü- 
chen von  der  Anordnung   der  Summanden  unabhängig,  und  gilt 

für  eine   Summe  von   mehreren  Brüchen   der  entsprechende  Sota. 

f 
Bei  der  zweiten  Gleichung  denken  wir  uns,  dass  der  Bruch  ~ 

f  f 

nicht  grösser   sei,    als   der  Bruch  —  •    Der  Bruch  —  ist  grösser 

m  fw 

f 

als  der  Bruch  ~  ,  wenn  die  Zahl  fm^  grösser  ist  als  die  Zahl 

/*jfn;  die  beiden  Brüche  sind  einander  gleich  und  die  Differenz 

f       f 

—   ist  gleich  Null,  wenn  fm^  ^=f^m  ist.   Das  Produd  eines 

f 
Bruches  —  mit  einer  Zahl  /*,  ist  nach  Anwendung  der  in  §  2  ge- 

gebenen  Definition  die  Summe  von  f^  Brüchen,  .deren  jeder  gleich 

f  ff 

—  ist,  folglich  gleich  dem  Bruche  -^  •  Die  Mtdtiplication  eines 
m  m 

f  f 

Bruches  —  mit  einem  anderen  Bruche  —   bedarf  dagegen   einer 
m  Wj 

nettefi  Definition.    Diese   Definition   muss   aber    die  Bedingung 

erfüllen,  dass  sie,  wofern  der  Bruch  —  einer  Zahl  gleich  wird, 

mit  der  auf  diesen  Fall  bezüglichen  Festsetzung  in  Einklänge 
sei.  Die  allgemein  eingeflihrte  Definition,  hei  welclier  für  keinen 
der  beiden  Brüche  der  Werth  Null  ausgeschlossen  ist,  lautet 

und  ergiebt  vermöge  der  Ausführungen  des  §  3  die  Consequenz, 
dass  ein  Product  von  mehreren  Brüclmi  von  der  Anordnung  der 
Multiplication  seiner  Factoren  unabhängig  ist 

Da  ferner  ein  Bruch  nur  dann  gleich  Null  ist,  wenn  sein 
Zähler  gleich  Null  ist,  so  u)ird  ein  Product  von  Brüchen  dann 
und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  einer  der  Factoren  gleich 
Null  ist. 

Aus  der  aufgestellten  Definition  itir  die  Multiplication  von 
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f 

Brtichen,   folgt   eine  Definition  der  Division.    Einen  Bruch  — 

durch  einen  Bruch  -^  dividiren,   heisst  einen  Bruch   aufsuchen. 

f  f 

der  mit  dem  Bruche  —  multiplicirt  dm  Bruch  —  ergiebt.  Diese 

iWj  m 

f 
Aufgabe  ist  für  jeden  Werth  des  Bruches  —  mit  Einschluss  des 

f 
Werthes  NuU  möglich^  wofern  nur  der  Bruch  -^  einen  von  NuU 


m. 


verschiedenen  Werth  hat,  und  Bwar  tvird  diese  Aufgabe  durch 
den  Bruch 

mf^ 
und  nur  durch  di^en  Bruch  gelöst, 

Dass  es  ausser  diesem  Brache,  der  die  Forderung  offenbar 
erfüllt,  keinen  zweiten  von  demselben  verschiedenen  geben  kann, 
folgt  daraus,   dass  sonst  die  Differenz  der  betreffenden  beiden 

Brüche,  mit  dem  Bruche    -  multiplicirt,   gleich    der   Null   sein 

f 
müsste.    Da  nun   nach   der  Voraussetzung  —  nicht  gleich  Null 

tn 

ist,  ein  Product  von  zwei  Brtichen  jedoch,  wie  hervorgehoben 
ist,  nicht  gleich  Null  sein  kann,  wenn  nicht  einer  der  beiden 
Factoren  gleich  Null  ist,  so  würde  die  Annahme  von  zwei  ver- 
schiedenen die  Forderung  erfüllenden  Brüchen  einen  Widerspruch 

nach  sich  ziehen. 

f 
Der  Grund,  weshalb  für  den  Bruch  -^ ,  der  die  Rolle  des 

Divisors  übernimmt,  der  Werth  Null  ausgeschlossen  werden  muss, 

f 
ist  hiemit  schon   angedeutet.    Gesetzt,  es  wäre  --*-  gleich  Null. 

Wenn  dann  für  den  Bruch  — ,  welcher  den  Dividendus  darstellt, 

191 

ein  von  Null  verschiedener  Werth  gegeben  ist,   so   kann  kein 

f  f 

Bruch  existiren,  der  mit  — ^  multiplicirt,  gleich  —   würde,  weil 

nach  dem  Obigen  jedes  Product  von  Brüchen,  bei  dem  einer  der 
Factoren  gleich  Null  ist,  den  Werth  Null  annehmen  muss.    So- 

bald  aber  für  den  Bruch  —  ebenfalls  der  Werth  Null  gegeben 

m 
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ist,   80  hat  jeder  Bruch   die  Eigenschaft,   mit  —    multiplicirt 


wi, 


gleich  —  zu  werden.    Die  gestellte  Forderung  würde   also  im 
m 

ersten  Falle  gar  keine  ÄntwoH,  im  zweiten  Falle  keine  bestimmte 
Antwort  erlauben. 

Nachdem  die  Definitionen  entwickelt  sind,  auf  denen  das 
Addiren,  Subtrahiren  und  Multipliciren  der  BrUche  beruht,  ist 
es  leicht  sich  zu  tiberzeugen,  dass  das  Product  aus  zwei  Summen 
von  Brüchen,  und  das  Product  aus  zwei  Differenzen  von  Brü- 
chen, bei  denen  immer  der  Subtrahendus  nicht  grösser  ist  als 
der  Minuendus,  nach  den  entsprechenden  Regeln  erfolgt,  wie  fllr 
die  ganzen  Zahlen,  Femer  ruft  die  Rechnung  mit  Differenzen 
in  derselben  Weise,  die  wir  bei  den  ganzen  Zahlen  erörtert 
haben,  die  Einführung  von  positiven  und  negativen  Brüchen  her- 
vor, und  wir  gelangen  zu  der  Zeichmregel  für  die  Multiplication 
solcher  Brüche.  Dieser  Erweiterung  des  Begriffes  der  Multipli- 
cation entspricht  eine  Erweiterung  des  Begriffes  der  Division. 
Der  Quotient  von  zwei  Brüchen,  bei  denen  der  Divisorbrt4ch  von 
Null  verschieden  ist,  erhält  hiebei  einen  und  nur  einen  völlig 
bestimmten  Werth.  Somit  wird  es  klar,  dass  man  aus  posi- 
tiven  und  negativen  Brüchen  durch  eine  in  beliebiger  Weise  wieder- 
holte Anwendung  der  vier  Species,  Addiren,  Subtrahiren^  Mutti- 
pliciren  und  Dividiren  immer  wieder  positive  oder  negative 
Brüche  erhält.  Die  Anwendung  von  den  drei  ersten  dieser 
Rechnungsoperationen  ist  ausnahmslos  gestattet,  dagegen  gilt  für 
die  Anwendung  der  Division  die  nothwendige  Bedingung,  dfss 
der  Divisor  nicht  gleich  Null  sein  darf, 

Capitel  111. 

Bechnnng  mit  Potenzen  von  ganzen  und  gebrochenen  Ex- 
ponenten.   Rechnung  mit  rationalen  und  irrationalen 

Grossen. 

§  13.   Potenxen  eines  gegebenen  Braches. 

Es  ist  schon  bei  Gelegenheit  der  positiven  ganzen  Zahlen 
von  den  Producten  aus  lauter  gleichen  Factoren  oder  den  Po- 
tenzen gesprochen  worden.  Ein  Product  aus  lauter  gleichen 
Factoren  heisst,  abgesehen  davon,   dass  die  Basis   eine  ganze 
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Zahl  ist,  eine  Potenz.  Die  Regeln  fUr  die  Multiplication  und 
die  Division  von  Potenzen,  deren  Basis  ein  positiver  oder  nega- 
tiver Bruch  ist,  und  deren  Exponenten  beliebige  positive  ganze 
Zahlen  sind,  werden  in  §  19  zur  Sprache  kommen.  Wir  knüpfen 
hier  an  die  Bemerkung  an,  dass  eine  positive  Basis  nur  posi- 
tive Werthe  der  Potenz  hervorbringen  kann.  Wenn  daher  ein 
positiver  Bruch  oder  eine  positive  gafiee  ZaJil  gegeben  ist,  so  lässt 
sich  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  möglich  sei,  einen  positive^i  Bruch 
£u  finden,  welcher,  auf  eine  bestimmte  JPotenjs  erhoben,  gleich  dem 
gegebenen  Werthe  wird. 

Der  gegebene  Werth  sei  mit  -rjr  bezeichnet,  und  es  darf  an- 

genommen  werden,  dass  die  ganzen  Zahlen,  welche  den  Zähler 
und  den  Nenner  bilden,  falls  sie  ursprünglich  einen  gemeinsamen 
Theiler  haben  sollten,  durch  das  in  §  5  auseinander  gesetzte 
Verfahren  von  demselben  befreit  seien,   so   dass  die  Zahlen  O 

und  H  keinen   gemeinsamen  Theiler  aufweisen.     Der  Werth  -=- 

XI 

stellt  alsdann  für  den  Fall  eine  ganze  Zahl  dar,  dass  der  Nen- 
ner //  gleich  der  Einheit  ist.  Der  vorgeschriebene  Potensfex- 
ponent  heisse  n.  Dass  es  nun  keinenfalls  möglich  ist,  auf  die 
gestellte  Frage  mehr  als  eine  Antwort  zu  geben,  erkennt  man 
leicht.    Denn  gesetzt,  dass  zwei  von  einander  verschiedene  posi- 

tive  Brüche  -^  und   -    die  Forderung  erfüllten,  so  müsste  einer 

derselben  grösser  sein,  als  der  andere,  und  der  grössere  sei  der 

Bruch  -  *  •    Dann  besteht  die  Gleichung 

wo  d  den  positiven  Werth  ^^ — —  hat.    Bildet  man  jetzt  von 

den  beiden  Seiten  der  Gleichung  successive  die  2te  Potenz,  die 
3te  Potenz,  und  alle  folgenden  Potenzen  bis  zu  der  vorgeschrie- 
benen nten  Potenz  nach  den  für  die  3Iultiplication  einer  Summe 

mit  einer  zweiten  Summe  geltenden  Regein,  so  folgt,  dass  (~) 
um  eine  Summe  von  positiven  Gliedern  grösser  ist  als  (—j, 
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ebenso  1  — -  j  grösser  als  i  —  1 ,  und  auch  schliesslich  i  —  i   grösser 
alsf^j-    Es  kann  daher  unmöglich,  wie  angenommen  worden, 


sowohl 


wie  auch 


sein. 


u)  ~^' 

Falls  ein  Bruch  ^  existirt,    welcher  die  gestellte  Aufgabe 

löst,  so  kann  von  diesem  ebenfalls  vorausgesetzt  werden,  dass 
sein  Zähler  p  und  sein  Nenner  q  leinen  gemeinsamen  Theüer  haben 
oder,  dass  der  Bruch  auf  seine  kleifiste  Benennung  gebracht  ist 
Hieraus  ergiebt  sich  aber  nach  dem  Satze  (4)  des  §  6,  d(»ss  auch 

die  Potenzen  p^  und  q^  keinen  gemeinsamefi  Theiler  haben  können. 
Die  zu  eriUllende  Gleichung 


(fF=l 


kann  nun  die  (jestalt  annehmen 

p''H=q''G. 

Vermöge  dessen  geht  das  Product  jp°  H  durch  die  Zahl  G  auf; 
weil  jedoch  G  und  H  relative  Primzahlen  sind,   so  muss  nach 

dem  Corollar  zu  dem  Satze  (1)  des  §6  der  Factor  p^  durch  die 

Zahl  G  aufgehen.     In   gleicher  Weise  geht   das  Product  q^G 

durch  die  Zahl  jp**  auf,  und  weil  die  Zahlen  p°  und  q  relative 
Primzahlen  sind,  so  muss  aus  dem  gleichen  Grunde  der  Factor 

G  durch  die  Zahl  q^  aufgehen.  Da  aber  zwei  Zahlen  nicht 
wechselweise  in  einander  aufgehen  können,  ohne  einander  gleich 
zu  sein,  so  muss  nothwendig 

und  daher  auch  gleichzeitig 

sein.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  folgefide  Entscheidung 
über  die  Möglichkeit  der  aufgeworfenen  Frage 
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Ein  positiver  Bruch  -=p ,  dessen  Zahler  und  Nenner  keinen 

gemeinschaftlichen  Theiler  haben^  ist  dann  und  nur  dann  gleich 
der  nten  Potenz  eines  positiven  BrucJws,  wenn  sowohl  der  Zähler 
G  als  auch  der  Nenner  H  gleich  der  nten  Potena  einer  ganeen 
ZcM  ist. 

Für  den  Fall,  dass  die  Zahl  U  gleich  der  Einheit  ist,  ent- 
steht demnach  der  Satz 

Eine  positive  ganze  Zahl  G  kann  nur  gleich  der  nten  Po- 
tenz einer  ganzen  Zahl^  und  nie  gleich  der  nten  Potenz  eines 
Bruches  sein^  der,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht,  einen 
von  der  Einheit  verschiedenen  Nenner  behält. 

Die  Beurtheilung,   ob  ein  numerisch  gegebener  Werth  -=- 

gleich  der  nten  Potenz  eines  Bruches  sein  könne,  ist  also  darauf 
zurückgeftlhrt,  zu  ermitteln,  ob  die  Zahl  G  und  die  Zahl  H  nte 
Potenzen  von  ganzen  Zahlen  sind.  Diese  HUlfsaufgabe  läuft 
aber  darauf  hinaus,  die  nten  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 
der  Reihe  nach  zu  bilden,  und  soweit  fortzusetzen,  bis  entweder 
die  gesuchten  Werthe  G  und  H  erschienen  sind,  oder  bis  man 
zu  nten  Potenzen  gekommen  ist,  welche  beziehungsweise  grösser 
sind  als  die  betreffenden  Werthe.  In  dem  letzteren  Falle  ist 
die  Unmöglichkeit  der  Lösung  festgestellt.  Die  Hülfsanfgabe 
wird  also  durch  die  Ausfahrung  einer  beschränkten  Anzahl  von 
Versuchen  erledigt  und  ist  somit  als  gelöst  anzusehen. 

1 14.  Deflnitloii  der  positlTen  Warsei  des  nten  Oradee  aus 

einem  gegebenen  positiven  Brache. 

Die  in  dem  vorigen  Paragraphen  erörterte  Aufgabe  ent- 
steht aus  der  Aufgabe  des  Erheben^  auf  die  nie  Potenz  durch 
Umkehrung,  und  heisst  das  Ausziehen  der  Wurzel  des  nten  Grades 
oder  der  nten  Wurzel  Es  hat  sich  nun  gezeigt,  dass  nach  den 
bis  jetzt  aufgestellten  Definitionen  die  Aufgabe,  einen  gegebenen 

positiven  Bruch  ~  auf  die  nte  Potenz  zu  erheben^  immer  möglich, 

dagegen  die  umgekehrte  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  auf  die 

kleinste  Benennung  gebrachten  positiven  Bruche  -=-  eine  positive 
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nie  Wursfel,  das  ist  einen  positiven  Brach  zn  bestimmen,  der 
aaf  die  nte  Potenz  erhoben  gleich  -77  wird,  dann  and  nur  dann 

möglich  ist,  wenn  bei  dem  Bruche  —    sowohl  der  Zähler  wie 

xz 

der  Nenner  die   nte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  ist.    Diejenigen 

Brüche  -77 ,  welche  die  bezeichnete  Bedingung  nicht  erfliUen,  bil- 

den  also  Itir  die  Ausziehung  der  nten  Wurzel  Ausnahmen.  Das 
Streben,  die  vorhandenen  Ausnahmen  verschwinden  zu  lassen, 
hat  dazu  geführt,  die  gestellte  Forderung  durch  eine  andere  zu 
ersetzen. 

Es  sei  -^  ^in  Bruch,  der  die  bezeichnete  Bedingung  nicht 

erflillt.  Man  wähle  alsdann  eine  beliebige  Zahl  a,  bilde  der 
Reihe  nach  alle  diejenigen  positiven  Brüche,  welche  diese  Zahl 
a  zum  Nenner  haben,  und  erhebe  dieselben  auf  die  nte  Potenz. 
Wie  schon  im  vorigen  §  bemerkt  worden,  liefert  von  zwei  posi- 
tiven echten  Brüchen  der  grössere  Bruch  auch  die  grössere  nte 
Potenz.  Aus  diesem  Grunde  wird  in  der  bezeichneten  Folge 
von  Brüchen 


ar  (fr  (ir.  •  • 


jeder  Brach  von  dem  nachfolgenden  übertroflfen,  und  der  Werth 
der  Brüche  überschreitet  nach  und  nach  jede  gegebene  Zahl. 
Wenn   man  jetzt   die   betreflfenden  Werthe  mit  dem  gegebenen 

Brache  —  vergleicht,    so  kann   nach   der  gemachten  Annahme 
Jti 

überhaupt  keine  nte  Potenz   eines  Bruches   demselben   gleich 

werden,   also  auch  keine  der  hier  vorliegenden  nten  Potenzen. 

Daher  mnss  -^  zwischen  zwei  bestimmten  aufeinander  folgenden 

nten  Potenzen  enthalten  sein,  welche  wir  beziehungsweise  mit 

l~J  und  (^ I   bezeichnen  wollen.  Sobald  also  die  Forderang 

12      3 
ausgesprochen  wird,  au^  der  Folge  der  Brüche  —,—,—,    .  .  . 

diejenigen  ssu  bezeichnen^  deren  nte  Potenzen  detn  WertJie   -  am 


i. 
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näclisten  kommen,  so  wird  dieselbe  durch  die   beiden  Brüche  — 

a 

p  +  1 

und erttillt.    Die  hier  benutzte  Schlussweise  stimmt  tibri- 

o 

gens  vollständig  mit  derjenigen  Uberein,  auf  welche  wir  in  §  2 
die  Bestimmung  des  Divisionsrestes  gegründet  haben. 

Man  kann  nun  zu  der  Anwendung  einer  neuen  Zahl  a'  über- 
gehen, welche  grösser  ist,  als  die  Zahl  a,  hierauf  mit  der  Zahl 
a'  als  Nenner  alle  Brüche  aufstellen,  welche  zwischen  den  Ibeiden 

Brüchen  ~  und    gelegen  sind,  und  von  diesen  die  nten  Po- 

tenzen  nehmen.    Dann  bilden  die  Potenzen 

(f)'-  (7)".  m^  ■■  (ij.  m 

eine  wachsende  Reihe  von  Wertheri.    Hier  muss  -77  wieder  zwi- 

II 

sehen  zwei  auf  einander  folgende  Potenzen  fallen;  entweder 
zwischen  die  beiden  ersten  I  — 1  und  (-7)  ,  wo  —  grösser   oder 

gleich  — ; —  ist,  oder  zwischen  zwei  mittlere  ( ^)  und  1^ — j—  l , 

oder  zwischen  die  beiden  letzten  l^j  und  l- 1 ,  wo  y     .    ) 

grösser  oder  gleich ist.    Man  erkennt  leicht,   dass  dieses 

Verfahren  eine  unbeschränkte  Wiederholung  erlaubt,  bei  welcher 
nach  und  nach  zu  Nennern  a,  a\  &\  . .  von  beliebig  wachsender 

Grösse  fortgeschritten  werden  kann.    Die  beiden  Brüche  —  =  « 

und =  ß,  durch  deren  wte  Potenzen  der  Werth  rpr-  bei  der 

ersten  Operation  eingeschlossen  wird,  haben  den  Unterschied  —  • 

Die  beiden  Brüche,  durch  deren  wte  Potenzen  der  Werth  --    bei 

xz 

der  zweiten  Operation  eingeschlossen  wird,  von  denen  der  kleinere 
a'y  der  grössere  ß*  genannt  werden  möge,  haben  einen  Unter- 
schied, der  gleich  oder  kleiner  ist  als  — ,  und  man  sieht,  dass 
a*  grösser  oder  mindestens  gleich  a,   und  dass  ß'  kleiner  oder 

Liptchltz,  Anftlysis.  3 
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höchstens  gleich  ß  ist.  Ueberhanpt  möge  vermittelst  der  (p  +  l)ten 
Operation  der  Werth  ^=r  durch  {a^^T  und  (/?^^0" eingeschlossen 

sein,  wo  /?*  —  a  ^  gleich  oder  kleiner  als  — ^ ,  femer  a  grös- 
ser oder  mindestens  gleich  a^~'^^  nnd  ß ^  kleiner  oder  höchstens 

gleich  /9^'*  ist. 

Schreibt  man  demnach  die  snccessive  bestimmten  beiden 
Reihen  von  Brüchen  in  der  folgenden  Weise  hin 

Of  a f  (x  ,  , ,  (X       j  OL    ,.. 

Pj   P  ^  P   J    "   P  7   P      I    •  • » 

SO  folgt  in  der  ersten  Reihe  auf  jeden  Bruch  ein  anderer,  der 
grösser  als  sein  Vorgänger  oder  ihm  gleich  ist,  nnd  in  der 
zweiten  Reihe  auf  jeden  Bruch  ein  anderer,  der  kleiner  als  sein 
Vorgänger  oder  demselben  gleich  ist,  und  zugleich  wird  bei  zwei 
übereinander  stehenden  Brüchen  der  Ueberschuss  des  unteren 
über  den  oberen  nach  und  nach  beziehungsweise  gleich  oder  klei- 
ner als  — ,  -7 ,  -TT ,  . . .  Da  man  es  nun  in  seiner  Gewalt  hat 
a  '    CT       a  ^ 

die  Zahlen  a,  a\  a'\  ...  beliebig  gross  zu  wählen,  so  kann  man  die 
Werthe  — ,  -; ,  —77 , . . .  beliebig  Hein  machen,  und  hiedurch  be- 
wirken, dass  jener  Ueberschuss  Heiner  wird  als  ein  beliebig  Meiner 
gegebener   Werth. 

Wegen  der  so  ungemein  weit  ausgedehnten  Anwendung 
der  Begriflfe,  welche  hier  zum  ersten  Male  auftreten,  werde  ich 
mich  an  einem  Beispiele  erklären.    Es  sei  der  gegebene  Bruch 

G 
-^  gleich  der  Zahl  7,  die  Zahl  n  habe  den  Werth  2.    Weil  die 

xZ 

Zahl  7  nicht  gleich  der  zweiten  Potenz  einer  ganzen  Zahl  ist, 
so  wissen  wir  auf  Grbnd  des  vorhergehenden  §,  dass  es  keinen 
Bruch  gibt,  dessen  zweite  Potenz  der  Zahl  7  gleich  ist.  Bei 
der  ersten  Anwendung  des  so  eben  beschriebenen  Verfahrens  sei 
die  Zahl  a  gleich  der  Einheit^  dann  fällt  die  bezügliche  Reihe 
von  Brüchen  mit  der  Reihe  der  Zahlen  zusammen,  und  die  Zahlen, 
deren  Quadrate  der  Zahl  7  am  nächsten  kommen,  sind  die  Zahlen 
0  =  2,  ß  =  3.  Bei  der  zweiten  Anwendung  desselben  Verfahrens 
sei  die  Zahl  a'=  10;  dann  ergiebt  sich 


§14.  PoBÜive  nie  Warzol.  86 

Bei  der  dritten  Anwendung  sei  (7"=  100,  bei  der  vierten  a'"  = 
1000;  alsdann  kommt 

100'     ^         100' 
^,,^2645     ^.,.^2646 

1000'  ^        1000' 

Die  Aafstellang  der  beiden  Reiben  von  Brüchen  wird  somit  die 

folgende 

26  264      2645 

^'  TÖ  '    100  '    1000  '  '  •  • 

27  265      2646 

'10'  100'  1000'  ••• 

wo  die  oberen  Brüche  wachsend  und  die  unteren  Brüche  abneh- 
mend geordnet  sind,  und  wo  jeder  untere  Bruch  den  über  ihm  ste- 
henden beziehungsweise  um  die  Einheit,  um  — ,  —r ,  — — ,  . . . 

übertriflFt.  Für  die  Voraussetzung,  dass  die  Zahlen  a,  a',  a'%  . . 
mit  der  Einheit  beginnend  die  aufeinanderfolgenden  Poten- 
zen der  Zahl  10  bedeuten,  wird  niemand  bezweifeln,  dass, 
wenn  mir  durch  eine  andere  Person  nach  Willkür  irgend  ein 
noch  so  kleiner  Werth  gegeben  wird,  von  meiner  Seite  immer 
eine  hinreichend  hohe  Potenz  der  Zahl  10  gefunden  werden 
kann,  welche  in  die  Einheit  dividirt,  unter  den  gegebenen  kleinen 
Werth  herabgeht. 

Wie  in  dem  ausgeführten  Beispiel  zeigen  auch  in  der 
vorhergehenden  allgemeinen  Erörterung  die  beiden  Folgen  von 
Brüchen 


und 


cf,  a\  a\  ...  a        .0 


Pj    P  1    P     ^     '  "     P  9     P       »A  •   •  • 

ein  solches  Verhalten,  dass  die  Individuen  der  einen  Folge  sich 
den  Individuen    der  anderen  Folge  immer   mehr  nähern,  und 

zwar  in  einer   solchen  Weise,    dass   der  Unterschied  ^  —  a 
kleiner  gemacht  werden   kann,    als    ein  beliebig   kleiner  ge- 
gebener  Werth.     Gleichzeitig    ist  immer   (a^^^)°  kleiner,   und 

[ß    T  grösser  als  der  Werth  [jr]*    Diesßs  Sachverhältniss  wird 
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durch  den  AusdrucJc  bezeichnet^  dass  die  in  den  beiden  Folgen 
entJholtenen  Brüche  sich  einer  und  derselben  Grenze  nähern,  und 
dass  diese  Grenze    eine  positive   nie    Wured  aus   dem  Bruche 

a     , 

-=r  sei. 

£1 

Offenbar  sind  die  Brüche  a,  a*,  a'\  . .  des  namerischen  Bei- 
spiels diejenigen  Werthe,  welche  das  bekannte  Verfahren  ftir  die 
Entwickelang  der  zweiten  Wurzel  aus  der  Zahl  7  in  einen  Deci- 
malbruch  ergiebt;  dagegen  entstehen  die  Brüche  ß,  ß\  ß*\  ...  da- 
durch, dass  die  jedes  Mal  zuletzt  bestimmte  Dccimalzifler  um 
Eins  vergrössert  wird.  Meistens  wird  nur  von  der  ersten  Folge 
von  Brüchen  gesprochen,  und  der  Ausdruck  gebraucht,  dciss  diese 
Brüche  sich  der  zweiteti  Wurzel  aus  7  immer  mehr  fiähem.  Bei 
der  allgemeinen  Erörterung  ist  es  ebenfalls  zulässig,  entweder 
die  Reihe  a,  a',  a",  . .  für  sich  allein,  oder  die  Reihe  ß,  ß\  ß"^ . . 
fllr  sich  allein  zu  betrachten.  Versteht  man  unter  p  eine  be- 
liebig gewählte,  unter  p  -^s  irgend  eine  über  p  liegende  Zahl, 
so  folgt  aus  der  Art,  wie  die  Brüche  der  ersten  Reihe  wachsen 
und  die  Brüche  der  zweiten  Reihe  abnehmen,  dass  immer 

«**•'  _  „(P)  tieiner  als  ^^^  -  «*' , 
und 

bleiben  muss.  Weil  nun  die  Differenz  ^^  —  a  nach  dem  Frü- 
heren kleiner  gemacht  werden  kann,  als  ein  beliebig  kleiner  ge- 
gebener  Werth,    so   sehen   wir,   dass   alsdann  der   Unterschied 

o    ^*  —  ö  ^^  zwischen  dem  Bruche  a  ^^  und  einem  beliebig  weit 

abstehenden  Individuum  a^^*  derselben  ersten  Reihe  unter  dem- 
selben kleinen  Werthe  bleibt,  und  dass  ebenso  der  Unterschied 

ß^  —  fr  ^  zwischen  dem  Bruche  ß  und  einem  beliebig  weit 
abstehenden  Individuum  ^^^*^  derselben  zweiten  Reihe  unter 
demselben  kleinen  Werthe  bleibt.  Mit  Rücksicht  hierauf  sagt 
man,  dass  die  Brüche  a,  a\  a",  . . .  der  ersten  Reihe  sich  einer 
Grenze  näliernj  dass  auch  die  JBrüdie  ß,  ß\  ß**,  . . .  der  zweiten 
Reihe  sich  einer  Grefize  nähern,   und  dass   die  Grenze  ftir  beide 

Folgen  dieselbe  positive  nte    Wurzel  aus  dem  Bruche  — -  sei. 

Die  Betrachtung  solcher  Folgen  von  Brüchen  die  sich 
einer  Grenze  nähern,   verdanken  wir  den  Griechen.    Sie  haben 
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die  einer  solchen  Folge  von  Brüchen  zugehörige  Grenze  za  einem 
selbstständigen  Begriif  erhoben,  nnd  erkannt,  wie  die  Opera- 
tionen der  Addition,  Suhtraction,  MuÜiplication  und  Division  auf 
diese  Begriffe  auszudehnen  seien. 

§  15.  Folge  vonBrftohen,  die  sich  einem  Orenzwerthe  nähern. 

Nachdem  in  dem  vorigen  §  eine  positive  nte  Wurzel  aus 
einem  gegebenen  positiven  Bruche  als  Grenzwerth  einer  Folge 
von  Brüchen  definirt  worden  ist,  so  kommt  es  darauf  an,  die 
Regeln  für  die  Rechnung  mit  solchen  Wurzeln  aufzustellen.  Da 
aber  diese  Rechnung  und  die  Rechnung  mit  den  Grenzwerthen 
von  irgendwie  gebildeten  Folgen  bestimmter  Brüche  auf  densel- 
ben Principien  beruht,  so  ist  es  zweckmässig,  die  betreffenden 
Principien  sogleich  in  vollständiger  Allgemeinheit  zu  entwickeln. 
Hiebei  wird  sich  häufige  Veranlassung  bieten,  positive  und  ne- 
gative Werthe  ihrer  Grösse  nach  zu  vergleichen,  und  zwar  soll 
in  Zukunft  immer  ein  Bruch  w  grösser,  gleich  oder  kleiner  als 
ein  Bruch  w^  genannt  werden,  je  nachdem  die  Differenz  w  —  w^ 
einen  positiven  Werth,  den  Werth  Null  oder  einen  negativen 
Werth  hat;  wofern  aber  die  Zahlenwerthe  zu  vergleichen  sind, 
wird  dies  ausdrücklich  erwähnt  werden. 

Es  sei  also  eine  Reihe  von  Brüchen 

(1)  /,  y",  /",  . . . 

gegeben,  welche  durch  die  Anwendung  bestimmter  Vorschriften 
unbeschränkt  fortgesetzt  werden  kann,  und  so  beschaffen  ist, 
dass  ihre  Individuen  einen  bestimmten  Werth  numerisch  nie- 
mals überschreiten  und  dass  sich  immer  für  einen  beliebig  ge- 
gebenen kleinen  Zahlenwerth  co  ein  Bruch  y^  bezeichnen  lässt, 
dessen  mit  irgend  einem  späteren  BrucJie  der  Reihe  y  *  ge- 
nommener Unterschied  y^  —  y^"*"*  numerisch  unter  dem  Werthe 
10  liegt.  Alsdann  ist  der  Unterschied  zwischen  irgend  zwei  spä- 
teren Brüchen  numerisch  kleiner  als  2  w.  Wie  bei  dem  Beispiele 
des  vorigen  §  kann  man  sich  vorteilen,  dass  eine  bestimmte  Per- 
son stets,  sobald  eine  zweite  Person  den  kleinen  Zahlenwerth  ta 

vorgeschrieben  hat,  den  Zeiger^  des  Bruches  y  nennt,  und,  sobald 
die  zweite  Person  einen  kleineren  Zahlenwerth  w*  vorschreibt, 
einen  entsprechenden,  nöthigenfalls  grösseren  Zeiger  p*  angiebt. 
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Es    sei    neben    der   Reihe   (1)  eine    zweite    Reihe   von 
Brüchen 

(2)  •«',  fi",  £'",  ... 

gegeben,  welche  den  gleichlautenden  Forderungen  gentigt  Dann 
sagen  wir,  dass  die  Brüche  der  ersten  Reihe  sich  einem  bestimm- 
ten Grenawerthe  nähern,  und  dass  die  Brüche  der  sweiten  Reihe 
sich  gleichfalls  einem  bestimmten  Grenatcerthe  nahem.  Auf  diese 
beiden  Grenzwerthe  sollen  die  Grundoperationen  der  Rechnung 
angewendet  werden. 

Die  Beschaifenheit  der  so  eben  characterisirten  Reihen  von 
Brtlchen  ist  in  mehrfacher  Hinsicht  allgemeiner,  als  die  Be- 
schaffenheit der  im  vorigen  §  besprochenen  Reihen.  Die  ein- 
zelnen Brüche  mussten  dort  positiv  sein,  dürfen  dagegen  hier 
positiv  oder  negativ  sein.  Ein  anderer  Umstand,  welcher  er- 
wogen werden  muss,  ist  der,  dass  unter  gewissen  Verhältnissen 
die  einjselnen  Brüche  einer  solchen  Reihe  Werthe  haben  könnenj 
die  nach  und  nach  numerisch  unter  jeden  noch  so  kleinen  gege- 
benen  Werth  herabsinken.  Die  im  vorigen  §  erörterten  Reihen, 
welche  zu  der  Definition  der  positiven  nten  Wurzel  aus  einem 
gegebenen  positiven  Bruche  dienen,  liefern  hiefllr  kein  Beispiel. 
Man  erhält  jedoch  ein  solches  dadurch,  dass  man  die  Einheit 
durch  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  derselben  positiv  oder 
negativ  genommenen  über  der  Einheit  liegenden  Zahl  k  dividirt 

(^^  +  1     JL     +    L 

Denn  da  die  Potenzen  der  Zahl  k  allmälig  jeden  noch  so  grossen 
gegebenen  Werth  tiberschreiten,  so  müssen  diese  Potenzen,  in 
die  Einheit  dividirt,  allmälig  Brüche  erzeugen,  welche  kleiner 
werden  als  jeder  noch  so  kleine  gegebene  Werth.  Für  eine 
Reihe  von  Brüchen,  die  nach  und  nach  numerisch  unter  jeden 
noch  so  kleinen  gegebenen  Werth  herabsinken,  gilt  nun  die  Aus- 
sage, dass  sich  ihre  Brüche  der  Null  als  Chrenewerth  nahem.  Bei 
der  anzustellenden  Betrachtung  wird  das  Eintreten  dieses  Falles 
immer  besonders  zu  berücksichtigen  sein. 

Wenn  die  einzelnen  Brüche  einer  Reihe  (1)  die  Eigenschaft 
haben,  bei  unbeschränkter  Fortsetzung  numerisch  unter  einen  ge- 
wissen  von  der  Null  verschiedenen  Zahlenwerth  N  nicht  herab- 
eugehen,    so   folgt  aus  der  Voraussetzung,  dass   die  Differenz 
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y^^  — y^"*"*^  fttr  eine  bestimmte  Zahl  p  und  eine  beliebige  Zahl  8 
numerisch  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  ein  noch  so  kleiner 
Werth  (jjf  mit  Nothwendigkeit,  dass  die  einzelnen  Brüche  der 
Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  entweder  alle  positiv^  oder 

alle  negativ  sein  mtlssen.    Denn  wenn  zwei  Brttche  y     und  y 
verschiedene  Vorzeichen  haben  nnd  beide  numerisch  nicht  kleiner 

sind  als  ein  Zahlenwerth  N,  so  kann  ihre  Differenz  y*^  —  y^^"*""^ 
numerisch  nicht  kleiner  sein  als  der  Zahlenwerth  2JV.  Das 
muss  aber  geschehen,  wofern  der  Werth  w,  unter  den  die  Diffe- 
renz y^^  —  y     *^  herabgedrückt  worden  ist,  kleiner  gewählt  wird, 

als  der  Zahlenwerth  2N.  Also  haben  dann  y^  und  y^^**"*^  flir 
jedes  s  dasselbe  Vorzeichen.  Bei  der  ersten  Voraussetzung,  dass 
alle  Brttche  der  Reihe  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  positiv 
sind,  sagt  man,  dass  ein  positiver  Grenzwerth,  bei  der  zweiten 
Voraussetzung,  dass  alle  Brüche  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 
negcUiv  sind,  sagt  man,  dass  ein  negativer  Grenewerih  vorhanden 
sei.  In  diesem  Sinne  ist  auch  der  Ausdruck  gebraucht  worden, 
dass  der  Orenzwerth  der  Brttche,  aus  denen  die  Reihen  des 
vorigen  §  bestehen,   die  positive  nie   Wur/gel  aus  dem  Bruche 

-=r  sei.  Eine  Reihe  von  Brüchen,  die  sich  der  NuU  als  Grenz- 
li 

werth  nähern,  kann  dagegen,  von  einer  bestimmten  Stelle  ab, 
entweder  aus  lauter  positiven  Individuen^  oder  aus  lauter  nega- 
tiven Individuen^  oder  aus  positiven  und  negativen  Individuen  ie- 
stehen,  die  ohne  Ende  abwechseln.  Die  Reihe  (3)  bietet  ein  Bei- 
spiel der  ersten  Art,  wenn  man  h  etwa  gleich  2  setzt  und  po- 
sitiv nimmt,  nämlich 
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es  entsteht  ein  Beispiel  der  zweiten  Art,  wenn  man  alle  Brüche 
der  vorstehenden  Reihe  negativ  nimmt,  nämlich 

_1     —1     _1 

2  '         4  '         8  '  •••' 

und  endlich  ein  Beispiel  der  dritten  Art,  wenn  man  k  in  der 
Reihe  (3)  gleich  2  setzt  und  negativ  nimmt,  nämlich 


2  '    4  '        8 


.  •  •  • 
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|.  16.    Aiuid«linii]ifl^  der  Addltfon,  Subtraotloiiy  Moltlplioation 

und  Division  auf  Orensworthe. 

Die  Anwcndang  der  Rechnungsoperationen  auf  die  Grenz- 
werthe,  denen  sich  die  Brüche  der  Reihen  (1)  und  (2)  des  vorigen 
§  nähern,  ergiebt  sich,  indem  man  die  Brüche,  welche  in  beiden 
Reihen  die  gleiche  Stelle  einnehmen,  durch  die  bezüglichen 
Rechnnngsoperationen  verbindet,  und  jede  auf  diese  Weise  ent- 
stehende neue  Reihe  von  Brüchen  untersucht.  Die  Addition  der 
gleichstelligen  1  Brüche  erzeugt  die  Reihe 

(1)         y'  +  ,',    y  +  ,",    .  .    y^>  +  ,'«",    .  .   /"+•'  +  €"'^"\    .  . 

die  Suhtraction  eines  Bruches  der  zweiten  Reihe  von  dem  gleich- 
stelligen Bruche  der  ersten  Reihe  erzeugt  die  Reihe 

(2)  /  -  e\  r  -  ^",  . .   / ''-  ^^^\   . .  7 '^'^  -  ^""^'^  . . 

die  Muitiplication  der  gleichstelligen  Brüche  erzeugt  die  Reihe 

(3)  /e'^f'e",..  /•".*',..  y'^*"  6"'+"', 


.    • 


die  Division  eines  Bruches  der  ersten  Reihe  durch  den  gleich- 
stelligen Bruch  der  zweiten  Reihe  erzeugt  die  Reihe 

,       ti  (p)  (p+») 

(4).  ^     l-        7-         7  — 

y*)  fi' '  c"  '  "    (p)  >  •  •    (p+s)  j  •  •  •  • 

Aus  den  angeführten  Voraussetzungen  lässt  sich  schliessen, 
dass  die  Brüche  von  jeder  der  neuen  Reihen  (1),  (2),  (3)  sich 
unter  allen  Umständen  einem  bestimmten  Grenzwerthe  nähern. 
Immer  kann  ftlr  einen  beliebig  kleinen  gegebenen  Werth  w  die 
Zahl  p   so  gross  gewählt   werden,    dass  bei   jedem   positiven 

Werthe  der  Zahl  s  sowohl  die  Differenz  y    — j/^^"*"'    wie   auch 

die  Differenz  e^  — e^"^^   numerisch  unter  lo  bleibt;  mithin  hat 

die  Differenz  der  entsprechenden  Brüche  aus  der  neuen  Reihe 

(1),  nämlich 

(5)  /P)+,Cp)_(y(p+-)^^(p+.)) 

und  die  Differenz  der  entsprechenden  Brüche  aus  der  neuen 
Reihe  (2),  nämlich 

die  Eigenschaft,  numerisch  unter  dem  Werthe  2io  zu  bleiben. 
Was  femer  die  Differenz  der  entsprechenden  Brüche  aus  der 
neuen  Reihe  (3)  anlangt,  so  kann  man  derselben  die  Gestalt 
geben 
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(7)  y    e     —y        €         =:y    \e     —e        ) 

,     (p)/  (p)        (P+»)\ 

—  \y    —y      )\e    — €      ;. 

Weil  nun  alle  Brüche  y  einen  bestimmten  Werth  F  und 
desgleichen  alle  Brüche  e^^  einen  bestimmten  Werth  E  nume- 
risch nicht  übertreffen  dürfen,  weil  die  Differenz  y^^-—f^'*'*  und 

auch  die  Differenz  «^  —  «  unter  (o  liegt,  und  weil  man  fllr 
ein  Aggregat  von  Werthen  verschiedenen  Vorzeichens  einen 
keinenfalls  zu  kleinen,  möglicherweise  aber  zu  grossen  Werth 
erhält,  indem  man  jeden  Bestandthcil  durch  einen  positiven  nicht 
kleineren  Werth  ersetzt,  so  ist  die  rechte  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  und  daher  auch  die  Differenz  (7)  numerisch  jedenfalls 
nicht  grösser  als  der  Werth  Fco  4-  Eio  4-  w*. 

Offenbar  wird  aber  für  einen  beliebig  kleinen  Werth  to 
sowohl  der  Werth  2cfi,  wie  auch  der  Werth  /'w-f£w+ct>*  be- 
liebig klein.  Also  steht  es  in  unserer  Gewalt,  sowohl  die  Dif- 
ferenz (5),  wie  auch  die  Differenz  (6),  wie  auch  die  Differenz  (7) 
beliebig  klein  zu  machen,  und  das  ist  der  Inhalt  der  Aussage, 
(hs8  die  Brüche  von  jeder  der  treuen  Reihen  (1),  (2)  und  (3)  sich 
stets  einem  hestimnUen  Grenzwerthe  nälhem. 

Die  Brüche  der  neuen  Reihe  (4)  zeigen  nicht  unbedingt 
dasselbe  Verhalten.  Zunächst  ist  die  Voraussetzung  erforderlich, 
dass  unter  den  Brüchen,  die  als  Nenner  auftreten,  die  Ntdl  nicht 
vorkommen  darf,  weil  nach  §  12  die  Null  als  Nenner  überhaupt 
nicht  verwendbar  ist.  Bildet  man  ferner  für  die  Voraussetzung, 
dass  die  Nall  nicht  als  Nenner  vorkomme,  die  Differenz  des 
^ten  und  des  [p  4-  5)ten  Bruches  der  Reihe  (4),  nämlich 

(P)  (P  +  B) 

/Qx  y i 

^^^  (P)  (P  +  B)' 

so  sind  die  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter  denen  man  sicher 

sein  kann,  dass  dieselbe  fllr  eine   bestimmt  zu   wählende  Zahl 

p  und  eine  beliebig  grosse  Zahl  s  beliebig  klein  bleibt.  Man 
bringt  diese  Differenz  leicht  in  die  Gestalt 

(    CP)  (P  +  8)\     (P)  (    (P)  JP  +  B)^    /P) 

\^)  ■  6)    (P  +  B)  "  » 

e     6 
und  bemerkt,  dass  nach  den  bestehenden  Voraussetzungen  und 
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der  schon  angewendeten  Schlussweise  der  Werth  des  Zählers 
numerisch  nicht  grösser  ist  als  der  Werth 

Eco  +  /'w, 
welcher  für  ein  beliebig  kleines  co  selbst  beliebig   klein  wird. 
Wenn   man   also   sicher  ist,   dass  der  Nenner  des  Bruches  (9) 
nicht  unter  einen  bestimmten  von  der  Null  verschiedenen  Werth 
herabsinken  kann,   dann  weiss  man,   dass  auch  der  Werth  des 

ganzen  Bruches  (9)  beliebig  klein  wird.  Der  Nenner  «  « 
hat  aber  die  bezeichnete  Eigenschaft  dann  und  nur  dann,  wo- 
fern die  einzelnen  Brüche  e  ^ ,  «  ,  . . .  sämmtlich  numerisch 
nicht  kleiner  werden,  als  ein  bestimmter  von  der  Null  verschie- 
dener Zahlenwerth.  Aus  diesem  Grunde  nehmen  wir  an,  dass 
die.  Brüche  der  Reihe  (2)  des  vorigen  ^  numerisdi  nicht  unter 
einen  bestimmten  Zahlenwerth  N  herabgehen,  und  schliessen  somii 
den  Fall  aus,  dass  diese  Brüche  sich  der  Null  als  Grrenjswerih 
nahern.  Unter  dieser  Einschränkung  ist  die  Aussage  berechtigt, 
dass  die  Brüche  der  neuen  Reihe  (4)  sich  einem  bestimmten  Grens- 
werthe  nähern. 

Man  kann  die  gefundenen  Resultate  auch  dahin  zusammen- 
fassen, dass  unter  den  bezeichneten  Voraussetzungen  die  Summe 

y^""^  +  e^""^  von  dem  Bruche  y^^^^"^  +  «^"^""^  der  Reihe  (1),  die  Diffe- 
renz y^^^  -  £*^  von  dem  Bruche  y*"""^-  e^^"^'^  der  Reihe  (2),  das 
Product  y^^ e^^^  von  dem  Bruche  y '^''"^ e^'^"^   der  Reihe  (3),  der 

(P)  (P  +  B) 

Quotient  ^  von  dem  Bruche  ^-^^  der  Reihe  (4)  um  beliebig 

wenig  verschieden  ist.  Man  sagt,  dass  ein  Werth  A  von  einem 
Werthe  B  beliebig  wenig  verschieden  ist,  sobald  die  Differenz 
A — B  numerisch  beliebig  Mein  gemacht  werden  kann. 

Da  sich  für  die  zur  Bildung  der  neuen  Reihen  (1),  (2),  (3) 
angewendeten  beiden  Reihen  keine  Einschränkungen  ergeben 
haben,  und  ebenso  wenig  flir  die  zur  Bildung  der  neuen  Reihe 
(4)  angewendete  Reihe  y\  y'\ . . ,  so  können  an  den  bezeichneten 
Oertern  auch  solche  Reihen  erscheinen,  deren  Brüche  sich  dem 
Grenzwerthe  Null  nähern,  und  mit  diesen  Annahmen  wollen  wir 
uns  jetzt  beschäftigen. 

Wenn  die  Brüche  der  Reihe  6',  b'\..  sich  der  NuU  als 
Grenzwerth  nähern,  so  haben  die  Brüche  der  neuen  Reihe  (1) 
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nnd  der  neoen  Reihe  (2)  die  Eigenschaft,  von  den  gleichstelligen 
und  weit  genug  vorgerückten  Brüchen  der  Reihe  /,  /',.•  ^™ 
beliebig  wenig  zu  differiren.  Hiefttr  besteht  der  Ausdruck,  dass 
die  augeordneten  Grenzwerthe  einander  gleich  sind.  Wenn  die 
BrUche  der  Reihe  /,  /',...  sich  der  ^mH  als  Grenzwerth  nähern, 
so  differiren  die  Brüche  der  neuen  Reihe  (1)  beliebig  wenig  von 
den  gleichstelligen  und  weit  genug  vorgerückten  Brüchen  der  Reihe 
€',  £",..,  dagegen  die  Brüche  der  neuen  Reihe  (2)  beliebig  wenig 
von  den  gleichstelligen  und  weit  genug  vorgerückten  Brüchen 
der  Reihe 

x'      x" 

^^^  ^    J  w       •  •  •  • 

Nun  ist  in  dem  vorigen  §  bewiesen  worden,  dass  bei  sol- 
chen Reihen,  deren  Brüche  niemals  numerisch  unter  einen  ge- 
wissen von  Null  verschiedenen  Zahlenwerth  herabsinken,  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab  alle  Brüche  entweder  positiv  oder 
negativ  bleiben  müssen.  Wenn  also  die  BrUche  «',  «",.•  sich 
nicht  der  Null  als  Grenzwerth  nähern,  und  daher  von  einer  be- 
stimmten Stelle  ab  entweder  positiv  oder  negativ  sein  müssen, 
so  gilt  von  den  Brüchen 

dass  sie  von  der  entsprechenden  Stelle  ab  sämmtlich  das  ent- 
gegengesetzte  Vorzeichen  haben  müssen.  Wofern  sich  also  die 
Brüche  «',  6",.-  ^ach  der  in  dem  vorigen  §  eingeführten  Be- 
zeichnung einem  positiven  Grenzwerthe  nähern,  so  gilt  der  Aus- 
druck, dass  sich  die  Brüche 


—  €\    —  €", 


dem  entsprechenden  negativen  Grenzwerthe  nähern^  und  umgekehrt. 
Sobald  die  Brüche  der  Reihe  /,  y",.«-  sich  der  Null  als 
Grenzwerth  nähern,  so  sinken  sowohl  die  Brüche  der  neuen 
Reihe  (3),  wie  auch  die  Brüche  der  neuen  Reihe  (4)  numerisch 
unter  jeden   gegebenen  Werth   herab.    Denn  von  den    beiden 

Factoren  des  Products  y ^"^"'^  e^^*^  wird  der  erste  beliebig  klein, 

und  der  zweite  übertrifft  niemals  einen  festen  Werth  E.    Was 

(p+») 
dagegen  den  Bruch  ^j^^  anlangt,  so  wird  sein  Zähler  beliebig 

€ 

klein,  dagegen  kann  sein  Nenner  nach  der  getroffenen  Voraus- 
setzung unter  einen  bestimmten,  von  der  Null  verschiedenen 
Werth  numerisch  nicht  herabgehen.   Es  nahem  sich  also  gegen- 
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wäffig  sowohl  die   Brüche   der   neuen   Reihe  (3),   wie  auch  die 
Brüche  der  neuen  Reihe  (4)   der  Null  als  Grenßwerfh. 

Einen  gleichen  Erfolg  hat  bei  der  neuen  Reihe  (3)  die  An- 
nahme, dass  die  Brüche  der  Reihe  £',  e", . .  sich  der  NuU  als 
Orenzwerth  nähern.  Andrerseits  ist  es  aber  klar,  dass,  wenn 
weder  die  Brüche  der  Reihe  y\  y", . .  noch  die  Brüche  der  Reihe 
e\  6", . . .  jemals  numerisch  uyvter  einen  bestimmten  von  der  NuU 
verschiedenen  Zahlenwerth  herabsinken,  auch  die  Brüche  der  neuen 
Reihe  (3)  nicht  unter  einen  bestimmten  von  der  Null  verschiedenen 
Zahlefiwerth  herabsinken  können.  In  diesetn  Falle  hat  sowohl  der 
Gremwerth  der  y\  y*\ . .  ein  bestimmtes  Vorzeichen,  wie  auch  der 
Grenewerth  der  e'  e", ...  ein  bestimmtes  Vorzeichen^  und  je  nach- 
dem diese  beiden  Vorzeichen  übereinstimmen  oder  nicht  überein- 
stimmen, bekommt  der  Grenzwerth  der  BrücJw  y*  e\  y"  t'\  . .  das 
positive  oder  das  negative  Vorzeichen,  Sobald  der  Grenzwerth  der 
y*,  y*\  . . .  und  der  Gretizwerth  der  t\  e*\  . . .  dasselbe  Vorzeichen 
hohen,  so  hat  auch  der  Grenzwerth  der  Brüche  y*  -f  t%  y*'  -f- «", . . 
der  neuen  Reihe  (1)  dasselbe  Vorzeichen. 

Ausserdem  sind  noch  einige  allgemeine  Beobachtungen  her- 
vorzuheben. Die  neue  Reihe  (1)  bleibt  ungeändert,  sobald  man 
die  Reihe  y\  y'*, , .  mit  der  Reihe  e\  e", . .  vertauscftet ;  die  neue 
Reihe  (2)  entsteht  atis  den  Reifhcn  y\  y'\  , .  und  — «',  — 6", . . 
durch  dasselbe  Verfahren,  durch  das  die  neue  Reihe  (1)  aus  den 
Reihen  y\  /', . .  und  e*,  t'\  . .  entstafiditi  ist;  die  neue  Reihe  (3) 
bleibt  ebenfalls  ungeändert,  wofern  man  die  Reihe  y\  y**, ,  .  mit 
der  Reihe  t\  e", . .  vcrtauscM.  Auch  erkennt  man  sogleich,  dass, 
wenn  aus  drei  Reihen  der  in  Rede  stellenden  Art  durch  Additimi 
oder  durch  Multiplication  der  drei  gleicJhstelligt^n  Individuen  eine 
neue  Reihe  gebildet  unrd,  die  Vertauschung  der  drn  ursprüng- 
lichen Reihen  unter  einander  ivie  auch  ihre  Zusammenfassung  zu 
Gruppen  auf  die  hervorgehende  Reihe  kein-en  Einfluss  ausüben  kann. 

Die  neue  Reihe  (2)  enthält  das  Mittel  zur  Vergleichung 
des  Grenzwerthes  der  /,  //, . .  und  des  Grenzwerthes  der  s'  e*\,. 
Sobald  die  Differenzen  /—  e',  y*'  —  t", . .  sich  der  NuU  als  Grenz- 
werth nähern,  so  unterscheiden  sich  die  Brüche  /,  y", . .  von  den 
gleichstell  igen  und  weit  genug  vorgerückten  Brüchen  e',  e'\ . . 
um  beliebig  wenig,  mithin  wird  der  Grenzwerth  der  erstem  dem 
Grenzwerthe  der  letzteren  gleich    Wenn  dagegen  die  Differenzen 
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/  —  «',/'  —  €",.•  nicht  unter  einen  festen  von  der  Null  ver- 
schiedenen Zahlenwerth  herabsinken,  so  müssen  sie  nach  den 
gegebenen  Erörterungen  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sämmt- 
lich  entweder  positiv  oder  negativ  bleiben.  Im  ersten  FaUe  sagt 
man,  dctös  der  Gremwerih  der  y\  y*\ . .  grösser  sei,  in  dem  swei- 
ten  Falle,  dass  der  Gremwerth  der  y\  y", . .  Meiner  sei,  als  der 
Grrenjswerth  der  e\  t'*, .... 

Nach  diesen  Vorbereitungen  bleibt  noch  übrig,  dass  man 
für  den  Grenzwerth,  dem  sich  die  einzelnen  Brüche  jeder  be- 
trachteten Reihe  nähern,  ein  eigenes  Zeichen  einführt.  Es  werde 
der  (irenzwerth  der  Brüche  y',  y*\ . .  mit  @,  der  Grenzwerth  der 
Brüche  £',  i*\ . ,  mit  (S,  der  Grenzwerth  der  Brüche,  die  in  den 
neuen  Reihen  (1),  (2),  (3),  (4)  enthalten  sind,  beziehungsweise 
mit  ©,  ^,  $,  C  bezeichnet.  Was  unter  einem  positiven  Grene- 
wetihe,  was  unter  einem  fiegativen  Grenzwerthe^  was  unter  dem 
Grenjuwerthe  Null  zu  verstehen  sei,  ist  vorhin  definirt  worden. 
Man  überträgt  nun  die  Rechnungsoperationen  auf  die  Grenewerihe 
selbst  und  bildet  die  folgenden  Gleichungen: 
(10)  ©  =  ©  +  (£ 

(11)  5)  =  ®  — e 

(12)  ^  =  @ffi 

(13)  0  =  |. 

Das  Gleicliheitszeichen  ist  hier  so  zu  verstehen,  dass,  wenn 
man  für  jeden  Grenzwerth  einen  hinreiclwfid  weit  vorgerückten 
Bruch  aus  der  betreffetiden  Reihe  sybstituirt,  die  Differenz  der 
recfUs  und  linls  vom  Gleichlieitszeichen  befindlichen  Ausdrücke 
numerisch  beliebig  klein  wird.  Dass  die  vorstehenden  vier  Glei- 
chungen in  diesem  Sinne  gültig  sind,  geht  aus  den  angestellten 
Erörterungen  hervor. 

In  den  drei  ersten  Gleichungen,  welche  sich  auf  die  Addi- 
tion, die  Subtraction  und  die  MultipliccUion  beziehen,  sind  ® 
und  @  keinen  Einschränkungen  unterworfen ;  in  der  letzten  Glei- 
chung, welche  sich  auf  die  Division  bezieht,  darf  der  Nenner 
6,  wie  sich  gezeigt  hat,  nicJU  =  0  sein.  Die  ferner  angestellten 
Betrachtungen  drücken  sich  in  der  nunmehr  eingeführten  Sprech- 
weise folgendermassen  aus.  Wofern  (S  =  0  ist,  tcird  @  =  ® 
und  2)  =  @;   wofern  &  =  0   ist,   wird  ©=IS  und  S)  =  — (8. 
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Wofern  @  =  0  ist,  wird  $  =  0  i#nd  D  =  0.  Das.  Product  ®  C 
verschwindet,  sobald  einer  seiner  beiden  Factoren  gleich  Ntdl  ist; 
dasselbe  kann  nicht  verschwinden,  wenn  jeder  der  beiden  Factoren 
von  Nuü  verschieden  ist  und  fuU  das  positive  Vorzeichen  oder  das 
negative  Vorseichen,  je  nacJidem  @  und  S  gleiches  Vorseichen 
oder  entgegengesetstes  Vorseichen  haben.  Die  Summe  ®  +  S  i^ 
positiv,  wofern  ®  und  (£  beide  positiv  sind,  und  ist  negativ,  wo^ 
fem  ®  und  S  beide  negativ  sind.  Die*  Summe  @  +  (£  bleibt  un- 
geändert,  wenn  die  Sumfnanden  @  und  &  mit  einander  vertauscht 
werden.  Die  Differens  @— 'S  ist  gleich  der  Summe  von  ®  und 
— S.  Das  Product  @(£  bleibt  d)enfaUs  ungeändert,  wenn  man 
die  Factoren  @  und  IS  mit  einander  vertauscht.  Auch  eine  Stimme 
aus  drei  Summanden  und  ein  Product  aus  drei  Factoren  werden 
durch  Vertausehung  oder  Zusammenfassung  der  sugehörigen  Be- 
siandtheile  nicht  geändert. 

Eine  wiederholte  AnweDduDg  der  Schlüsse,  anf  welchen  die 
Gleichungen  (10),  (11),  (12),  (13)  beruhen,  erlaubt  die  Folgerung, 
dass  alle  Hegeln,  die  bisher  für  die  Rechnung  mit  positiven  oder 
negativen  Brüchen  abgeleitet  worden  si$%d,  für  die  Rechnung  mit 
Grenswerthen  gültig  bleiben.  Hiebe!  ist  aber  der  Umstand  wohl 
zu  berücksichtigen,  dass  die  Rechnung  mit  positiven  oder  nega- 
tiven Brüchen  in  der  so  eben  eingeführten  Rechnung  mit  Grenz- 
werthen eingeschlossen  ist.  Es  steht  nämlich  nichts  im  Wege, 
den  besonderen  Fall  ins  Auge  zu  fassen,  dass  die  sämmtlichen 
Brüche  /,  /', . .  einem  einzigen  Bruche  gleich  sind,  und  dass 
auch  die  sämmtlichen  Brüche  £',  c'', . .  einem  einzigen  Bruche 
gleich  sind.  Alsdann  fällt  der  Grenzwerth  @  der  /,  /', . .  mit 
dem  betreflFenden  Bruche  /,  der  Grenzwerth  S  der  s',  €*', , .  mit 
dem  betreffenden  Bruche  €'  zusammen  und  es  handelt  sich  wie- 
der um  die  Rechnung  mit  Brüchen.  Ebensowohl  kann  man  vor- 
aussetzen, dass  von  den  beiden  Reihen  y*,  /*,  . .  und  €*,  a",  . . 
die  eine  aus  lauter  gleichen  Brüchen  bestehe,  die  andere  aber 
von  allgemeiner  Beschaffenheit  sei.  Dann  fällt  bei  den  Brüchen 
der  ausgewählten  Reihe,  etwa  der  ersten,  der  Grenzwerth  &  mit 
dem  zugehörigen  Bruche  y*  zusammen,  und  die  Gleichungen  (10), 
(11),  (12),  (13)  dienen  dazu,  einen  Grenzwerth  ®,  der  dem  Bruche 
y'  gleich  ist,  mit  einem  Grenzwerthe  @  von.  allgemeiner  Beschaffen- 
heit durch  die  vier  Grundoperationen  der  Rechnung  zu  verbinden. 
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Nun  ist  schon  in  der  frfiheren  Änsdrncksweise  daninf  anf- 
merksam  gemacht  worden,  dass  bei  der  Gieichnng  (II)  der  Grena- 
werth  £  entweder  positiv  oder  negativ  oder  gleich  SM  sein  kann, 
und  es  ist  hervorgehoben,  dass  je  mach  diesen  drei  Fällen  @ 
grösser  als  Q,  oder  &  Heiner  als  S,  oder  &  gleidk  S  genanmi 
wird.  Wenn  man  also  die  Brüche  /,  /%  , .  einander  gleich 
annimmt,  so  dass  der  Grenzwerth  @  dem  Brache  /  gleich  wird, 
so  liefert  die  Gleichang  (11)  eine  Handhabe,  um  die  Differens 
swischen  einem  Gremwerthe  S  tmd  einem  Bruche  @  darjrustdlen. 

§  17.  BlaA«ati|rkatt  d«r  postttran  Wormal  da«  nimm  Gradaa  a«s 
•iBaot  gagabanan  poaittvan  Bmeka.  IMbdtloB  dar  ratlgaalan 
«Bd  dar  irrattonalaB  Chröaaan.  ZwaaiamanftiaaDag  dar  ratlo- 
aalaa  «ad  dar  IrratUmalan  Qröaaaii  imtar  dar  Banannwii^  dar 

baattmmtaa  Qröaaan« 

-Wir  kehren  jetzt  zu  den  Reihen  von  Brttchen  zarttck,  deren 

Grenzwerth  in  §  14  eine  positive  nte  Wurzel  aus  dem  Bruche  -= 

genannt  worden  ist.    Sowohl  die  Brtiche  der  dortigen  Reihe 

c,  a ,  a  , . . 
wie  auch  die  Brüche  der  dortigen  Reihe 

nähern  sich  einem  bestimmten  positiven  Grenzwerthe.  Dass 
diese  beiden  Grenzwerthe  als  einander  gleich  bezeichnet  worden 
sind,  stimmt  mit  den  Definitionen  des  vorigen  §  völlig  überein, 

da  nach  §  14  die  positive  Differenz  /f  ^  —  a  kleiner  gemacht 
werden  kann,  als  ein  beliebig  kleiner  gegebener  Werth.  Dies 
heisst  nämlich  nichts  anderes,  als  dass  die  durch  Snbtraction 
der  betreffenden  gleichstelligen  Brüche  entstehenden  Brüche 

sich  der  Ntdl  als  Grremwerth  nähern. 

Wenn  wir  den  übereinstimmenden  positiven  Grenzwerth 
der  Brüche  a,  a\  a'\  . .  und  der  Brüche  ß,  ß\  ß'\  . .  mit  «  be- 
zeichnen, so  erfUUt  derselbe  nach  der  Ausdrucksweise  des  vori- 
gen §  die  Gleichung 


H 
Denn  sobald  man  den  Grenzwerth  9t  durch  einen  hinreichend 
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weit  vorgerückten  Bruch  a^^^  aus   der  Reihe   c,  a\  a", .  .    oder 

einen  solchen  Bruch  ^^^  aus  der  Reihe  ß,  ß\  ß", . .  ersetzt,  so 
wird  die  Differenz  der  linken  und  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung, nämlich  (a^P^)°  — J.  oder  0?^"^^)°  -  ~-,  numerisch  belle- 

big  klein,  da  die  erste  Differenz  das  negative  Vorzeichen,  die 
zweite  Differenz  das  positive  Vorzeichen  hat,  und  die  Differenz 

\ß^)  —\a  )  für  ein  angemessen  gewähltes  p  einen  positiven 
beliebig  kleinen  Werth  annimmt.  Es  folgt  nämlich  durch  die 
im  vorigen  §  bei  Gelegenheit  der  Gleichung  (7)  benutzte  Schluss- 
weise, dass,  weil  /Z'*^  —  c^^^  positiv  ist  und  beliebig  klein  wird, 

auch/9''"/J^''^-«*''V''^  =  (/^*r-(«"'T,  desgleichen  {^'Y - 
(a  )*,  ..  {pT—\a  Y  positiv  ist  und  beliebig  klein  wer- 
den muss. 

In  §  14  sind  die  Reihen  a,  o',  a", . .  und  ßj  ß\  ß*\  . .  unter 
der  Voraussetzung  abgeleitet  worden,   dass   der  positive  Bruch 

-=jr ,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht,  nkht  die  Bedingung 

befriedige,  sowohl  in  seinem  Zähler  wie  auch  in  seinem  Nenner 
eine  nte  Potenz  einer  ganzen  Zahl  zu  haben;  daraus  ergab' sich, 
dass  kein  positiver  Bruch  existirt,  welcher  auf  die  nte   Potenz 

erhoben  dem  Bruche  —  gleich  werden  kann.    Sobald  aher  statt 

der  unerfüllbaren  Forderung^  einen  solclhen  Bruch  eu  bestimmen^ 
die  Forderung  aufgestellt  wird,  eine  Reifie  von  Brüchen  zu  suchen, 
bei  welchen   die  Differenz  zunschen  ihrer  nte^h  Potenz  und  dem 

Bruche    —  numerisch  kleiner  gemacht  werden  kann,   als   ein  be- 

Ja. 

liebig  kleiner  gegebener  Werthj  so  sehen  wir  diese  Forderung  durch 
die  Brüche  a,  a',  a", . .  und  auch  durch  die  Brüche  ß,  ß\  ß"j . .  er» 
füütf  deren  gemeinsamer  Grenzwerth  81  genannt  worden  ist,  und 
für  diesen  Grenzwerth  besteht  die  obige  Gleichung 

""  H' 

Man  kann  jetzt  auch  den  Beweis  fuhren,  dass  es  keinen 
von  dem  Grenzwerthe  81  verschiedenefi  positiven  Grenzwerth  @ 
giebt|  welcher  dieser  Gleichung  genügt.   Wenn  es  einen  solchen 
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Orenzwerth  S  gäbe,  so  würde  derselbe  mit  gleichem  Rechte,  wie 
der  Grenzwerth  Sl,  eine  positive  nie    Wurzel  aus  dem   Bruche 

-=  genannt  werden.  Nach  den  Definitionen  des  vorigen  §  heisst 

der  Grenzwerth  6,  dem  sich  die  Brüche  einer  Reihe 

nähern,  mit  dem  Grenzwerth  ?t  gleich  oder  von  demselben  ver- 
schieden, je  nachdem  die  Brüche  der  Reihe 

€  —  a,  £'  —  «',  €*'  -T  a", . . 
sich  der  Nidl  als  Grenzwerth  nähern  oder  nicht.  Ist,  wie  wir 
annehmen  wollen,  das  letztere  der  Fall,  so  sind  diese  Brüche 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  entweder  sämmtlich  positiv  oder 
sämmtlich  negativ,  und  nähern  sich  demgemäss  entweder  einem 
positiven  oder  einem  negativen  von  der  Null  verschiedenen  Grenz- 
werthe,  welcher  mit  J  bezeichnet  werden  möge.  Dann  darf 
vermöge  der  Gleichung  (11)  des  vorigen  §  die  Gleichung 

gebildet  werden.    Gesetzt,  der  positive  Grenzwerth  (£  befriedige 

die  in  Rede  stehende  Gleichung  @°  =  -  - ,   so  müsste   zu   glei- 
eher  Zeit 

(2t+^)"=-|,  r=|r 

sein.     Wir  erinnern  uns  nun,   wie  im  Anfange  des  §  13  bewie- 
sen  ist,   dass  zwei  von  einander  verschiedet^  positive  Brüclw  -=^ 

und  nicht  zugleich  den  Gleichungen 


Vul        H'    \q}        H 


genügen  können.  Da  aber  nach  den  Ausführungen  des  vorigen 
§  flir  die  Rechnung  mit  Grenzwcrthcn  und  für  die  Rechnung 
mit  Brüchen  genau  dieselben  Regeln  gelten,  und  da  die  Begriffe 
grösser  und  kleiner  für  die  bpiden  Gebiete  eine  genau  entsprechende 
Bedeutung  haben,  so  lassen  sich  die  an  jener  Stelle  angewen- 
deten Schlüsse  durchaus  übertragen  und  unsere  Behauptung,  dass 
(g  =  31  sein  muss,  ist  bewiesen. 

Auf  diese  Weise  entsteht  der   Satz,   dass   die  positive   nte 

G 
Wurzel  aus  einem  positiven  Bruche  --   eindeutig  bestimmt  ist, 

Lipsoliitz,  Analysla.  4 
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Darch  die  gegenwärtig  eingeführten  Definitionen  gilt  derselbe 
flir  dUe  möglichen  Voraussetzangen.    Entweder  der  Bruch  — 

kann  der  nten  Potenz  eines  positiven  Bruches  —   gleich    sein 

oder  nicht;  im  ersten  Falle  ist  die  positive  nte  Wurjgel  aus  ~ 

gleich  der  positiven  rationalen  Grösse  —  und  nur  gleich  dieser 
allein,  im  zweiten  Falle  ist  die  positive  nte  Wureel  aus  dem 
Bruche  -^  gleich  der  vorhin   definirten  positiven  irrationalen 

Ja. 

Chrösse  Sl  und  nur  gleich  dieser  allein.  Die  rationalen  und  irra- 
tionalen Grössen  haben  die  folgende  allgemeine  Definition.  Eine 
rationale  Grösse  bedeutet  einen  Werth,  der  durch  eine  endliche 
AneoM  von  Additionen,  Subtractionen,  MuÜipliccUionen  und  Di- 
visionen aus  den  ganjsen  Zahlen  dargestellt  werden  Tcann,  das 
heisst,  einen  positiven  oder  negativen  Bruch,  dessen  Zähler  und 
Nenner  ganjse  Zahlen  sind.  Eine  irrationale  Grösse  bedeutet  den 
Grenewerth  von  rationalen  Brüchen^  die  eine  unbeschränkt  fort- 
ssuseteende  Reihe  bilden,  und  die  eifie  gewisse  Forderung,  welche 
durch  einen  rationalen  Bruch  nicht  in  oller  Strenge  erfüllt  werden 
kann,  mit  beliebiger  Genauigkeit  erfüllen. 

Sowohl  die  rationalen  wie  die  irrationalen  Grössen  sind 
bestimmte  Grössen;  denn  eine  Grösse,  die  mit  einer  von  ihr  ver- 
schiedenen nicht  verwechselt  werden  kann,  ist  bestimmt.  Mit 
Rücksicht  auf  diesen  Begriff  hat  der  gegenwärtige  Abschnitt  die 
Ueberschrift:  Rechnung  mit  bestimmten  Grössen  erhalten. 

§  18.  Produote  und  Quottentan  von  positiven  nten  Worsoln 

aas  positiven  rationalen  Brflohen.  » 

Vermittelst  des  Satzes,  dass  es  aus  jedem  positiven  ratio- 

nalen  Bruche  —  eine  und  nur  eine  positive  wte  Wurzel  giebt, 

lässt  sich  die  Lehre  von  den  Wurzelgrössen  leicht  begründen. 
Es  soll  von  jetzt  ab  die  übliche  Bezeichnung  gebraucht  werden, 
nach  welcher  die  der  Gleichung 

(1)  a"=-| 
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genügende  positive  Grösse  9  mit 

noitrt  wird. 

Wenn  man  den  Bruch  -^  auf  irgend  eine  Weise  als  ein 

Prodnet  Ton  zwei  rationalen  Brüchen  ^'  -  ],  *    darstellt,  so  sind 
die  den  Gleichongen 

genügenden  positiven   Gn'tssen  a,   und  a,  ebenfalls  vollständig 
bestimmt,  und  man  hat 

.  =  i/  y.      ^  _  </  9.  . 

Nun  liefert  die  Multiplication   der   beiden  Gleichungen  (2)  die 
Gleichung 

welche  sich  in  die  Gestalt  bringen  lässt 

Diese   Gleichung   lehrt,   dass   da»   Product  a,ci,,    welches 
positiv  ist,  weil  seine  Factoren  a,  und  a,  positiv  sind,  eine  tite 

(r 

Wurzel  aus  dem  Bruche  -  -   ist.    Weil  es  nun  nur  e/tw  positive 

nte  Wurzel  aus  diesem  Bruche  giebt,  nUmlich  91,  so  muss  0^  Q,  = 
9  sein,  oder 


Da  das  Produkt  ?*  •  f *  dem  QuotietUm    ''    gleich  ist,  so 

können  in  ganz  ähnlicher  Weise  die  positive  nte  Wurzel  f    i  *- 

und  die  positive  wte  Wurzel  y  -  *     verbunden  werden,  und  dies 

9i 

führt  zu  der  Gleichung 
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^    H 


9t 
Die  Schlüsse,   darch  welche   die   beiden  Gleichungen  (3) 

und  (4)  bewiesen  sind,  haben  ganz  dieselbe  Kraft,  mögen  die 
auftretenden  Wurzelgrössen  rational  oder  irrational  sein;  denn 
nach  den  Aubftihrungen  des  §  16  gelten  die  angewendeten  Rech- 
nungsoperationen in  allen  Fällen.  Die  beiden  Gleichungen  drücken 
die  Sätze  ai\8,  dciss  das  Product  der  positiven  nten  Wuredn  aus 
zwei  positiven  rationalen  Brüchen  gleich  der  positiven  nten  Wurzel 
aus  dem  Product  der  beiden  Brüche,  und  dass  der  Quotient  der 
positiven  nten  Wurzeln  aus  zwei  positiven  rationalen  Brüchen 
gleich  der  positiven  nten  Wurzel  aus  dem  Quotienten  der  beiden 
Brüche  ist.  Der  erste  Satz  dehnt  sich  unmittelbar  auf  ein  Pro- 
duct aus,  das  aus  beliebig  vielen  Factoren  besteht.  Aus  dem 
zweiten  Satze  folgt  zugleich,   dass  die  positive  nte  Wurzel  aus 

gleich  einem  Quotienten  ist,   dessen  Zähler  die  positive  nte 

Wurzel  aus  der  ganzen  Zahl  G,  und  dessen  Nenner  die  positive 
nte  Wurzel  aus  der  ganzen  Zahl  H  bildet. 

§  19.  Beohnans^  mit  Potensen,  deren  Basis  ein  rationaler 
Brach  ist  nnd  deren  Exponenten  positive  oder  nefr^tive  ffanse 
Zahlen  sind.  Eindentis^  Definition  der  Potenzen,  deren  Basis 
ein  positiver  rationaler  Bmoh  ist  und  deren  Exponenten  po- 
sitive oder  negative  rationale  Briiohe  sind.    Beohnonir  »^t 

solchen  Potensen. 

Wenn  man  von  der  positiven  nten  Wurzel  aus  einem  posi- 
tiven rationalen  Bruche  C  verschiedene  Potenzen  nimmt  und 
dieselben  durch  Multiplication  und  Division  verknüpft,  so  zeigen 
mIcIi  die  gleichen  Erscheinungen,  wie  bei  den  ganzen  Potenzen 
eine»  rationalen  Bruches  C.  Es  mi^gen  zunächst  die  letzteren 
l'oten/cn  betrachtet  werden.  Die  Potenzexponenten  a  und  b  be- 
zeichnen die  Anzahl  der  in  der  Potenz  vorhandenen  gleichen 
Factor(Mi  und  sind  insofern  positive  ganze  Za/den  mit  Ausschluss 
der  Null.    Mithin  kommt  die  Gleichung 
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nnd,  je  nachdem  a  grösser  als  h,  a  gleich  h,  oder  a  kleiner  als 
h  ist,  die  eine  der  drei  Gleichungen 


c  er  &     c 

Um  die  letzten  drei  Gleichungen  in  die  Form  einer  einzigen, 
nämlich  der  ersten,  zusammenzufassen,  werden  als  Potenzexpo- 
nenten die  Null  wnd  die  negativen  ganzen  Zahlen  eingettlhrt, 
so  dass 

ist.  Dann  bringt  die  Reihe  der  von  der  Null  beginnenden  po- 
sitiven und  negativen  Zahlen  als  Exponenten  die  Reihe  von  Po- 
tenzen hervor 

(I)  ..j  G     j  \j     ,G,0,C/|.. 

welche  tHr  ein  positives  Q  lauter  positive  Individuen,  für  ein 
negatives  C  regelmässig  abwechselnd  positive  und  negative  In- 
dividuen enthält.  Liegt  der  numerische  Werth  von  G  über  der 
Einheit,  so  wachsen  die  Brüche  numerisch  mit  wachsendem  Ex- 
ponenten über  jedes  Mass  und  nehmen  numerisch  mit  abneh- 
mendem Exponenten  ohne  Ende  ab.  Sobald  der  numerische 
Werth  von  C  unter  der  Einheit  liegt,  findet  das  Entgegengesetzte 
Statt. 

Von  dieser  Beobachtung  ist  schon  in  §  15  Gebrauch  ge- 
macht worden.  Da  es  an  jener  Stelle  nur  auf  ein  Beispiel  an- 
kam, so  wurde  vorausgesetzt,  dass  der  zu  potenzirende  Werth 
eine  die  Einheit  übertreffende  ganze  Zahl  sei.  Alsdann  liegt  es 
auf  der  Hand,  dass  ein  wachsender  Exponent  eine  Zahl  hervor- 
bringt, die  numerisch  jede  gegebene  Grösse  überschreitet.  Für 
einen  Werth  C,  welcher  überhaupt  numerisch  grösser  ist,  als  die 
Einheit,  kann  die  betreffende  Behauptung  folgendermassen  be- 
wiesen werden.  Es  sei  der  numerische  Werth  von  C  gleich 
1  +  y,  Yfo  y  positiv  und  von  der  Null  verschieden  ist.  Man  habe 
ausserdem  einen  zweiten  Werth  1  -h  d,  wo  d  ebenfalls  positiv 
und  von  der  Null  verschieden  ist.  Dann  besteht  für  das  Product 
der  in  Rede  stehenden  Werthe  die  Gleichung 

(1  +r){\  +c))=H-y-4-d-f  yd. 
Hier  ist  yd  positiv,  mithin  die  rechte  Seite  grösser  als  l  +y-*-d. 
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Setzt  man  y  =  <J,  so  folgt,  dass  (1  +  y)"  grösser  ist,  als  1  +  2y; 
wird  dieselbe  Betrachtung  auf  (1  +  y)"  =  (1  4-  y)'(l  +  y)  an- 
gewendet, nachdem  bemerkt  worden,  dass  der  erste  Factor 
(1  +  y)*  grösser  ist  als  1  +  2y,  so  erweist  sich  (l  4-  y)'  grösser 
als  1  +  3y,  und  fortschreitend  iUr  eine  beliebig  grosse  positive 

Zahl  p  die  Potenz  (1  +  yf  grösser  als  1  +py.  •  Da  nun  y  ein 
die  Null  übertreflfender  gegebener  Werth  ist,  so  wird  1  -f  p  y 
ftir  ein  passend  gewähltes  p  grösser  als  jeder  noch  so  grosse 
Werth,  und  daher  übertrifft  um  so  mehr  die  Potenz  (1  +  y)^  je- 
den noch  so  grossen  Werth,  wie  behauptet  worden  war. 

Da  gegenwärtig  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zah- 
len sammt  der  Null  als  Potenzexponenten  auftreten  dürfen,  so 
kann  man  auch  in  diesem  erweiterten  Umfange  zwei  Potenzen 
derselben  Basis  C  miteinander  multipliciren,  und  eine  durch  die 
andere  dividiren,  wodurch  die  mit  den  obigen  Gleichungen  gleich- 
lautenden Gleichungen 

(2)  C\C''  =  C'^\    ^  =  C'-" 

entstehen. 

Sobald  festgesetzt  wird,  dass  auch  flir  eine  positive  irra- 
tionale Grösse  die  Erhebung  auf  den  Exponenten  Null  die  Ein- 
heit hervorbringen  und  die  Erhebung  auf  einen  ganzzahligen 
negativen  Exponenten  die  Bedeutung  haben  soll,  dass  die  gleich- 
namige positive  Potenz  in  die  Einheit  dividirt  werde,  so  enthält 
diese  Definition  nur  die  in  §  16  erörterten  allgemein  gültigen 
Grundoperationen,  und  demgemäss  kann  die  positive  tite  Wurzel 
tt  aus  einem  positiven  rationalen  Bruche  C  auf  die  sämmtlichcn 
positiven  und  negativen  ganzzahligen  Exponenten  mit  Einschluss 
der  Null  erhoben  werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  nach 
beiden  Seiten  unbegrenzt  fortschreitende  Reihe  von  Potenzen 

(3)  ..  «"',   «-',   «',    «',    ^\  ... 

Alle  Individuen  derselben  sind  positiv;  sie  nehmen  mit  wach- 
sendem Exponenten  über  jedes  Mass  zu  und  sinken  mit  abneh- 
mendem Exponenten  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse,  wenn  3( 
die  Einheit  übertrifft,  und  verhalten  sich  in  dem  entgegengesetzten 
Falle  umgekehrt.  Ob  aber  Ä  über  der  EifiJieit  liegt,  der  Einheit 
gleich  ist,  oder  unter  der  Einheit  liegt^  das  Mngt  allein  davon 
ab,   ob  der  Werth  C  über  der  Einheit  liegt,   der  Einheit  gleich 
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isty  oder  unter  der  Einheit  liegt.    Denn  wegen  der  Gleichung 

Ä°  =  C  ist  ein  unter  der  Einheit  liegendes  Ä  nur  mit  einem 
unter  der  Einheit  liegenden  C,  ein  über  der  Einheit  liegendes 
S(  nur  mit  einem  über  der  Einheit  liegenden  C,  und  %=  l  nur 
mit  (7=1  vereinbar. 

Für  die  Potenzen  der  Grösse  Sl  ergeben  sich  die  den  Glei- 
chungen (2)  entsprechenden  Gleichungen 

(4)  a^a^  =  sl•^^    ?^-  =  a-', 

wo  a  und  b  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  be- 
deuten.   Die  Potenzen  der  Grösse  81  gestatten   nun   noch  eine 

andere  Auffassung.  Aus  der  Gleichung  Ä°  =  (7  folgt,  indem 
beide  Seiten  auf  die  ate  Potenz  erhoben  werden,  die  Gleichung 

und  diese  lässt  erkennen,  dass  %^ ,  auf  die  nte  Potenz  erhoben, 

gleich  C*  wird.    Weil  aber  S*  eine   positive   Grösse   ist   und 

weil  es  nur  eine  positive  nte  Wurzel  aus  C*  giebt,  so  stellt  Ä* 

die  positive  nie  Wurzel  aus  C*  dar,  und  man  hat  in  den  einge- 
führten Bezeichnungen  die  Gleichung 

(5)  {Vcy  =  ^Ö*  . 

Auf  Grund   dieser  Gleichung  wird  die  positive  nte  Wurzel 


aus 


1  .  

C  durch  das  Zeichen  C°  und  wc)  =y  C''  durch  das  Zei- 


a 
n 


chen  G  ausgedrückt.  Die  EinfÖhrung  der  negativen  und  der 
gebrochenen  Potenzexponenten  rührt  von  Newton  her,  wie  aus 
einem  Briefe  Newtons  an  Oldenburg  vom  13ten  Juni  1676  zu 
schliessen  ist.  Durch  dieselbe  verwandelt  sich  die  Reihe  (3)  in 
die  Reihe  der  gebrochenen  Potenzen 

(6)  C      j  C      ,C,C/,C,.. 
und  die  Gleichungen  (4)  gehen  in  die  Gleichungen 

a 
a^         L  ^+^  n^  """^ 

(7)  C\C'  =  C  "  ,   ^,-  =  C~°" 


c 


n 
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über,  in  denen  —  und  —   irgend  welche  positive  oder  negative 
Brüche  mit  dem  Nenner  n  sind.    Die   wiederholte  Anwendung 

von  (7)  liefert  ftlr  die  Erhebung  der  Grösse  C     auf  eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Potenz  die  Bestimmung 

(7*)         (c^y=(7^. 

Die  Reihe  (6)  enthält  offenbar  die  Reihe  (1)  in  sich,  und 
zwar  so,  dass  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Individuen 
von  (I)  immer  n— 1  aufeinanderfolgende  Individuen  von  (6) 
regelmässig  eingeschaltet  sind.  Wenn  man  fenier  mit  nn^ 
irgend   ein  ganzes  Vielfache   der  Zahl  n  bezeichnet,    und   die 


nn. 


Reihe  der  Potenzen  der  positiven  Wurzel  C     *  bildet,   nämlich 

a_ i_  _i_  8 

80  umfasst  diese  Reihe  die  ganze  Reihe  (6).  Denn  so  oft  in  der 
Reihe  (8)  der  Zähler  eines  gebrochenen  Exponenten  gleich  einem 
Vielfachen   der  Zahl  n^  etwa  gleich  an^  wird,   so   hat  die  be- 

treffende  Potenz  (7°°*  in  Folge  der  obigen  Gleichung  (7*)  die 
Eigenschaft,   auf  die  nte  Potenz  erhoben,  gleich  C^  zu  werden. 


an. 


nn 


Die   positive  Grösse  C     ^  muss  daher  mit  der  eindeutig  bestimm- 


n 


ten  positiven  Grösse  C  zusammenfallen.  Mithin  bringen  die 
sämmtlichen  in  den  Zählern  der  Exponenten  der  Reihe  (8)  er- 
scheinenden positiven  und  negativen  Vielfachen  der  Zahl  n^  die 
sämmtlichen  Individuen  der  Reihe  (6)  hervor.  Auf  dieselbe 
Weise  sind  in  der  Reihe  (8)  die  sämmtlichen  Individuen  derje- 
nigen Reihe  eingeschlossen,    welche  durch   das  Potenziren   der 


.n. 


positiven  Wurzel   C  *  entsteht,  nämlich  der  Reihe 

(9)  ...G         ,C         ,0,C      jG      7*«» 

denn  es  gilt  für  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  b^  die 
Gleichung 
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b^n  b^ 


C   "''>    =C  °^ 


Jetzt  kann  auch  das  Prodact  und  der  Quotient  von  einem 


n 


beliebigen  Individuum  G     der  Reihe  (6)  und  einem  beliebigen 

Individuum  C  *  der  Reihe  (9)  dadurch  gebildet  werden,  dass 
man  beide  Individuen  in  der  Reihe  (8)  aufsucht,  und  alsdann 
auf  dieselben  die  Regeln  (7)  anwendet.    Da  in  der  Reihe  (8)  der 

Exponent  —  durch  den  ihm  gleichen  Bruch  — ^    und  der  Ex- 

ponent  — ^  durch  den  ihm  gleichen  Bruch  —  -  vertreten  wird, 
80  erhält  man  bei  dem  betreffenden  Product  im  Exponenten  die 

Summe  — *    =  — l — \  und  bei  dem  betreffenden  Quotien- 

nn,  n       «, 

ten  im  Exponenten  die  Differenz  — ^    = -•    Daraus 

'^  wn,  n        M, 

ergiebt  sich  für  die  MuUipIicaHon  und  die  Division  der  gero- 
chenen Potenzen  von  derselben  Basis  C  die  allgemeine  Regel 

(10)  C    .  C  '  =C         " 


Am  Schlüsse  des  vorigen  §  ist  die  positive  nte  Wurzel  aus 
dem  rationalen  Bruche  -^  als  der  Quotient  der   positiven  nten 

Wurzeln  aus  den  positiven  ganzen  Zahlen  G  und  //  dargestellt 
worden.  Für  die  positive  Wurzel  aus  einer  ganzen  Zahl  G  er- 
giebt sich  vermöge  des  vorigen  §  eine  characteristische  Zerle- 
gung in  Factoren,  sobald  die  Zahl  G  in  das  Product  ihrer  Prim- 
factoren  aufgelöst  wird.  Nach  §  7  ist  dies  nur  auf  eine  einzige 
Weise  möglich,  und  es  sei  G  das  Product  der  Potenzen  der  von 
einander  verschiedenen  Primzahlen  6f^,  6?^,  ..  G   , 


«1   ^y    «5  ^      « 


Dann  wird  G     durch  die  Gleichung 
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«1         ««  f^ 


Cr      =  Cr,        Cr.        ...    Cr 

ausgedrückt.    Hier  sind  die  Exponenten  -  *  ,   — •- ,  .  .    auf  ihre 

kleinste  Benennung  zu  bringen.  Wo  einer  der  Exponenten  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ist,  da  erscheint  in  dem  vorliegenden  Aus- 
druck eine  ganze  Potenz  der  betreffenden  Primzahl  als  Factor, 
in  jedem  anderen  Falle  bezeichnet  der  auf  seine  kleinste  Benen- 
nung gebrachte  Exponent  durch  seinen  Nenner,  welche  Wurzel 
aus  der  zugeordneten  Primzahl  zu  ziehen  sei,  und  durch  seinen 
Zähler,  auf  welche  Potenz  diese  Wurzel  erhoben  werden  müsse. 

§  20.  Additioii,  Babtraotion,  Malttplioation  und  IMvlsiom  ▼oa 
balieblgtti  ratlonal«ii  oder  irrationalen  OrÖMon.  Entspre- 
ohende  Anadebnonfl^  des  Gebietes  der  Analjrsifi-  Beobnnni^  mit 
Potenien,  deren  Basii  eine  beliebige  rationale  oder  irrationale 
ChrOese  iet  nnd  deren  Exponenten  positive  oder  negative 

rationale  Brilohe  sind. 

Durch  die  Erörterungen  der  §  15  und  16  sind  die  vier 
Grundoperatiouen  der  Rechnung  auf  Gretuaverthe  nach  einander 
folgcfidcr  Brüclic,  mithin  wegen  der  in  §  17  gegebenen  Definition 
auf  beliebige  rationale  oder  irrationale  (rrösseti  ausgedehnt  worden. 
Am  Schlüsse  des  §  16  wurde  ein  besonderer  Nachdruck  daraufge- 
legt, dass  die  Differenz  von  zwei  solchen  bestimmten  Grösseti  @ — S 
entweder  positiv,  oder  negativ,  oder  gleich  Null  ist,  und  dass  dem 
entsprechend  Ö  grösser  als  (£,  &  kleiner  als  ffi,  @  gleich  (S  ge- 
nannt wird.  Für  die  beiden  ersten  Fälle  sollen  im  Folgenden 
resi>ective  die  Zeichen  der  Ungleichheit  gebraucht  werden 

®>(S,  tvj<e, 

wobei  der  Fall  der  Gleichheit  als  ausgeschlossen  gilt.  Dass  der 
Fall  der  Gleichheit  eingeschlossen  sei,  m(igcn  die  Zeichen 

@  >  (£,  @  <  e 

andeuten.  Vermöge  der  Rechnung  mit  rationalen  und  irratio- 
nalen Grössen  ist  es  auch  gestattet  tccpw  eifie  Bei)^  von  Brü- 
chcfk  y\  y*\  .. .  die  in  §  15  aufgestelltet^  Bedingungeti  erfSUtj  und 
folglich  diese  Brüche  sich  wieder  eipiem  Graiztcerfhe  &  nähern,  für 
die  betreffende  Grl'tsse  @}  die  Reihe  von  Differefisen  zu  bilden 

&  —  y\  Ü>  — r,  .... 
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jede  Differcne  als  positiv  oder  negativ  eu  heeeichnen  und  su  sagen^ 
dass  die  numerischen  Werthe  derselben  nach  und  nach  beliebig  Jdein 
werden  oder  sich  der  Null  als  Grenjse  nähern.  Nimmt  man  als 
Beispiel  die  beiden  Reihen  von  Brüchen,  welche  in  §  14  zu  der 
Darstellung  der  positiven  Quadratwoirzel  ans  der  Zahl  7  aufge- 
stellt sind,  so  liefert  die  erste  Reihe  die  Reihe  von  Differenzen 

VI     i,  V  I     IQ'  V  I     ,00'  "^  '     1000'  •• 

und  die  zweite  Reihe  die  Reihe  von  Differenzen 

1/7      ^    1/7       2^      1/7       265      ^         2646 

Die  erste  Reihe  von  Differenzen  enthält  lauter  positive,  die  zweite 
lauter  negative  Grössen,   die  sich  der  Null  als  Grenze  nähern. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  das  Ziel  erreicht  ist,  mit  be- 
liebigen bestimmten  Grössen  die  vier  Grundoperationen  der  Rech- 
nung auszuführen,  so  erstreckt  sich  nunmehr  das  Feld  der  ma- 
thematischen Speculation  oder  das  Feld  der  Analysis  auf  alle 
Aufgaben,  die  für  beliebige  bestimmte  Grössen  unter  der  Voraus- 
setzung der  Ausftlhrung  jener  Operationen  gestellt  werden  können. 
Wenn  also,  um  ein  Beispiel  hervorzuheben,  eine  bestimmte  po- 
sitive Grösse  C  gegeben  ist,  welche  rational  oder  irrational  sein 
mag,  so  kann  in  beiden  Fällen  nach  einer  positiven  Grösse  %  ge- 
fragt werden,  welche  auf  die  nte  Potenz  erhoben  gleich  C  wird. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  C  eine  irrationale 
Grösse  sei.  Dass  die  Frage  alsdann  nicht  zwei  verschiedene 
Antworten  zulässt,  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  des  Beweis- 
verfahrens, das  in  §  13  und  dann  in  §  17  zur  Anwendung  gekom- 
men ist.  Eine  Reihe  von  rationalen  Brüchen,  welche  die  in  Rede 
stehende  Forderung  mit  beliebiger  Genauigkeit  erfUUen,  und  die 
sich  einem  bestimmten  Grenewerthe  nähern,  kann  aber  nach  der 
in  §  14  entwickelten  Methode  gefunden  werden.  Denn  wenn  die 
nten  Potenzen  der  Brüche  von  dem  Nenner  a  mit  der  Grösse  C 
verglichen  werden,   so   giebt  es  gerade  wie  in  §  14  stets  zwei 

bestimmte  auf  einander  folgende  Brüche  —  und von  der 

°  a  o 

Beschaffenheit,  dass  i-^j  <  C  und  (7<(- 1    ist. 

Diese  Bemerkung  genügt  vollkommen,   um  die  gesuchten 
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Reiben  von  rationalen  Brüchen  zu  bilden.  Der  Grenzwerth  dieser 
Brücbe  ist  demnach  die  eindeutig  bestimmte  positive  nte  Wured 

n 

aus  der  positiven  Grösse  C,    di^elbe  hat  die  Bezeichnung  V^C 

oder  auch  die  Bezeichnung  C  ,  hieraus  ergiebt  sich  für  jede  po- 
sitive oder  negative  ganze  Zahl  a  eine  eindeutige  Definition  der 

Potenz  C  ,  und  es  gelten  die  Sätze,  welche  in  den  §  18  und 
19  iUr  die  Potenzen  von  positiven  rationalen  Brüchen  bewiesen 
sind,  auch  fiir  die  Potenzen  von  beliebigen  positiven  Grössen 
mit  positiven  oder  negativen  gebrochenen  Exponenten. 

Zu  der  Anwendung  der  entwickelten  Begriffe  bietet  die  im 
vorigen  §  mit  (8)  bezeichnete  Reihe  von  Grössen  eine  Gelegen- 


.nn. 


heit.    Die  positive  Grösse  C    '  hat  vermöge  der  Gleichung  (7*) 

desselben  §  die  Eigenschaft,   dass   ihre  n,te  Potenz  gleich  der 
1 

Grösse  C     ist.    Weil  es  nun  nach  dem  so  eben  Bemerkten  eine 
und  nur  eine  positive  w^te  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse  C 

giebt,  80  ist  C^^^  diese  n,te  Wurzel,   und   man  darf  die  Glei- 
chung aufstellen 


(1) 


(c")^  =  c-V 


.QU. 


Aus  denselben  Gründen  ist  die  Grösse  C  *  gleich  der  eindeu- 
tig bestimmten  positiven  M,ten  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse 

a 

C  ,  und  erhebt  man  beide  Seiten  der  Gleichung,  welche  dies 
ausdrückt,  auf  die  /"»te  Potenz,  wo/*,  eine  beliebige  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  l)edeutet  so  entsteht  die  Gleichung 

Dieselbe  umfasst  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (10)  des 
vorigen  §  die  Hauptregelu  ftlr  die  Rechnung  mit  den  Wurzel- 
grössen  derselben  Basis,  und  zwar  darf  die  Basis  gleich  jeder 
bestimmten  positiven  Grösse  sein. 


Abschnitt  IL 

Elemente  der  Algebra. 

Capitel  I. 
Definition  der  Algebra. 

9  21.  Battonale  ganze  und  rationale  gebroohene  Anedrttoke. 

Es  möge  eine  beschränkte  Zahl  von  Grössen  ausgewählt 
sein  and  mit  diesen  Bestandtheilen  eine  beliebige  aber  der  Zahl 
nach  beschränkte  Reihenfolge  von  Operationen  des  Addirens, 
Subtrahirens,  Multiplicirens  und  Dividirens  vorgenommen  wer- 
den, dann  bildet  die  Untersuchung  der  auf  diese  Weise  entste- 
henden Resultate  den  Gegenstand  der  Disciplin,  welche  gegen- 
wärtig Algebra  genannt  wird.  Bei  der  Anwendung  der  in  Rede 
stehenden  vier  Grundoperationen  ist  zu  erwägen,  dass  nach  den 
in  dem  vorigen  Abschnitte  entwickelten  Principien  der  Gebrauch 
der  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  keinen  Einschrän- 
kungen unterworfen  ist,  der  Gebrauch  der  Division  dagegen  ver- 
langt, dass  der  jedesmalige  Divisor  nicht  gleich  Null  sei.  Dem- 
gemäss  macht  sich  ein  bedeutender  Unterschied  zwischen  dem 
Falle  geltend,  wo  bei  der  Hervorbringung  eines  Resultates  nur 
die  drei  ersten  Grundoperationen  zur  Anwendung  kommen,  und 
dem  Falle,  wo  diese  drei  mit  Hinzuziehung  der  vierten  gebraucht 
werden. 

Wofern  die  ausgewählten  Bestandtheile  oder  Elemente, 
welche  wir  durch  die  Buchstaben  a,  6,  c,  . .  /"  bezeichnen  wollen, 
nur  durch  di€  drei  ersten  Grundoperationen  mit  einander  ver- 
bunden werden,  so  kann  das  Resultat  nur  ein  Aggregat  von  Pro- 
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dncten  sein,  welche  die  Grössen  a,  h,  c,  . .  f  in  beliebiger  Wie- 
derholung und  ausserdem  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
als  Factoren  enthalten.  In  einem  jeden  solchen  Product  lassen 
sich   die  einer  Grösse  a  gleichen  Factoren  zu   einer  positiven 

ganzen  Potenz  a"  vereinigen,  dasselbe  gilt  für  die  übrigen  Grössen 
6,  c,  . .  f,  so  dass  durch  die  Vereinigung  ein  Product  von  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  der  Elemente  o,  6,  c,  . .  f  entsteht.  Wird 
die  als  Factor  des  Products  auftretende  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl  N  genannt,   so   hat   das  Product  die  Gestalt 

Na"b^  ..f^.  Die  Zahl  N  heisst  hier  der  Coefjfkient  des  Pro- 
ducts a"b^  ..f^.  Für  den  Fall,  dass  in  einem  bestimmten 
Product  ein  gewisses  Element  fehlt,  kann  dem  bezüglichen  Ex- 
ponenten der  Werth  Null  beigelegt  werden;  wo  alle  Elemente 
fehlen  und  eine  reine  Zahl  N  auftritt,  sind  alle  Exponenten  durch 
die  Null  zu  ersetzen. 

Ein  zweites  Product  kann  mit  dem  ersten  zu  einem  ein- 
zigen verschmolzen  werden,  wofern  die  Potenzexponenten  der 
Elemente  a,  &,  . . .  /*  einzeln  genommen  mit  einander  überein- 
stimmen, indem  man  die  zugehörigen  Zahlcnfactoren  oder  Goef- 
ficienten  zu  einander  addirt.  Das  aus  den  Elementen  o,  &,  c,  . .  /* 
durch  Addiren,  Subtrahiren,  und  Multipliciren  abgeleitete  Re- 
sultat heisst  ein  algebraischer  raUo^ialer  ganzer  Ättsdruck,  und 
lässt  sich  nach  dem  so  eben  Gesagten  als  ein  Aggregat  einer 
endlichen  Zahl  von  Gliedern 

(1)  Na^'b^  ..f'  +  N'a"'b^  .,f^  +  ... 

darstellen,  bei  welchem  die  Coefficienten  Nj  N\  .  .  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  die  Exponenten  a,  /^, ..  l;  o'j  ß\  ..  ^;  .. 
positive  ganze  Zahlen  mit  Einschluss  der  Null  bedeuten,  und 
wo  in  zwei  verschiedenen  Gliedern  nicht  zugleich  die  Gleichun- 
gen a  =  a',  /^  =/?'..  r=  C'  erfllUt  sind. 

Wie  man  sogleich  erkennt,  haben  die  Ausdrücke  (1)  die 
Eigenschaft,  dass,  wenn  eine  beliebige  aber  beschränkte  Zahl 
von  solchen  aufgestellt  und  aus  diesen  durch  eine  beliebige  aber 
der  Zahl  nach  beschränkte  Reihenfolge  von  Additionen,  Subtra- 
ctionen  und  Multiplicationen  ein  neuer  Ausdruck  abgeleitet  wird, 
derselbe  ein  Ausdruck  von  derselben  Art  werden  muss.  Diese 
Eigenschaft  der  rationalm  ganeefi  Ausdrücke  entspricht  genaa 
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der  gegen  den  Schluss  des  §  10  heryorgehobenen  Eigenschaft  der 
pasüiven  und  negativen  ganzen  Zahlen, 

Wenn  die  Elemente  a,  6,  c,  . . .  /^  durch  alle  vier  Grund- 
cperaiianen  verbunden  werden,  so  entsteht  ein  rationaler  gebro- 
chener Ausdruck,  Es  leuchtet  ein,  dass  die  erste  Anwendung 
einer  Division  einen  Quotienten  hervorbringt,  dessen  Zähler  und 
dessen  Nenner  algebraische  ganze  rationale  Ausdrücke  von  der 
in  (1)  dargestellten  Beschaffenheit  sind.  Weil  nun  die  Addition, 
Snbtraction,  Multiplication  und  Division  von  Brüchen  immer  auf 
die  Bildung  eines  einzigen  Bruches  zurückgeführt  werden  kann, 
so  ist  ein  algebraischer  rationaler  gebrochener  Ausdruck^  der  durch 
eine  beliebige  aber  in  endlicher  Zahl  mit  den  Elementen  a,  b, 
. .  f  vorgenommene  Anwendung  der  vier  Grundoperationen  er- 
zeugt worden  ist,  immer  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler  und 
Nenner  rationale  garuse  Ausdrücke  von  der  in  (1)  dargestellten 
Beschaffenheit  sind. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  an  dieser  Stelle  über  die  De- 
finition der  Algebra,  welche  im  Eingange  des  gegenwärtigen  § 
gegeben  ist,  eine  Bemerkung  zu  machen.  Unter  den  verschie- 
denen mathematischen  Disciplinen  gicbt  es  solche,  deren  Ab- 
grenzung von  vorne  herein  fest  gestanden,  und  solche,  deren  Ab- 
grenzung sich  erst  allmälig  durch  die  Entwickelung  deir  gesammten 
mathematischen  Wissenschaft  bestimmt  hat.  Zu  den  letzteren 
gehört  die  Algebra.  Unter  diesem  Namen  verstand  man  ursprüng- 
lich die  Kunst,  Gleichungen  des  ersten  Grades  aufzulösen.  Als 
aus  der  Beschäftigung  mit  den  Gleichungen  die  Ansiührung  der 
Rechnung  in  allgemeinen  Zeichen  hervorging,  wurde  der  Namen 
der  Algebra  auf  die  Rechnung  in  allgemeinen  Zeichen  übertragen. 
Diesem  Sprachgebrauche  folgt  Newton  in  den  Eingangsworten 
seiner  arithmetica  universalis.  „Die  Rechnung  geschieht  in  Zahlen, 
wie  in  der  gewöhnlichen  Arithmetik,  oder  in  Zeichen,  wie  bei 
den  Analysten.  Jede  der  beiden  Rechnungsarten  gründet  sich 
auf  dieselben  Fundamente  und  strebt  nach  demselben  Ziel,  die 
Arithmetik  auf  bestimmte  und  besondere  Weise,  die  Algebra 
dagegen  auf  unbestimmte  und  allgemeine  Weise." 

Die  vorhin  angegebene  und  heutzutage  geltende  Begriffs- 
bestimmung der  Algebra  wird  dagegen  von  Ikder  in  seiner  iniro- 
ductio  in  analysin  infinitorum  festgehalten.    Seine  Ausdrucks- 
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weise  unterscheidet  sich  aach  darin  von  derjenigen  Newtons,  dass 
Euler,  wie  jetzt  üblich  ist,  mit  dem  Namen  der  ArühmeiUc  die 
Lehre  van  den  ganzen  Zahlen  bezeichnet.  Bei  der  obigen  Defi- 
nition der  Algebra  ist  der  Hauptn&chdruck  darauf  zu  legen,  dass 
die  AnzaM  der  Anwendungen  der  vier  Gmndoperationen  eine 
beschränkte  sein  soll.  Daraus  erwächst  allerdings  Dir  die  vor- 
liegende Darstellung  eine  gewisse  Schwierigkeit;  denn  erst  an 
einer  weit  späteren  Stelle  kann  gezeigt  werden,  wie  sich  durch 
eine  in  unbeschränkter  Anzahl  wiederholte  Anwendung  von 
Operationen  ein  bestimmtes  Resultat  gewinnen  lässt. 

t  22.    Coiuitante  und  variable  Elem«nte. 

In  Bezug  auf  die  Elemente,  aus  denen  die  im  vorigen  § 
definirten  algebraischen  Ausdrücke  zusammengesetzt  werden,  lässt 
sich  die  VerftlgUDg  treffeu,  dass  einige  Elemente  die  einmal  ge- 
wählten Werthc  unveränderlich  behalten,  andere  Elemente  nach 
und  nach  beliebige  andere  Werthe  bekommen.  Die  crsteren  Ele- 
mente werden  unveränderlic/w  Grössen  oder  Constanten^  die  letz- 
teren Elemente  veränderliche  Grössen  oder  Variahein  genannt. 
Die  ersteren  mögen  durch  die  Buchstaben  a,  6,  c,  ..,  die  letz- 
teren durch  die  Buchstaben  x,  y,  e^  .  ,  bezeichnet  werden.  Ein 
aus  beiden'  Gattungen  von  Elementen  nach  einer  bestimmten  • 
Vorschrift  gebildeter  algebraischer  Ausdruck  zeigt  die  Eigen- 
schaft, seinen  Werth  eu  ändern^  sobald  den  Variabein  x,  y,  je,  . . 
afidere  ufid  andere  Wert/ie  beigelegt  werden.  Insofern  ist  der 
Werth  des  Ausdruckes  von  den  Werthen  der  Variabdn  abhängig, 
und  der  Ausdruck  heisst  eine  algebraische  Function  der  Varia- 
belen  x,  y,  e,  . .  Er  wird  eine  dlgebraisclhe  regionale  ganze 
Function  der  Variabdn  x,  y,  e,  ,  ,  genannt,  wenn  die  Variabdn 
nur  in  den  drei  ersten  Grundo2)erationen  zur  Anwendung  kam- 
men,  wird  dagegen  eine  algebraische  rationale  gebrochene  Fundion 
der  Variabdn  x,  y,  z,  , .  genannt,  wenn  die  Variabdn  in  aUen 
vier  Grundoperationen  zur  Anwendung  kommen. 

Man  erkennt  leicht,  dass,  wenn  llir  die  Variabein  x,  y,z, . , 
nur  die  drei  ersten  Grundoperationen,  dagegen  tür  die  Constanten 
a,  bj  c,  . .  alle  vier  Grundoperationcu  zugelassen  sind,  die  Varia- 
bein X,  y,  z,  . .  nur  in  positiven  ganzen  Potenzen  und  in  Pro- 
ducten   dieser  Potenzen  erscheinen  können.    Zu   solchen  Pro- 
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dacten  kann  nur  noch  ein  Factor  hinzutreten,  der  ausschliess- 
lich aus  den  Constanten  a,  b,  Cj  ,  .  gebildet  ist,  und  zwar  darf 
dieser  Factor  die  Gonstanten  nach  der  getroffenen  Voraussetzung 
auch  in  auszuführender  Division  enthalten.  Da  der  in  Rede 
Btehende  Factor  nur  aus  Constanten  besteht,  so  ist  er. selbst 
eine  constante  Grösse;  er  wird  der  Coefficient  des  Products  von 
positiven  ganzen  Potenzen  der  Variabeln  genannt.  Auf  dieselbe 
Weise,  wie  in  dem  vorigen  §  geschlossen  ist,  dass  ein  rationaler 
ganzer  Ausdruck  der  Elemente  a,  b,  c,  . ,  f  die  dort  mit  (1)  be- 
zeichnete Gestalt  hat,  wird  jetzt  geschlossen,  dass  eine  alge- 
braische rationale  ganze  Function  der  Variabein  x,  y,  -e",  . .  gleich 
einem  am  einer  endlichen  Zahl  von  Gliedern  bestehenden  Aggre- 
goit  von  der  folgenden  lieschaffetiJieit  ist 

(1)  Mx^y^'i^r.  +  M' x'' r"' g""'  ..-f.. 

Die  Coefficienten  M,  M\  ..  sind  constante  Grössen,  die  Expo- 
nenten A,  /t/,  V,  ..;  l\  //',  I'',  ..  positive  ganze  Zahlen  mit  Ein- 
schluss  der  Null.  Es  dari'  dabei  angenommen  werden,  dass 
solche  Glieder,  die  in  Bezug  auf  die  sämmtlichcn  Potenzen  der 
Variabein  übereinstimmen,  durch  Addition  der  Coefficienten  schon 
in  ein  GHed  vereinigt  sind,  und  dass  daher  iür  je  zwei  ver- 
schiedene in  (l)  auftretende  Glieder  die  Gleichungen  Z  =  A', 
//  =  i.i\  V  =v\  . .  nicht  zugleich  eriüllt  sind. 

Sobald  für  die  Variabein  x,  y,  ^,  . .  auch  die  Division  er- 
laubt ist,  so  folgt  aus  den  Erörterungen  des  vorigen  §  unmit- 
telbar, dass  nach  Ausführung  aller  vorgeschriebenen  Operationen 
nur  eine  Division  übrig  bleibt.  Mithin  ist  eine  algebraische  ra- 
tioncde  gebrochene  Function  der  Variabein  x,  y,  z,  . .  stets  gleich 
einem  Bruche,  dessen  Zähler  und  dessen  Nenner  eine  algebraische 
ratiofiale  gatize  Function  der  Variabehi  x,  //,  z,  . .  ist. 

Eine  Function  von  einer  Variable  x  wird  durch  die  Cha- 
racteristik  f{x),  eine  Function  von  zwei  Variabeln  x,  y  durch  die 
Characteristik  f{x,  y),  u.  s.  f.  angedeutet.  .Eine  Gelegenheit,  den 
Begriif  einer  algebraischen  Function  und  die  so  eben  erwähnte 
Bezeichnungsweise  an  Beispielen  zu  erklären,  bietet  sich  in  den 
folgenden  §  §. 


Liptcbitz,-  AiMÜysia. 
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Capitel  II. 

Algebraische  rationale  ganze  Fnnctionen  mit  einer  Variable 

und  Ton  einem  beliebig  hohen  Grade. 

Algebraische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  und 

von  einem  beliebig  hohen  Grade. 

I  28.    Oanse  Funotlon  des  ersten  Grades  mit  einer  Variable. 
Qleiohang  des  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten. 

Die  algebraischen  ratiofKjdeft  ganzen  Functionen  van  einer 
Variable  x  sind  der  nächste  Gegenstand  der  Torzunehmcnden 
Untersuchung.  Vernittge  der  in  (1)  des  vorigen  §  gegebenen 
Darstellung  ist  eine  solche  Function  gleich  dem  Aggregat  einer 
endlicJien  Zahl  unter  einander  verschiedener  positiver  ganzer  Po- 
tenzen der  Variable  x,  welche  in  constante  Coefficienten  multi- 
plicirt  sind.  Die  Potenzen  der  Variable  x  können  nach  der 
Grösse  der  Exponenten  geordnet  werden,  so  dass  die  Potenz, 
deren  Exponent  der  grosseste  ist,  oder  die  höchste  Potenz  be- 
ginnt, und  die  übrigen  Potenzen  in  absteigender  Reihe  folgen, 
bis  das  in  x^  niultiplicirte  constante  Glied  den  Schluss  macht. 
Auf  diese  Weise  erhält  die  in  Rede  stehende  Function  die 
Gestalt 

(1)  f(x)  =  a^x''  4-  a,  /"^  +  . .  +  a^_^  x  +a^. 

Diese  Function  wird  nach  dem  Exponenten  ihrer  höchsten  Po- 
tenz eine  algebraische  rationale  gatuc  Function  des  nten  Grades 
genannt.  Die  constanten  Coefficienten  a^,  a^,  ...  a^,  deren  An- 
zahl gleich  n  -h  1  ist,  sind  an  sich  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen, weil  die  Ausführung  der  drei  ersten  Grundoperationen, 
für  welche  sie  allein  verwendet  werden,  keine  Einschränkung 
erfordert.  Sobald  aber  der  Nachdruck  darauf  gelegt  wird,  dass 
diese  Function  in  der  That  vom  nten  und  von  keinem  niedri- 
geren Grade  sein  soll,  so  muss  der  Coefficient  a^  nothwendig 
einen  von  der  Null  verschiedenen  Werth  haben.  Diese  Voraus- 
setzung möge  von  jetzt  ab  gelten,  wo  nicht  ausdrücklich  das 
Gegentheil  erklärt  wird. 

Eine  Function  vom  Grade  Null  ist  gleich  der  reinen  Con- 
stante a^  und  enthält  die  Variable  x  materiell  nicht.  Die  Function 
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des   niedrigsten   Grades,    in  der  die  Variable  x  materiell  vor- 
kommt, ist  die  Function  des  erstell  Grades 

(2)  f{x)  =  a,x+a,. 

Hier  erhebt  sieb  sogleich  die  Frage,  ob  der  Variable  x 
ein  Werth  f  beigelegt  werden  kann,  durcli  dessen  Substitution 
die  Function  a^,x  +  a^  gleich  Null  wird.  Dies  ist  die  Frage 
nach  der  Auflösung  der  Gleichung  des  ersten  Grades 

(3)  a,^  +  a,  =  0. 

Weil  der  Coefficient  a^  als  von  der  Null  verschieden  vorausge- 
setzt ist,  so  bezeichnet  der  Bruch 

I 

einen  bestimmten  Werth,  der  ftlr  f  genommen  «o  ?  4-  Oj  zu  Null 
macht.     Darum  hat  die  Gleichung  (3)  die  Auflösung 

a, 


1= 


1 
a 


0 


Man  kann  sich  leicht  davon  tiberzeugen,  dass  es  keinen  zweiten 
von  ^  verschiedenen  Werth  giebt,  welcher  die  Gleichung  (3)  eben- 
falls befriedigt.  Denn,  wenn  ein  solcher  existirte,  so  würde  aus 
den  beiden  Gleichungen  a^,  f  -f  a,  =  0  und  a^a  +  a^  =  0  durch 
Subtraction  die  Gleichung 

folgen.  Nun  kann  aber  nach  §  16  ein  Product  von  zwei  Grössen 
nicht  verschwinden,  wenn  jeder  der  beiden  Factoren  von  Null  ver- 
schieden ist.  Der  erste  Factor  a^  ist  nach  der  allgemein  gel- 
tenden Voraussetzung  von  Null  verschieden;  folglich  muss  der 
zweite  Factor  a  —  ^  gleich  Null  sein.  Darum  sind  die  Werthe 
a  und  ^  nothwendig  einander  gleich,  und  das  war  behauptet 
worden.  Ein  Werth  ^,  welcher  eine  mit  demselben  gebildete 
Gleichung  befriedigt,  heisst  eine  Wurzel  der  Gleichung,  Es  hat 
sich  also  gezeigt,  dass  für  die  Gleichung  des  ersten  Grad^  (3) 
immer  eine  uml  nur  eine  Wurzel  vorhanden  ist,  nämlich  die  Wurzel 


(4)  ^'=-^*- 

Dieser  Satz  hat  fiir  die  Function  des  ersten  Grades  (2)  die 
Bedeutung,  dass  dieselbe  für  einen  und  nur  für  einen  Werth 
der  Variable  x,  das  ist,  illr  den  Werth  x  =  ^  gleich  Null  wird. 
Die  Function  des  ersten  Grades  (2)  lässt  sich  nun  auch  in  die 
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Gestalt  bringen  a^x+  a^-\  welche  vermöge  der  Oleichang  (4) 
in  den  Ausdruck 

(5)  Oo(^-f) 

übergeht.  Dieser  Ausdruck  ist  geeignet,  den  im  vorigen  §  ein- 
geführten Begriff  einer  algebraischen  Function  zu  erläutern.  Von 
den  beiden  Factoren  des  Products  a„(x  — |)  ist  der  erste  con- 
stant  und  von  Null  verschieden,  der  zweite  dagegen  nimmt,  so- 
bald die  Variable  x  gleich  einer  bestimmten  Grösse  gesetzt  wird, 
einen  bestimmten  zugehörigen  Werth  und,  sobald  der  Variable 
X  nach  und  nach  andere  Werthe  beigelegt  werden,  seinerseits 
ebenfalls  bestimmte  aber  nach  und  nach  andere  Werthe  an. 
Giebt  man  der  Variable  x  Werthe,  die  grösser  sind  als  f,  so 
wird  der  zweite  Factor  positiv,  giebt  man  der  Variable  x  Werthe, 
die  kleiner  sind  als  £,  so  wird  der  zweite  Factor  negativ.  Weil 
das  Product  einer  von  Null  verschiedenen  Grösse  a^  in  einen 
positiven  Factor  das  Vorzeichen  von  a„  behält,  dagegen  das 
Product  der  Grösse  a„  in  einen  negativen  Factor  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  annimmt,  so  bekommt  die  Function  (2),  die 
dem  Ausdrucke  (5)  gleich  ist,  ttir  die  Werthe  von  x  der  ersten 
Art  das  Vorzeichen  der  Grösse  a„,  dagegen  ftlr  die  Werthe 
von  X  der  zweiten  Art  das  der  Grösse  (i„  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. Zwischen  den  Werthen  der  ersten  Art  und  den  Wer- 
then  der  zweiten  Art  liegt  der  einzige  Werth  x  =  S,  der  die 
Function  (2)  zum  Verschwinden  bringt. 

Um  ein  Beispiel  zu   geben,    sei   die  Function  des   ersten 

Grades  (2)  die  folgende 

f(x)  =  2jr-  3. 

Dann  hat  die  Gleichung  des  ersten  Grades 

2f  — 3  =  0 

die  eine  und  nur  die  eine  Wurzel  ^=      •     Hieraus  entspringt 

f&T  die  Fnnction  f{x)  die  Darstellang 

nx)=2lx-iy 

3 
Für  jeden  Werth  von  x,  welcher  grösser  ist  als  --  ,  wird  f{x) 

gleich  einer  positiven  Grösse,  für  jeden  Werth  von  x,   welcher 

kleiner  ist  als   *,  ,  wird  f(x)  gleich  einer  negativen  Grösse,  und 
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3 

nur  tlttr  den  Werth  x^=—  gleich  der  Nnll.    Der  Gebrauch  der 

Charactenstik  f{x)  besteht  darin,  dass  die  betreffenden  Werthe 
der  Variable  x  an  die  Stelle  von  x  in  die  Klammer  gesetzt 
werden.  Wenn  die  Variable  x  nach  und  nach  gleich  den  Grössen 
—  2,  —1,  0,  1,  2,  3,  . .  gesetzt  wird,  so  entstehen  Itlr  die  obige^ 
Function  f{x)  die  folgenden  zugehörigen  Werthe 

/•(— 2)  =  — 7     <0 

/•(0}  =  — 3     <0 

/•(i)  =  -i    <0 

A2)=-fl     >0 

/•(3)==-h3    >0, 
wo   die   Zeichen   der  Ungleichheit  nach   den  Definitionen   des 
§  20  angewendet  sind. 

Auch  für  die  allgemeine  Function  des  ersten  Grades 
a^x  +  a^  leuchtet  es  ein,  dass,  sobald  die  Variable  x  der  Reihe 
nach  gleich  den  positiven  und  negativen  natürlichen  Zahlen, 
von  der  Null  anfangend,  gesetzt  wird,  zwei  zugehörige  aufeinander 
folgende  Werthe  der  Function  beständig  die  Differenz  a^  haben. 
Eine  Reihe,  bei  der  je  zwei  aufeinander  folgende  Glieder  immer 
dieselbe  Differenz  zeigen,  heisst  eine  arithmetische  Beihe.  Dem- 
nach bilden  die  Werthe 

..  — 2a„  +  a,,  -a^  +  a, ,  a,,  a^  4-  a,,  2a^  +  a^,  .. 
eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  fortschreitende  arithmetische 
Beihe  mit  der  Differenz  a^. 

f  24.    Oanse  Funotioii  des  sweltMi  ChradM  mit  «iBer  Varlabl«. 
Oleiohiuig  des  zweiten  Grades  mit  einer  Unbekannten. 

Bei  der  Function  des  zweiten  Grades  von  der  Variable  x 

(1)  f{x)  =  a^x^  +a^x-^  a, 

ist  nun  wieder  die  Frage  zu  beantworten,  ob  es  Werthe  x  =  ^ 
giebt,  für  welche  f{^)  =  0  wird,  oder  die  Frage  nach  der  Auf- 
lösung der  Gleichung  des  zweiten  Grades 

(2)  aX  +  a,^+a,  =  0. 

Wir  halten  uns  hier  an  die  Betrachtung  der  Function  f(x)  und 
bemerken,  dass  dieselbe,  da  a^  von  Null  verschieden  vorausge- 
setzt  ist,   gleich   dem  Ausdrucke   ao(a?'H — -x^ — ^i  gesetzt 
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werden  darf.    In  der  Function  a;*  -f   -^  x  -h  -'  wird  das  Aggre- 

gat  der  beiden  ersten  Glieder  mit  Hinznttlgang   des  Quadrates 

\-  gleich   dem  Quadrat  von   dem  Ausdrucke  x  +  --^  •    Auf 

diese  Weise  entsteht  lllr  die  Function  i*  4-     *     4 — ^  die  Dar- 
Stellung 


**)       ('  -  jt) 


+ 


4a^aj  — a* 
4«!  " 


und  für  die  Function  f'{x)  die  entsprechende  Darstellung 
(5) 


'•{h  ty  *  "-'.ri 


Das  Verschwinden  von  /'(^r)  ist  nur  dadurch  möglich,  dass  der 
Ausdruck  (4)  gleich  Null  wird  und  mit  dem  letzteren  Ausdruck 
verhält  es   sich  folgendermassen.    Der  erste  Summand   hat  als 

das  (Quadrat  des  Ausdruckes  x  -\ — -  die  Eigenschaft,  sobald  dia- 

ser  Ausdruck  einen  positiven  oder  negative^i  Wirth  erhalt^  po- 
sitiv zu  sein  und  nur  dann  gleich  Null  zu  werden,  sobald  dieser 
Ausdruck  den  Werth  Null  annimmt.  Daher  kann  der  erste  Sum- 
mand niemals  negativ  werden.  Dagegen  ist  der  zweite  Sum- 
mand, welcher  einen  constanten  Werth  hat,  entweder  negativ^ 
oder  gleich  Null,  oder  positiv,  und  zwar  hängt  dies  lediglich 
von  der  im  Zähler  befindlichen  Verbindung 

(6)  4a„a,— aj 

ab,  da  der  Nenner  4a^  als  ein  volles  Quadrat  stets  das  posi- 
tive Vorzeichen  hat. 

Im  ersten  Falle  ist        ---}—! ^    eine    positive   Grösse, 

und  nach  dem  letzten  §  des  ersten  Abschnittes  giebt  es  immer 
eine  positive  zweite  Wurzel  oder  Quadratwurzel  aus  dieser 
Grösse;  sie  heisse 

(7)  ,^_|/-4aa    +a!  . 
dadurch  nimmt  der  Ausdruck  (4)  die  Gestalt 
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A  3 

Im  zweiten  Falle  ist  -  ^*-7^^  =  0,  und  daher  wird  der 
Ausdruck  (4)  gleich 

Im  dritten  Falle   existirt   aus  dem    erwähnten  Motiv  eine 

4(1  (i  — d 
positive  Quadratwurzel   aus  der   pofytiven  Grösse  — ^— ^ — -, 

die  mittelst  des  Zeichens 


(10)  ^^|/4«„fl  -a| 

notirt  werden  soll;  dann  wird  der  Ausdruck  (4)  gleich  dem 
Ausdrucke 

Der  Ausdruck  (8)  ist  eine  Differaiz  vofi  zwei  Quadraten,  der  Aus- 
druck (9)  ein  einziges  Quadrat^  der  Ausdruck  (11)  die  Summe 
von  zwei  Quadraten, 

Nun  lässt  sich  jede  Differenz  von  zwei  Quadraten  p* — g* 
als  das  Product  der  beiden  Factoren  (p  —  g[){p+q)  darstellen. 
Demnach  wird  der  Ausdruck  (8)  gleich  dem  Product  von  zwei 
Factoren 

deren  jeder  die  Variable  x  nur  in  der  ersten  Potenz  enthält. 
Dieses  Product  verschwindet,  sobald  einer  seiner  Factoren  ver- 
schwindet, und  das  geschieht  beziehungsweise  bei  dem  ersten 
und  bei  dem  zweiten  Factor,  je  nach  dem  x  einen  der  beiden 
Werthe  f ,  oder  |,  erhält, 

Diese  beiden  Werthe  sind  von  einander  verschieden,  weil  ihre 

Differenz  den  Werth 

(14)  ^.-^,  =  2» 

hat,  und  2  SB  nicU  gleich  Null  ist.     Diese  beiden  Werthe   sind 

Wurzeln  der  Gleichung  (2),   und   ausser  denselben  kann   keine 

Wurzel  a  vorhanden  sein,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird.    Durch 

die  Einsetzung  einer  solchen  Grösse  a  für  o:  mUsste  das  Product 

(12)  verschwinden.    Weil  aber  in  dem  entstehenden  Product 
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(3)  {x-a){x-ß) 

ausgedrückt  werden^  wo  a  and  ß  irgend  welche  Constanten  be- 
deuten sollen.  Denn  gesetzt,  dies  wäre  der  Fall,  so  würde  das 
Produet  (3)  sowohl  durch  den  Werth  a;  =  a,  wie  auch  durch 
den  Werth  x  =  ß  gleich  Null  werden,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Wir  sahen  in  dem  vorigen  §,  dass  die  Unter- 
scheidung der  in  Rede  stehenden  drei  Fälle  von  der  dortigen 
Verbindung  (6)  abhängt.  Durch  Zusammenfassung  der  Besultate, 
die  den  drei  Fällen  zugehören,  entsteht  daher  der  Satz,  dcßs  die 

Function  des  eweiiefi  Grades  a?*  H — -x  -^ — -  in  ewei  Factoren 

des  ersten  Grades  {x  —  a)  ufid  (x — ß)  verlegt  werdt^ikanny  sobald 
die  Verbindung  4a^a^  — aj  negativ  oder  gleich  Null  ist,  jedoch 
nicht  in  ein  solches  Produet  verlegt  werden  kann,  sobald  die  Ver- 
bindung 40^0,  —  a\  positiv  ist.  Auf  diese  Weise  kann  unter 
den  Beispielen  (17;  des  vorigen  §  die  Function  x*  -{-  x —  1  und 
die  Function  x*  —Gx  +  9  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades 
zerlegt  werden,  dagegen  ist  dies  bei  der  Function  x*  +  x+1 
nicht  möglich. 

Das  Charakteristische  der  Unterschiede,  welche  hier  offenbar 
werden,  liegt  in  der  Thatsache,  auf  die  im  vorigen  §  aufmerksam 

gemacht  worden  ist,  dass  die  Funktion  x*  H — - — i — ^  je  nach 

den  drei  auftretenden  Fällen  gleich  einer  Differenz  von  swei 
Quadraten^  gleich  einem  eineigen  Quadrate,  oder  gleicli  einer  Summe 
von  Mwei  Quadraten  ist.  Eine  Differem  von  zwei  Quadraten 
a*  —  6*  ist,  wie  dort  erwähnt,  gleich  denn  Produet  der  Factoren 
a  —  b  und  a  +  b,  welche  sowohl  in  Bezug  auf  a  wie  in  Bejmg 
auf  b  vom  ersten  Grade  sind.  Das  Quadrat  a*  ist  gleich  dem 
Producie  der  beiden  gleichen  Factoren  a.  Die  Summe  von  zwei 
Quadraten  a*  +  6'  kann  dagegen  nicht  gleich  eineni  Produet  von 
zwei  Factoren  sein,  die  in  Bezug  auf  a  ufid  in  Bezug  auf  b  vom 
ersten  Grade  sind^  wie  Aa  4-  /i6  und  va+  ^ft,  wo  /,  /i,  v,  q  6e- 
liebige  von  a  und  b  unabhängige  Werthe  bedeuten.  Denn  die  Summe 
von  zwei  Quadraten  a'  +  b*  kann  nicht  zu  Null  gemacht  werden, 
ausser  indem  sowohl  a  als  b  gleich  Null  genommen  wird. 
Sollte  aber 

(4)  a*  +6»  =  (Aa-f /ifc^ya  +  ^ft) 
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sein,  so  würde  daraus  ein  Widerspruch  entstehen;  denn  der 
Ausdruck  der  rechten  Seite  kann  immer  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden,  ohne  dass  gleichseitig  a  und  b  gleich  Null  ge- 
nommen werden,  und  zwar  dadurch,  dass  man  einen  der  beiden 
Factoren,  etwa  den  ersten  Xa-^-f^b  zum  Verschwinden  bringt. 
In  dem  Factor  la-\-fib  dürfen  nicht  X  und /i  zugleich  gleich  Null 
sein,  weil  der  Factor  sonst  immer  gleich  Null  wäre.  Ist  nun  l  aliein 
gleich  Null,  so  verschwindet  Xa  +  ^ib^  indem  man  a  einen  be- 
liebigen von  Null  verschiedenen  Werth  und  b  den  Werth  Null 
beilegt.  Ist  //  allein  gleich  Null,  so  verschwindet  ka  +  fib, 
indem  man  a  den  Werth  Null  und  b  einen  beliebigen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  beilegt.  Sind  weder  k  noch  /ti  gleich  Null,  so  ver- 
schwindet Xa+  fib,  wofern  man  die  Werthe  vonaundi  so  annimmt, 

dass   —  = wird.     Also  flihrt    die  Annahme   (4)  in  allen 

vorhandenen  Fällen  auf  den  Widerspruch,  dass  die  linke  Seite 
nur  versehwinden  kann,  indem  sowohl  a=0  als  (  =  0  genommen 
wird,  die  rechte  Seite  dagegen  auch  auf  andere  Arten  zu  Null 
gemacht  werden  kann. 

§  26.  Einffthniiiff  der  Reohnnoff  mit  reeUen  und  ImaginKrm 
oder  mit  oomplexen  Chrössen.    Addition,  Bulitraotion,  Mnltl- 

plioation  der  oomplexen  Orössen. 

Da  es  sich  als  unmöglich  herausstellt,  die  Summe  von  zwei 
Quadraten  a'  +  6'  als  ein  Product  von  zwei  Factoren  darzu- 
stellen ,  die  in  Bezug  auf  a  und  auf  b  vom  ersten  Grade  sind, 
so  hat  man  ein  Rechenzeichen  und  ein  zugehöriges  Reehenver- 
fahren  ersonnen,  wodurch  eine  solche  Darstellung  der  Form  nach 
erhalten  wird. 

Wenn  z  irgend  eine  veränderliche  Grösse  bedeutet,  so  ist 
der  Ausdruck  a^  —  b^z^  gleich  dem  Product  von  zwei  Factoren 
(a—bz){a-\-bz).  Sobald  nun  festgesetzt  wird,  dass  z  ein  Rechen- 
zeichen  vorstellen  soll,  und  dass,  nachdem  mit  diesem  Rechen- 
zeichen ein  Product  aus  zwei  Factoren  a—bz  und  a  +  bz  ver- 
möge der  itlr  die  Multiplication  zweier  Ausdrücke  geltenden 
formellen  Regeln  gebildet  ist,  in  dem  Resultat  das  Quadrat  des 
Rechenzeichens  z  durch  die  negative  Einheit  ersetzt  wird,  so 
geht  durch  diese  Substitution  der  Form  nach  das  erhaltene 
Produkt  {a  —  bz){a  +  bz)  in  den  Ausdruck  a'-fi"  über. 
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Ein  solches  zu  dem  genannten  Behufe  eingeführtes  Rechen- 
zeidien  ist  die  aus  der  negativen  Einheit  gezogene  Quadratwurzel 

und  mit  Hülfe  dieses  Rechenzeichens,  dessen  Quadrat  immer  durch 
die  negative  Einheit  ersetzt  werden  muss,  entsteht  die  formelle 
Zerlegung  der  Summe  a'  4-  6*  in  ein  Product  von  zwei  Factor en 
(1)  a»  +  6*  =  (a— 6i)(a  +  6t). 

Das  Rechenzeichen  i  heisst  eine  imaginäre  Einheit^  das  Pro- 
duct  einer  bestimmten  positiven  oder  negativen  Grösse  b  in  die 
imaginäre  Einheit  oder  bi  eine  rein  inuiginäre  GrössCy  im  Gegen- 
sätze hierzu  heisst  eine  bestimmte  positive  oder  negative  Grösse  a 
eine  reelle  Grösse,  femer  wird  die  Summe  einer  reellen  Grösse 
a  und  einer  rein  imaginären  Grösse  bi  eine  complexe  Grrösse 
genannt. 

Die  Regeln  flir  die  Grundoperationen  der  Rechnung  mit  com- 
plexen  Grössen  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  sie  die  Gleichung 
(1)  nach  sieh  ziehen.  Sie  müssen  daher  der  Form  nach  ans 
den  Regeln  fttr  die  Grandoperationen  der  Rechung  mit  belie- 
bigen reellen  Grössen  abgeleitet  werden,  während  die  Regel 
hinzukommt,  dass  überall  das  Zeichen  i*  durch  die  negative 
Einheit  zu  ersetzen  ist.  Demzttfolge  darf  das  Gleichsein  von 
zwei  complexen  Grössen 

keine  andere  Bedeutung  habeti^  als  dass  der  reelle  Theil  a  gleich 
dem  reellen  Theilc  a\  und  der  rein  imaginäre  Theil  bi  gleich  dem 
rein  imaginären  Theile  b'i,  das  heisst,  die  reelle  Grösse  b  gleich 
der  reellefi  Grösse  b*  ist.  Eine  andere  Auffassung  einer  solchen 
Gleichung  würde  den  Widersinn  in  sich  schliessen,  dass  t  gleich 
einer  reellen  Grösse  würde,  während  das  Quadrat  einer  reellen 
Grösse  stets  positiv  ist  und  daher  die  vorgeschriebene  Glei- 
chung »■=—1  nicht  befriedigen  kann.  Nach  der  gegenwärtigen 
Bestimmung  ist  eine  complexe  Grtkise  a  -f-  6 1  gleich  Null  und  nur 
dann  gh*ich  Null,  we^msowoM  a=0  wie  auch  b  =  0  ist. 

Die  Addition  und  die  Subtraction  von  zwei  complexen  Grössen 
simi  so  auszuführetk,  dass  respfrtive  die  reellefi  Bestandtheile  ut^ 
die  Factorcfi  von  i  additi  und  subtrahirt  werdet^.  Man  hat  also 
fttr  die  Summe  und  die  Differenz  von  zwei  complexen  Grössen 
a  +  6i  und  c  +  di  die  Gleichungen 
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(  (a  +  6t)  +  (c+dt)=(a-f  c)  +  (6  +  d)» 
^^^  f  (a  +  bi)-(c  +  di)=(a-c)'\'(b-d)i. 

Die  Büäung  einer  Summe  complexer  Grössen  ist  demnach 
von  der  Anordnung  der  Summanden  unabhängig.  Die  Differenz 
(a  +  6f) — (c  +  di)  verschwindet  femer  dann  und  nur  dann,  wenn 
die  complexen  Grössen  a  -\-bi  und  c-\-  di  einander  gleich  sind. 

Die  Multiplication  von  zwei  complexen  Grössen  a  +  bi  und 
c  -¥  di  erfolgt  nach  der  Gleichung. 
(3)  (a  +  bi){c  +  di)=aC'-bd  +  {bc  -\-ad)i. 

Die  reclite  Seite  ist  entstanden,  indem  das  Product  formell  aus- 
geführt und  der  Bestandtheil  bdi*  durch  —bd  ersetzt  ist.  Die 
Gleichung  (3)  hat  die  Eigenschaft,  dass  wenn  a-\-bi  mit  c  +  di, 
das  heisst,  wenn  a  mit  c  und  zugleich  b  mit  d  vertauscht  wird, 
die  rechte  Seite  ungcändert  bleibt.  Auf  solche  Weise  schliesst 
man,  dass  ein  Product  zweier  complexer  Grössen  und  auch  ein 
Product  mehrere)'  complexer  Grössen  von  der  Anordnung  seiner 
Factoren  unabhängig  ist. 

Die  aufgestellten  Regeln  für  die  Addition^  Subtraction  und 
Multiplkation  complexn-  Grössen  sind  von  de)'  Art,  dass,  wenn 
man  dieselben  auf  dir  beiden  Seifert  von  gültigm  zwischen  com- 
plexen Grösscfi  bestehenden  Gleichungen  anwendet,  wieder  richtige 
zwischen  complexen  Grössen  bestehende  Gleichungen  hervorgehen. 
Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  muss  gezeigt  werden,  dass 
aus  zwei  Gleichungen  a  +  bi  =  a'  +  b'iy  c+  di  =  c/  -\-  d'i  bei  der 
Additimi,  der  Subtraction  und  der  Multiplication  die  Gleichungen 
{a  +  bi)  -f  (c  +di)  =  {a'  H-  Vi)  +  (&  4- d't) 
(a  +  ^2)  —  {c  +  di)=(a'  +  b'{)—{c'  +  d'i) 
ia-hbi){c+di)={a'  +  b'i)ic'-^d'i) 
folgen.  Nun  haben  die  beiden  vorausgesetzten  Gleichungen 
a  +  bi=a*  4-  b'i  und  r  +  di  =  c'  +  d'  i  den  Inhalt,  dass  zu  gleicher 
Zeit  a=a',  b  =  b\  c=c\  d=d'  ist,  die  abgeleiteten  Gleichungen 
bedeuten  aber  zufolge  der  in  (2)  und  (3)  enthaltenen  Definitionen 
foldendes :  die  erste,  dass  a  -f  c  =  a'  +  c',  b  +  d  =rb'  -hd',  die 
zweite,  'dass  a  —  c=a'  —  c',  b  —  d=b*  —  d\  die  dritte,  dass 
ac  —  bd=a'&  —  b*d',  bc  -\-ad=V c'  -{-  a* d*  i%t  Diese  Gleichungen 
sind  richtige  Conclusionen  aus  den  vorausgesetzten;  daher  ist 
die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen. 

Es  fragt  sich,  ob  nach   der  gegebenen  Definition  des  Pro- 
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ducts  von  zwei  complexen  Grössen  auch  der  Satz  bestehen  bleibt, 
dass  ein  Product  dann  und  nitr  dann  gleich  Null  tvird,  wenn 
einer  seiner  Factoren  gleich  Ntdl  ist. 

Um  den  Inhalt  dieses  Satzes  dentlich  zu  machen,  wollen 
wir  die  Beziehungen  zwischen  reellen  Grössen  aufsuchen,  welche 
derselbe  ausdrückt.  Das  Product  der  complexen  Grössen  (a  +  bi) 
und  (c  +  dt)  wird  durch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  dar- 
gestellt. Diese  complexe  Grösse  ist  gleich  Null,  wenn  bei  der- 
selben der  reelle  Theil  und  der  Factor  von  %  gleich  Null  sind, 
dass  heisst,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

(4)  ac— 6d=0,  hc  +  ad  =  0 

befriedigt  sind.  Das  Verschwinden  der  complexen  Grösse  a  +  hi 
setzt  die  beiden  Gleichungen 

(5)  a=0,  6  =  0 

das  der  complexen  Grösse  c  •\-  di  die  beiden  Gleichungen 

(6)  r  =  0,  d  =  0 
voraus. 

Dass  das  Product  (a  +  6i)  (c  +  d  t)  verschwinden  muss,  sobald 
der  Factor  a-k-bi  oder  der  Factor  c  +  di  verschwindet,  leuchtet 
sofort  ein;  denn  sowohl  die  beiden  Gleichungen  (5)  wie  auch 
die  beiden  Gleichungen  (6)  bewirken  das  Verschwinden  von 
aC'{-hd  und  von  hc-^-ad.  Damit  aber  das  Product  (a  +  6i) 
(c+di)  nur  dann  gleich  Null  werden  kann,  wenn  einer  der 
beiden  Factoren  gleich  Null  ist,  müssen  die  beiden  Gleich- 
ungen (4)  die  nothwendige  Folge  haben,  dass  efUweder  die 
beiden  Gleichungen  (5)  oder  die  beiden  Gleichungen  (6)  be- 
friedigt sind. 

Diese  Folge  besteht  allerdings ;  sie  beruht  auf  einer  Grund- 
eigenschaft der  Summen  von  zwei  Quadraten,  welche  so  lautet: 
Werden  ewei  Summen  von  zwei  Quadraicfi  a*  4-  6*  und  c*  +  d* 
mit  einander  muUiplicirt,  so  ist  iltr  Product  vermöge  der  Gleichung 

(7)  (a*  +  &«)(c^-f  d*)  =  (a(?  — 6d)*+(6r  +  ad)* 
ebenfalls  gleich  einer  Summe  von  ewei  Quadratefi, 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  indem  die 
beiden  Quadrate  der  rechten  Seite  wirklich  gebildet,  die  Pro- 
ducte  —  2acbd  und  2bcad  gegen  einander  fortgehoben  und 
die  vier  Glieder  der  Summe  aV*  4- fe*d* +  6*r*  +  a*d*  zu  der 
Summe  (a*  +  6*)r*  -4-  (a*  -h  i*)d*  vereinigt  werden.    Sobald  nun 
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zwischen  den  reellen  Grössen  a,  6,  o,  d  die  beiden  Gleichungen 
ac — &d=0  and  bc-¥ad=0  gelten,  so  verschwindet  die  Qua- 
dratsnmme  auf  der  rechten  Seite  von  (7),  und  die  linke  Seite 
von  (7)  muss  ebenfalls  gleich  Null  sein.  Diese  ist  das  Product 
der  beiden  reellen  Fartoren  (a*  4-6*)  und  (r*  -h  d*).  Für  ein  Pro- 
duct von  zwei  reellen  Grössen  ist  in  §  16  der  Satz  bewiesen, 
dass  dasselbe  nicht  verschwinden  kann,  wenn  jeder  der  beiden 
Factoren  von  Null  verschieden  ist.  Folglich  musy  entweder  der 
Factor  a*  +  b*,  oder  der  Factor  c^  +  d*  gleich  Null  sein.  Nun 
kann  die  Summe  der  Quadrate  von  zwei  reellen  Grössen  nicht 
gleich  Null  sein,  ausser  wenn  die  Basen  beider  Quadrate  gleich 
Null  sind.  Daher  zieht  die  Annahme  a* +6*  =  0  die  beiden 
Gleichungen  (5)  a=0  und  6  =  0,  die  Annahme  c*-hd*  =  0  die 
beiden  Gleichungen  (6)  c=0  und  d=0  nach  sich.  Deshalb 
folgt  aus  dem  Verschwinden  des  Products  (a4- 6t)(c  4- di)  ent- 
weder das  Verschmnden  des  Factors  a  +  bi  oder  das  Verschwinden 
des  Factors  c  +  di  und  das  war  der  noch  zu  beweisende  Theil 
des  in  Rede  stehenden  Satzes. 

i  27.    Division  der  oomplexen  Grössen.    Einheiten  auf  dem 

Gebiete  der  oomplexen  Grössen. 

Jetzt  kann  auch  der  Begriff  der  Division  auf  complexe 
Grössen  ausgedehnt  werden.  Wenn  a  4-  6  i  eine  beliebige  com- 
plexe Grösse  bedeutet  und  c  4-  d  i  eine  cofnplexe  Grosse^  die  nicht 
gleich  Null  ist,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Grösse  r-\-  si,  welche 
mit  der  complexen  Grösse  c-\-di  mtdtiplicirt  gleich  der  oomplexen 
Grösse  a  +  bi  wird.    Diese  complexe  Grösse  r  -\-si  ist  gleich  dem 

Ausdrucke (a-hbi)l''^——^ ,        ,tj  und  wird  als  der  Quotient 

bei  der  Division  des  Dividendus  a4-6t  durch  den  Divisor  c-^-di 

oder  als  der  Bruch 

a-k-bi 

c  +  di 
beeeichrhet. 

Die  Voraussetzung,  dass  c  4-  cii  eine  von  Null  verschiedene 

complexe  Grösse  sei,  muss  deshalb  getroffen  werden,  weil  das 

Product  jeder  complexen  Grösse  r+si  und  der  Null  gleich  der 

Null  ist,  mithin  das  Product  {r+si){c  4-  di)  niemals  gleich  einer 

von  der  Null  verschiedenen  complexen  Grösse  a  +  bi  werden 


80  DiTision  der  complexen  Oröseen.  §  27. 

kann.  Bei  der  geltenden  Voraussetzang,  dass  c-\-di  nicht 
gleich  Null  ist,  kann  auch  die  Qnadratsumme  c*+d*  nicht 
gleich  Null    sein,   und   deshalb  ist   in   dem  obigen  Ausdrucke 

(a-\-bi)\-r—-Tz TT^ii)  die  mit  der  reellen  (irösse  c*  +  d* 

auszuführende  Division  durchaus  gerechtfertigt.  Weil  ferner  bei 
der  Multiplication  dieses  Ausdruckes  mit  der  Grösse  c-h  dt  zuerst 
das  Product  der  beiden  Faetoren 


(?Tdi-c-^irf5')(''  +  '^'' 


gebildet    werden  darf  und  weil  dieses  Product   nach  der  Regel 

c*  d* 

(3)  des  vorigen  S  gleich   -r — -ri-h  -= — rr  ,   das  ist,  gleich  der 

c   +  (i        c   -{-  a 

Einheit    wird,    so    liefert    die   Multiplication    des    Ausdruckes 

(a-f  6  0(-i T^ i T^i]   Hiit   der    Grösse    (e-hdi)    in    der 

V  +  d       ir  -{-  d*  I 

That  die  verlangte  Grösse  a+i?. 

Eine  von  dem  angegebenen  Ausdrucke  r  -{-  si  verschiedene 

complexe    Grösse    r'  +  s'  i    kann    die     bezeichnete    Forderung 

deshalb    nicht    erillllen,    weil    aus    der    Annahme    der   beiden 

Gleichungen 

(/•  -f  Ät)(r  +  di)=a  4-  6i 

(r'  4-s'i)(o-h  di)  =  a-\-bi 

durch  SfibiraettMi  die  Gleichung 

{r  '{' si  —  r'  —  s' i)(c -h  di)  =  0 

folgen  wUrde.    Das  Product  der  linken  Seite  mUsste  gleich  Null 

sein,   und    dieser    Umstand    zieht   nach   dem   am  Schlüsse  des 

vorigen  §  bewiesenen  Satze  mit  Nothwendigkeit  das  Verschwinden 

von  einem   der  beiden  Faetoren  nach  sich;   der  Factor  c-\-di 

ist  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt,   folglich  müsste  der 

andere  Factor 

r  +  si  —  r*  —  s'  i 

gleich   Null  sein,   und   das    heisst  gerade,    dass  die  complexen 
Grössen  r  +  si  und  /'  +  s' i  einander  gleich  sind. 

Für  die  "gegebene  Definition  der  Division  von  zwei  com- 
plexen Gri^ssen  Hlsst  sich  genau  wie  itir  die  drei  ersten  Gmnd- 
operationen  beweisen,  d,*i^s  aus  zwei  Gleichungen 

n  +  6  ;  =r «'  +  f/  f ,    (  -f  d  f  =?=  r'  -h  d'  i 
die  Gleichheit  der  beiden  Quotienten  folgt 
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a  +  bi^a'+b'i 

Datier  ist  es  gestattet ,  auf  die  beiden  Seiten  von  gültigen 
zwisciien  complexen  Grössen  bestehenden  Gleichungen  gemäss  den 
gegebenen  Definitionen  die  vier  Grundoperationen  des  Addirens, 
Subtrahirens,  Mtdtiplicirens  und  Dividirens  anzuwenden. 

Der  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtung  war^  die  Gleichung 
(1)  des  vorigen  § 

a«4-6*=(a-6t)(a  +  6i). 

Die  beiden  complexen  GrösBen,  in  welche  hier  die  Summe 
der  Quadrate  a*  +  b^  zerlegt  wird,  haben  denselben  reellen  Theil, 
während  die  Factoren  von  %  in  dem  imaginären  Theile  gleich 
und  entgegengesetzt  sind.  Aus  der  Grösse  o+  6t  entsteht  durch 
Umkehrung  des  Vorzeichens  von  6  die  Grösse  a  —  bi^  und  durch 
dasselbe  Verfahren  verwandelt  sich  a  —  bi  ina  +  6t  zurück. 
Zwei  complexe  Grössen,  welche  dieselbe  Bejsriehung  eu  einander 
hohen,  une  a-^-bi  und  a  —  bi,  heissen  zu  einander  conjugirt.  Eine 
reelle  Grösse  ist  sich  selbst  conjugirt,  und  wenn  eine  complexe 
Grösse  c-f  di  der  complexen  Grösse  c  —  d»,  mit  welcher  sie  conju- 
girt ist,  auch   gleich  ist,   so  muss  sie  reeü  sein.    Denn  aus  der 

• 

Gleichung 

c-\-di=c — di 
folgt  fUr  0  keine  Bestimmung,  dag^en  folgt,  dass  2d,  mithin 
auch  d  gleich  Null  sein  muss.  Mne  rein  imaginäre  Grösse  ist 
der  ihr  entgegengesetzten  conjugirt,  und  wenn  eine  complexe  Grösse 
c  +  di,  zu  der  ihr  conjugirten  Grösse  c  —  di  addirt,  die  Summe 
NtiU  liefert,  so  muss  sie  rein  imaginär  sein.    Denn  aus  der  Gleichung 

c  -i-  di  -h  c  —  di  =  0 
folgt  für  d  keine  Bestimmung,  dagegen  folgt,  dass  2  c,  also  auch 
c  gleich  Null  sein  muss.  Das  Product  einer  complexen  Grösse 
c-^-  di  in  die  if^r  conjugirte  c  —  di  ist  die  Summe  der  reellen  Qua- 
drate c*4-d',  mithin  immer  eine  positive  Grösse,  und  nur  dann 
gleich  Null,  wenn  c  +  d  i  =  0  ist',  dasselbe  heisst  die  Norm 
der  complexen  Grösse  c  +  d  i.    Die  positive  Quadratwurzel  aus  der 

Norm  1/  c*  +  d*  wird  der  analytisclie  Modtd  der  complexen  Grösse 
c-\'di  genannt.  Die  conjugirten  Grössen  c  +  di  und  c — di 
haben  demnach  dieselbe  Norm  und  densdben  analytischen 
Modul, 

Lipschitx,  AnalyslB.  ^ 
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Wenn  man  jeder  von  zwei  beliebigen  complexen  Grössen 
a  +  bi  und  c  +  di  respective  die  derselben  conjugirte  complexe 
Grösse  a^-bi  und  c  —  di  gegenüberstellt,  und  von  den  Grössen 
a  —  bi  und  c  —  di  nach  den  aufgestellten  Regeln  die  Summe, 
die  Differenz,  das  Product,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass 
0*  +-  d^  nicht  gleich  Null  ist,  auch  den  Quotienten  nimmt,  so 
zeigen  die  resultirenden  Ausdrücke 

(1 )  (a  —  6 1 )  +  (c  —  d  i)  =  a  +  c  -  (6  +  d)  t 

(2)  (a  — 6i)  — (c-dt)  =  a  — c  — (6  — d)t 

(3)  (a  — 6i)(c  — di)=a<:  — 6d-(ad+  bc)% 


(4) 


c  —  dt  \c*  +  d*      c^  +  d*  / 


mit  den  für  a  +  6  i  und  c  +  di  gebildeten  entsprechenden  Aus- 
drücken verglichen,  dass  jedesmal  der  reelle  Theil  der  gleiche, 
der  Factor  von  t  in  dem  rein  imaginären  Theile  der  entgegen- 
gesetzteist. Durch  die  wiederholte  Anwendung  dieser  Beobachtung 
entsteht  der  folgende  allgemeine  Satz.  Wenn  afis  einer  belie- 
bigen aber  beschränkten  Anzahl  von  complexen  Grössen  a  -h  bi, 
c  +  dij  e  •\-  fij , ,  durch  eine  beliebige  aber  beschränkte  Anzahl  von 
Operationen  des  AddirenSy  Subtrahirens^  MtdtiplicirensundDividirens 
ein  Resultat  abgeleitet  wird,  das  nach  der  Trennung  des  reellen  und 
imaginären  Theiles  gleich  der  complexen  Grösse  r  -\-  si  ist,  und 
wenn  hierauf  mit  den  eu  den  geg^enen  conjugirten  Grössen  a  — 6  i  , 
c  —  di j  e  —  fi , .  ,  dieselbe  ReiJhe  von  Operationen  ausgeführt 
wird,  so  ist  das  hervorgehende  Resultat  gleich  der  eu  r -y  si 
conjugirten  Grösse  r  —  si. 

Ein  aus  gegebenen  complexen  Elementen  auf  die  bezeich- 
nete Weise  erhaltener  Ausdruck  bildet  eine  Verallgemeinerung  der 
Ausdrücke,  welche  durch  die  entsprechenden  Operationen  aus 
reellen  Elementen  gebildet  werden,  und  von  denen  der  Eingang 
dieses  Abschnittes  handelt.  Sobald  die  complexen  Grössen  a  +  bi, 
c  +  di ,  e  -{-  fi , , .  nur  durch  die  drei  ersten  Grundöperationen 
verbunden  werden,  so  entsteht  ein  algebraischer  rationaler 
ganzer  Ausdruck  dieser  Elemente;  wofern  auch  die  Division  benutzt 
wird,  entsteht  ein  algebraisclier  rationaler  gebrochener  Ausdruck 
dieser  Elemente, 

Wenn   die    Gleichung   (3)   des   gegenwärtigen   §   und    die 
Gleichung  (3)  des  vorigen  §  verbunden  werden,  indem  man  die 
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coDJugirten  Factoren  der  linken  Seite  nnd  die  eonjugirten  Aus- 
drücke der  rechten  Seite  mit  einander  multiplicirt,  so  erhält 
man  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  § 

(a*  +  6«)  (c*  +  d«)  =  (ac  —  6  d)«  +  (6  c  +  a  d)*. 
Ich  habe  es  aber  vorgezogen,  diese  Gleichung  zuerst  durch 
Operationen  abzuleiten,  die  sich  ausschliesslich  auf  dem  Gebiete 
der  reellen  Grössen  bewegen,  weil  ich  die  Gültigkeit  dieser 
Gleichung  als  eine  Thatsache  ansehe,  auf  welche  sich  die  Theorie 
der  complexen  Grössen  stützt,  und  iUr  die  aus  dieser  Theorie 
zwar  ein  Beweis  aber  keine  Erklärung  entnommen  werden  kann. 
Nach  der  eingeführten  Terminologie  lässt  sich  der  Inhalt  der 
Gleichung  so  aussprechen,  dass  die  Norm  des  Produds  von  ewci 
complexen  Grössen  gleich  dem  ProdtAct  der  Normen  der  beiden 
Fcu^toren  ist. 

Um  sich  das  Wesen  der  complexen  Grössen  leichter  ver- 
ständlich zu  machen,  kann  man  bei  ihrer  Betrachtung  einen 
Gang  einschlagen,  der  sich  dem  im  ersten  Abschnitte  für  die 
reellen  Grössen  genommenen  Gange  anschliesst.  Es  mögen  zu- 
erst nur  solche  complexe  Grössen  gebildet  werden,  bei  denen 
der  reelle  Theil  und  der  Factor  von  i  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  sind;  aus  complexen  Grössen  von  dieser  Eigen- 
schaft a-¥biy  c-hdi,  e-^fi,,,  kann  durch  Anwendung  der  drei 
ersten  Grundoperationen  nur  eine  complexe  Grösse  r  •{-  si  ent- 
stehen, bei  der  r  und  s  wieder  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind.  Es  mögen  zweitens  nur  solche  complexe  Grössen 
gebildet  werden,  bei  denen  der  reelle  Theil  und  der  Factor  von 
i  positive  oder  negative  rationale  Brüche  sind;  aus  complexen 
Grössen  von  dieser  Eigenschaft  a  +  bi,  c-hdi,  c4-/'i,..  kann 
durch  Anwendung  der  vier  Grundoperationen  nur  eine  complexe 
Grösse  r-\-si  entstehen^  bei  der  r  und  s  positive  oder  negative 
rationale  Brüche  sind.  Zu  einer  dritten  Gattung  gehören  die 
complexen  Grössen,  bei  denen  entweder  der  reelle  Theil  oder  der 
Factor  von  i  eine  irrationale  Grösse  ist,  oder  beide  irrationale 
Grössen  sind.  Gauss  hat  eine  complexe  Grösse  a-^bi,  bei  der  a  und 
b  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind,  eine  complexe  ganee 
2kMy  eine  complexe  Grösse  a-f-  &t,  bei  der  a  und  b  positive  oder 
negative  rationale  Brüche  sind,  eine  complexe  rationale  Zahl  ge- 
nannt und  eine  Theorie  dieser  Zahlen  gegründet. 
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Die  vorhin  berührte  Gleichung  (7)  des  vorigen  §  drückt, 
wenn  a,  b,  c,  dy  ganze  Zahlen  sind,  den  Satz  aus,  dass  das 
Product  von  zwei  Zahlen,  deren  jede  gleich  einer  Summe  von 
zwei  ganzen  Quadraten  ist,  selbst  gleich  einer  Summe  von  zwei 
ganzen  Quadraten  ist.  Es  sei  zum  Beispiel  a=l,  6=2; 
c  =  2,  d  =  3  so  findet  sich 

a«  +J*=5,  c«4-d«  =  13, 
ac  —  bd=—  4ty  6cH-ad=7, 
(ac  —  6  d )« -f  (6  r  +  ad)*=  65, 
5.13=65. 

Auf  dem  Gebiete  der  i)ositiven  und  negativen  reellen  Grössen 
sind  die  beiden  Einheiten  -f- 1  und  —  1  vorhanden.  Auf  dem  Ge- 
biete der  complexen  Grössen  tritt  zu  diesen  beiden  die  imagiiiäre 
Ein/teit  i  und  ausser  dieser  noch  die  entgegengesetzte  imaginäre 
Einheit  — i  hinzu.  Diese  vier  Einheiten  sind  nach  der  vorhin 
gegebenen  Definition  complexe  ganze  Zahlen  und  haben  die  ge- 
meinsame Eigenschaft,  dass  die  Norm  von  jeder  derselben  gleich 
der  reellen  positiven  Einheit  ist;  denn  die  complexe  Grösse 
X  -h  yi  nimmt  nach  einander  die  Werthe  +  1,  —  1,  i,  — i  an, 
sobald  beziehungsweise  a;=l,  y  =  0,  dann  2?  =  —  1,  y  =  0, 
hierauf  a:  =  0,  y  =  1,  und  endlich  a:  =  0,  y  =  —  1  genommen 
wird,  und  für  jedes  Paar  dieser  gauzzahligen  Werthe  gilt  die 
Gleichung  x^  +  y*  =  1-  Wenn  jetzt  festgesetzt  wird,  dass  jede 
complexe  ganze  Zahl  x  +  yt,  für  welche  die  Gleichung  a;*  +  y*  =  1 
erMlt  ist,  eine  Einheit  heissen  soll,  so  lässt  sich  zeigen,  dass 
es  ausser  jenen  vier  Einheiten  keine  anderen  giebt  Es  kann 
durch  zwei  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  x  und  y  die 
Gleichung  a;*  +  y*  =  1  nicht  erftillt  werden,  wenn  eine  der  bei- 
den ganzen  Zahlen  einen  grösseren  numerischen  Werth  hat  als  1, 
denn  schon  das  Quadrat  der  Zahl  Zwei  ist  gleich  4.  Auch 
können  nicht  x  und  y  beide  numerisch  gleich  der  Einheit  sein, 
weil  x^  -H  y*  dann  gleich  Zwei  würde.  Also  erlaubt  jene  Glei- 
chung nur  die  vier  Auflösungen,  bei  denen  entweder  a:=I,  y=0, 
oder  a:= — 1,  y=^0,  oder  a;=0,  y=l  oder  a;=0,  y  =  — 1  ist 
Dieselben  bringen,  wie  schon  bemerkt,  für  a;  -^  yi  die  vier  Werthe 
hervor 

+  1,  —1,  -hi,  -i, 
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and  diese  sind  demnach  die  vier  einzigen  im  Gebiete  der  complexen 
Crrössen  vorhandenen  Einheiten. 

Diese  vier  Einheiten  können  aus  der  imaginären  Einheit 
t  erhalten  werden,  indem  man  dieselbe  successive  mit  sich  selbst 
multiplicirt  oder  auf  ganze  Potenzen  erhebt.  Vermöge  der  für 
die  Multiplication  geltenden  Regel  kommt 

i*=t,  t*  =  —  1,  i'  =  —  t,  i*  =  l,  t*  =  i,  ... 

Nachdem  bei  der  Erhebung  auf  die  vierte  Potenz  der  Werth 
der  positiven  reellen  Einheit  erschienen  ist,  wiederholen  sich 
die  Werthe  t,  —1,  —  t,  4-1  in  regelmässiger  Folge.  Um  daher 
den  Werth  einer  beliebig  hohen  positiven  Potenz  von  i,  etwa  i*' 
zu  finden,  ist  der  Exponent  v  durch  die  Zahl  4  zu  dividiren 
und  der  zugeordnete  Rest  q  zu  bestimmen,  der  nach  §  9  eine 
der  Zahlen  0,  1,  2,  3  sein  muss.  Dann  wird  die  in  Rede 
stehende  Aufgabe  durch  die  Gleichung 

gelöst;  das  Zeichen  i^  stellt  die  reelle  positive  Einheit  dar. 

f  28.    Zerlegbarkelt  von  Jeder  Function  des  zweiten  Chrades 
einer  Variable  bei  Anwendung  der  Rechnung  mit  complexen 

Chrössen. 

Die  im  §  25  angestellte  Betrachtung  der  rationalen  ganzen 

Function  des  zweiten  Grades  -^  =x*  H — ^-x  +  —  schloss mit 

fix) 
dem  Resultate  ab,  dass  die  Function  — —   entweder  den  Werth 

Null  annehmen  kann  und  dann  gleich  einem  Product  von  zwei 
Factoren  des  ersten  Grades  (x  —  a)(x~ß)  wird,  oder  nicht  den 
Werth  Null  annehmen  und  dann  auch  nicht  gleich  einem  solchen 
Product  (x  —  a)(x  —  ß)  werden  kann.  Die  Einführung  der 
Rechnung  mit  complexen  Grössen  hat  nun  die  Wirkung,  diesen 
•Unterschied  aufzuheben.    In  dem  zuletzt  erwähnten  Falle  wurde 

f(x) 
die  Function  — --^  gleich   dem  Ausdrucke    (11)  des   §  24,   bei 

welchem 

'  4a!t 
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war,  also  galt  die  Darstellung 

(1)  ^s  +  ?i^H-«.=L+  «aVsV 

Bei  der  Anwendung  der  Rechnung   mit  coniplexcn  Grössen 
wird  die  Quadratsumme  der  reclUen  Seite  gleich  dem  Product 

(2)  {,^^-iB)(.^-^^iB), 

dessen  jnoei  Factor en  in  Bezug  auf  die  Variable  x  von  dem  ersten 
Grade  sind.  Damit  treten  aUe  garten  Functionen  des  zweiten 
Grades  auf  eine  und  dieselbe  Stufe;  jede  ganze  Function  des 
zweiten  Grades  von  x  kann  als  ein  Product  von  zwei  Factoren 
des  ersten  Grades  von  x  dargestellt  werden,  und  die  zugeordnete 
Gleichung  hat  stets  zwei  Wurzeln.  Das  Product  (2)  lässt  sich 
zum  Verschwinden  bringen,  indem  x  entweder  einen  complexen 
Werth    erhält,   durch   den   der  erste  Factor  gleich  Null  wird, 

nämlich  den  Werth  f,  = — r-^  4- »2?,  oder  indem  x  einen  com- 

'  2ao 

plexen  Werth  erhält,  durch  den  der  zweite  Factor  gleich  Null 
wird,  nämlich  den  Werth  ^,  =  ""0  *    —iB.      Die    Gleichung 


2  a 


0 


f(^)=0  hat  in  Folge  dessen   die  beiden   coinplexen  Wurzeln 

und  zwar  sir^  diese  Wurzeln  von  einander  verschieden^  weü  ihre 
Differenz  den  Werth 
(4)  |.-|.=2iB 

ergiebty  und  2B  nicht  gleich  NuU  ist.  Da  sich  die  beiden 
Wurzeln  nur  durch  das  Vorzeichen  des  Factors  von  i  unter- 
scheiden, so  sind  sie  zu  einander  cofijugirt. 

Eine  complexe  Grösse  y  +  (Jt,  welche  weder  gleich  ^,  noch 
gleich  ^,  ist,  kann  den  Ausdruck  (2)  nicht  zu  Null  machen. 
Denn  sonst  mUsste  das  Product 

gleich  Null  sein,  ohne  dass  einer  der  beiden  Factoren  gleich 
Null  wäre,  und  das  ist  nach  dem  letzten  Satze  des  §  26  un- 
möglich.  Daher  )iat  die  Gleichung  f(^)^0  in  dem  gegenwärtigen 
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Feile,  ICO  die  Verbindung  ia^a^ — a\  positiv  isty  die  beidefi  in 
(3)  bezeichneten  conjugirten  complexen  Wuredn  mik?  ausser  diesen 
Tceine  andere  Wured. 

In    dem   dritten  Beispiele  (17)  des  §24   war  die  Function 

a:*  +  x+  l  =  /j;-hM  4.?. 

gegeben,  und  B  =  -Yi .  Die  conjngirten  complexen  Wurzeln 
der  zugehörigen  Gleichung  sind  demnach 

Wenn  man  die  in  (3)  definirten  complexen  Wurzeln  f ,  und  f, 
der  Gleichung  f{S)  =  0  rückwärts  in  die  Factoren  des  Ausdrucks 
(2)  einfuhrt,  so  erhält  derselbe  die  Gestalt 

(5)  (^-?J(^-?J 

welche  mit  der  Gestalt  von  (1)  und  (2)  in  §  25  ganz  über- 
einstimmt. 

Nunmehr  hmnen  die  Wuredn  der  quadratischen  Gleichung 
/'(5)  =  0  fiir  alle  drei  unterschiedenen  Fälle  durch  diesdben  Aus- 
drücke dargestellt  werden,  nämlich 

Die  G-rösse  (o  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung 

und  zwar,  wefin  4  a^  a^  —  aj  <  0  ist,  die  positive  Quadrativurzd 
aus  der  Grösse 2~« ~9   wenn  4rt„a,  —  aj  =  0  ist,  gleich 


Null,  wenn  ^a^a^  —  a?>0  ist,  gleich  dem  Product  aus  der  ima- 
ginären Einheit  i  in   die  positive  Quadrattoureel  aus  der  Grösse 

— --'- — *   .    Für   die  Ä/mw«  f . -h  f ,    und   für   das  Product 
Aal 

f  1  5«  folgen  aus  (6)  durch  eine  leichte  Rechnung  die  Gleichungen 

(8)  ,      ^.  +  ^.=  -^,1.1,-?- 

Mit  Hülfe  der    Wurzeln  ^,  und  ^j,  die  in  (6)  ausgedrückt  sind, 
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wird  die  Function  f{x)  gleich  dem  Produci  van  etoei  Faciorcn  des 
ersten  Grades  in  Besug  auf  die  Variable  x 

(9)  /"(^)=«o(^-ft)(^-^.). 

Die  beiden   Fadoren  (a:  — f,)  und  {x — f,)  sind  für  einefi 

beliebig  veränderlichen  reellen  Werth  von  x,  wenn  4a^a^  —  a]<:0 

ist,  reeU  und  von  einander  verschieden^  wenn  4a^a,  —  aj=0  ist^ 

redl  und  einander  gleich,  wenn  4a^  q, —  aj[>>0  ist^  coniplex  und 

eu  einander  cof^jugirt.    Niemals  ist  es  möglich,  die  Function  fix) 

für  einen  beliebigen  Werth  von  z  durch  eine  Gleichung 

auf  eine  von  der  Gleichung  (9)  verschiedet^  Weise  in  Fadoren 
eu  eerlegen.  Die  Annahme,  dass  q^  von  ^^  und  ^,  verschieden 
sei,  und  dass  p,  von  ^,  und  f,  verschieden  sei,  führt  nUmlich 
durchaus  zu  ebensolchen  Widersprüchen  wie  die  oben  erörterte 
Annahme,  dass  es  in  dem  besondern  Falle  von  zwei  complexen 
conjugirten  Wurzeln  ^,  und  f ,  eine  von  diesen  verschiedene 
Wurzel  gebe. 

|29.     Beine  Oleiohimir^n  eines  bellebl^n  hohen  Grades  von 

der  Gestalt  cü°=  C. 

Die  mitgetheilte  allgemeine  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichung  f(^=0  tührt  auf  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  § 
zurück,  durch  welche  eine  Grösse  lo  bestinmit  wird,  deren 
Quadrat  gleich  einer  gegebenen  Grösse  sein  soll.  Eine  Gleichung, 
durch  welche  eine  Grösse  (o  verlangt  wird,  von  der  die  positive 
ganjse  nte  Potenz  gleich  einer  gegebenen  Grösse  C  sein  soll, 

(1)  10^  =  0 

heisst  eine  reine  Gleictning  des  nten  Grades,  auch  eine  zwei- 
gliedrige oder  binomische  Gleichung  des  nten  Grades, 

Die  Gleichung  (7)  des  vorigen  §  ist  demnach  eine  reiche 
quadratische  Gleichung,  Die  reine  Gleichung  des  nten  Grades 
(1)  enthält,  wofern  G  eine  positive  Grösse  ist,  dieselbe  Forde- 
rung, mittelst  welcher  in  §  14  und  später  in  §  20  des  ersten 
Abschnittes  die  positive  nte  Wurzel  aus  einer  positiveti  Grösse  G 
definirt  worden  ist.  Der  an  jenen  Stellen  bewiesene  Satz,  dass 
die  positive  nte  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse  C  eindeutig 
bestimmt  ist,  sagt  nichts  anderes  aus,  als  dass  di^  Gleichung 
(1)  bei  eif^em  positiven  C  eine  und  nur  eine  positive  Wurzel  hat. 
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Ob  die  Gleichung  (1)  bei  einem  positiven  G  auch  durch 
negative  Werthe  von  o)  befriedigt  werden  könne,  ist  im  ersten 
Abschnitte  nicht  erörtert  worden,  kann  indessen  sehr  leicht  be- 
stimmt werden.  Weil  eine  negative  Grösse,  eine  ungerade 
Zahl  von  Malen  mit  sich  selbst  multiplicirt,  ein  negatives  Re- 
sultat, dagegen,  eine  gerade  Zahl  von  Maten  mit  sich  selbst  mul- 
tiplicirt,  ein  positives  Resultat  liefert,  so  kommt  es  darauf  an, 
ob  die  Zahl  n,  welche  den  Grad  der  Gleichung  (1)  ausdrückt, 
ungerade  oder  gerade  ist.  Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so 
kann  keine  negative  Grösse  lo  auf  die  wte  Potenz  erhoben  gleich 
der  positiven  Grösse  C  werden.  Wenn  dagegen  n  eine  gerade 
2kdd  ist,  so  wird  die  in  Rede  stehende  Gleichung  durch  die  mit 
der  negativen  Einheit  multiplicirte  vorhin  definirte  positive  ntc 
Wurzel  aus  C  ebenfalls  erfüllt.  Ausser  dieser  negativen  Grösse 
kann  dies  aber  keine  von  derselben  verschiedene  negative  Grösse 
leisten;  denn  sonst  mtisste  die  betreffende  Grösse  durch,  die 
Multiplication  mit  der  negativen  Einheit  aus  einer  von  der  zuerst 
angewendeten  Wurzel  verschiedenen  positiven  Wurzel  erhalten 
werden  können,  und  eine  solche  giebt  es  nicht. 

Sobald  die  Grösse  G  negativ  angenommen  wird,  und  n  eine 
ungerade  Zahl  bedeutet,  so  giebt  es  keinen  positiven,  dagegen 
einen  und  nur  einen  negativen  Werth,   welcher   die  Gleichung 

(1)  befriedigt.  Denn  nach  dem  so  eben  Erörterten  hat  die  Glei- 
chung 

(2)  tc>'"=  — C 

eine  und  nur  eine  positive  Wurzel,  und  deren  negativ  genom- 
mener Werth  genügt  der  Gleichung  (1).  Die  Gleichung  (1)  kann 
aber  keine  andere  negative  Wurzel  haben,  weil  eine  solche,  mit 
der  negativen  Einheit  multiplicirt,  eine  andere  positive  Wurzel 
der  Gleichung  (2)  liefern  würde. 

Sobald  endlich  die  Grösse  G  negativ  angenommen  wird, 
und  n  eine  gerade  Zahl  bedeutet,  so  existirt  keine  positive  oder 
negative  Grösse,  welche  die  Gleichung  (1)  erfUllt,  weil  die  Er- 
hebung auf  einen  geraden  Exponenten  stets  ein  positives  Resul- 
tat erzeugt.  Daher  findet  in  diesem  Falle  schon  bei  der  reinen 
quadratischen  Gleichung  die  Einführung  der  imaginären  Grössen 
ihren  Platz.    Die  reine  quadratische 


90  Anwendung  der  trigonometrischen  Functionen.  §  30. 

zeigt  die  beiden  rein  imaginären  einander  entgegengesetzten 
Wurzeln 

iV^^C',  -iV-C. 
Die  Frage  nach  der  Auflösung  der  reinen  Gleichung  des 
nten  Grades  (1)  kann  nun  die  allgemeine  Fassung  erhalten, 
dass  alle  reellen  oder  complexen  Gr(5s8en  verlangt  werden, 
welche  dieser  Gleichung  gentigen.  Dieser  Frage  entspricht 
die  allgemein  gültige  Antwort,  dasSy  wenn  die  Grösse  C 
nicht  gleich  Null  ist,  die  betreffende  reine  Gleichung  des  nten 
Grades  immer  genau  n  von  eifiander  verscfnedene  Wurzeln  hat. 
Durch  dieses  Resultat,  welches  sogleich  abgeleitet  werden  soll, 
bestätigt  sich  der  Werth  der  Einftlhrung  der  complexen  Grössen. 

§  80.  Darst^Uimsr  einer  oomplezen  OrOeee  mit  Anwendviiff 
des  Sinns  nnd  des  Oosinns  eines  sn^ehöriffen  Winkels.  Snt- 
spreohende  Darstellonsr  einer  stanzen  Potens  einer  oomplezen 

Chrösse. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  alle  complexen  Grössen  a  +  bi 
zu  betrachten,  welche  ftlr  to  gesetzt  die  Gleichung 

(1)  io''=C 

erfllUen,  bei  der  wir  uns  zunächst  wieder  C  gleich  einer  reellen 
positiven  Grösse  denken  wollen,  so  ist  von  der  complexen  Grösse 
a-h  bi  die  positive  ganze  wte  Potenz  nach  den  illr  die  Multi- 
plication  der  complexen  Grössen  geltenden  Kegeln  zu  bilden. 
Diese  nte  Potenz  besteht  aus  einem  reellen  Theil  r  und  einem 
rein  imaginären  Theil  si,  wo  r  und  s  algebraische  rationale 
ganze  Ausdrucke  der  Elemente  a  und  b  sind,  und  weil  r  +  si  = 
C  sein  soll,  so  muss  der  reelle  Theil  r  gleich  der  gegebenen 
reellen  Grösse  ü  und  der  imaginäre  Theil  si  gleich  der  Null 
sein,  wodurch  das  Verschwinden  des  reellen  Factors  s  bedingt 
ist.  Es  treten  daher  an  die  Stelle  der  einen  Gleichung  (1)  die 
beiden  Gleichungen 

(2)  r=C,   s  =  0, 

und  dienen  zu  der  Bestimmung  der  beiden  reellen  Grössen  a 
nnd  by  aus  denen  sich  die  complcxe  Grösse  a  +  bi  zusammen- 
setzt. 

Die  Bildung  der  wten  Potenz  (a  +  b  if  kann  nun   mit  Hin- 
zuziehung von  gewissen  Hülfsvorstellungen  auf  eine  cigenthtim- 
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liehe  Art  bewerkstelligt  werden.  Eine  complexe  Grösse  a  +  6<, 
die  nicht  gleich  Null  ist,  hat  nach  einer  in  §  26  gemachten  Be- 
merkung eine  von  Null  verschiedene  Norm  a'  +  6*,  und  daher 
auch  einen  von  Null  verschiedenen  analytischen  Modul,  die  po- 
sitive Quadratwurzel  l/a*  -h  6* .  Deshalb  darf  jede  von  Null 
verschiedene  complexe  Grösse  durch  ihren  analytischen  Modul 
dividirt  und  mit  demselben  multiplicirt  werden,  so  dass  die 
Gleichung 
(3)       a  +  fti  =  v/a»irpr/        «         +        J' A 

entsteht.    Der  Factor  -^ -^  4-  —> i  hat  jetzt   die 

Eigenschaft,  dass  seine  Norm  oder  die  Summe  der  Quadrate 
der  reellen  Grössen  -y^ und     ^ — r^ —  gleich  der  Ein- 

heit  ist.  Die  gleiche  Eigenschaft  kennt  man  bei  den  trigono- 
metrischen Functionen  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels,  Es  möge 
in  einer  Ebene  von  einem  festen  Punkte  aus  eine  gerade  Linie 
gezogen  und  diese  Linie  um  den  festen  Punkt  in  einem  bestimm- 
ten Sinn£,  etwa  von  der  linken  zur  rechten  Hand,  gedreht  werden. 
Man  betrachtet  die  Winkel  r/),  welche  die  ursprünglich  gezogene 
Linie  mit  denjenigen  Lagen  der  Linie  bildet,  die  aus  der  Dre- 
hung derselben  hervorgehen,  und  sagt,  dass  ein  Winkel  im  er- 
sten, zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  liege,  je  nachdem  sich 
derselbe  zwischen  Null  und  einem  Rechten,  zwischen  einem  und 
zwei  Rechten,  zwischen  zwei  und  drei  Rechten,  oder  zwischen 
drei  und  vier  Rechten  befindet.  Der  Cosinus  und  der  Sinus  eines 
Winkels  sind  positive  oder  negative  Zahlengrössen,  deren  nu- 
merischer Werth  niemals  die  Einheit  übertrifft.  Der  Cosinus 
bewegt  sich  fUr  einen  den  ersten  Quadranten  stets  wachsend 
durchlaufenden  Winkel  abnehmend  von  1  bis  0,  für  einen  den 
zweiten  Quadranten  stets  wachsend  durchlaufenden  Winkel  ab- 
nehmend von  0  bis  —  1,  in  dem  dritten  Quadranten  wachsend 
von  —  1  bis  0,  in  dem  vierten  Quadranten  wachsend  von  0  bis 
1.  Der  Sinus  bewegt  sich  f\ir  einen  den  ersten  Quadranten  stets 
wachsend  durchlaufenden  Winkel  wachsend  von  0  bis  1,  flir 
einen  den  zweiten  Quadranten  stets  wachsend  durchlaufenden 
Winkel  abnehmend  von  1  bis  0,  in  dem  dritten  Quadranten  ab- 
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nehmend  von  0  bis  —  1,  in  dem  vierten  Quadranten  wachsend 
von  —  1  bis  0.  Für  denselben  Winkel  ist,  wie  schon  bemerkt, 
die  Summe  der  Quadrate  des  Cosinus  und  des  Sinus  stets  gleich 
der  Einheit;  werden  zwei  zusammengehörige  positive  oder  ne- 
gative reelle  Werthe  gegeben,  welche  diese  Bedingung  crftlllen, 
so  gehört  respective  zu  denselben  als  Cosinus  und  Sinus  ein 
innerhalb  der  4  Quadranten  völlig  bestimmter  Winkel.  Aus  die- 
sem Grunde  giebt   es  einen  innerhalb  der  4  Quadranten  völlig 

bestimmten  Winkel,  dessen  Cosinus  gleich  der  Grösse  -j — = 

und  dessen  Sinus  gleich  der  Grösse     >-- ist.  Der  Winkel 

selbst  soll  nicht  durch  die  Zahl  der  in  demselben  enthaltenen 
Grade,  sondern  durch  das  Verhältniss  gemessen  werden,  in  wel- 
chem bei  einem  mit  einem  beliebigen  Radius  beschriebenen 
Kreise  die  Länge  des  dem  Winkel  zugehörigen  Kreisbogens 
zu  dem  Kreisradius  steht.  Wenn  eine  an  und  itlr  sich  völlig 
bestimmte  Linie  als  die  Einheit  der  Länge  angenommen  und 
auch  zum  Kreisradius  gewählt  wird,  so  ist  ittr  diesen  Kreis  die 
Länge  des  betreifenden  Bogens  selbst  das  Mass  des  zugeordneten 
Winkels.  Der  Flächenraum,  der  von  dieser  Kreislinie  einge- 
schlossen wird,  ist  bekanntlich  gleich  dem  Producte  aus  dem 
Quadrat  der  Längeneinheit  in  die  feste  Zahlengrösse  n  = 
3,1415926..  Die  Länge  der  ganzen  Kreisperipherie  wird  dann 
durch  2  TT  ausgedrückt. 

Die  Bogenlänge  <)r,  welche  in  diesem  Kreise  einem  Winkel 
von  m  Graden  entspricht,  findet  sich  dcnigemäss  durch  die  Pro- 
portion 

m«:360«  =  y:27r, 

SO  dass  dem  rechten  Winkel  die  Bogenlänge  -    zugehört.    Durch 

die  beliebig  gegebenen  reellen  positiven  oder  negativen  Grössen 
a  und  h  wird  somit  vermöge  der  Gleichungen 

(4)  .,  _  _ =  coscp,       , -  =8infr 

ein  Winkel  g)  innerhalb  der  vier  ersten  Quadranten,  die  den 
Kreis  erfüllen,  vollständig  bestimmt. 

Lässt  man  die  Drehung  der  Linie,  welche  den  Winkel  if> 
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hervorbringt,  in  demselben  Sinne  weiter  gehen,  so  kommt  die 
Linie  in  Lagen,  welche  sie  schon  eingenommen  hatte,  und  die 
Werthe  des  Cosinas  und  des  Sinus  werden  den  frtther  erhaltenen 
beziehungsweise  gleich.  Eine  Vergrösserung  des  Winkels  q>  um 
eine  volle  Kreisperipherie  2/r  ändert  weder  den  Cosinus  noch 
den  Sinus,  so  dass  die  Gleichungen 

(5)  cos  (y  +  2  jr)  =  cos  y,    sin  ((^  4-  2  /c)  =  sin  qp 

gelten.  Bei  einer  wiederholten  Umdrehung  kehren  dieselben  Er- 
scheinungen wieder,  darum  bestehen  für  jede  positive  ganze 
Zahl  s  die  Gleichungen 

(6)  cos  ((jT  -f  287t)  =  cos</>,  sin(qf>  -I-  2$n)  =  siny. 
Während  der  Cosinus  und  der  Sinus  eines  Winkels  y  als  tri- 
gonometrische Functionen  dieses  Winkels  bezeichnet  werden,  heisst 
der  Winkel  y  das  Argument  einer  jeden  zugehörigen  Function,  und 
die  in  den  Gleichungen  (G)  ausgedrückte  Eigenschaft,  dass  die  tri- 
gonometrischen Functionen  immer  wieder  dieselben  Werthe  an- 
nehmen, wenn  der  Winkel  y  um  dieselbe  Grösse,  nämlich  den 
Werth  2/r,  wächst,  macht  sie  zu  periodisciien  Functionen  des 
Arguments  (p  mit  der  Periode  2  jv.  Ausser  derjenigen  Drehung 
der  in  einem  Punkte  festen  Linie,  durch  die  nach  der  gegebenen 
Vorschrift  der  Winkel  cp  erzeugt  worden  ist,  und  die  von  der 
linken  zur  rechten  Hand  ging,  ist  auch  eine  von  deraelben  An- 
fangslage ausgehende  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  zu- 
lässig. Wenn  man  den  auf  die  letztere  Art  entstehenden  Win- 
keln negative  Werthe  der  Grösse  (p  entsprechen  lässt,  so  ist 
die  Lage  der  gedrehten  Linie  iür  ein  negatives  (p  dieselbe,  die 
den  Werthen  (p  -h  27f,  (p  +  ^n^  u.  s.  f.  zugehört.  Der  Cosinas 
und  der  Sinus  des  Winkels,  den  die  gedrehte  Linie  mit  der  An- 
fangslage bildet,  sind  für  alle  verschiedenen  Lagen  der  gedreh- 
ten Linie  definirt,  indem  sie  lÜr  alle  zwischen  0  und  27i  lie- 
genden Werthe  des  Winkels  y  definirt  sind,  und  damit  für  eine 
wiederkehrende  Lage  der  Linie  auch  die  Werthe  des  Cosinus 
und  Sinus  wiederkehren,  muss  festgesetzt  werden,  dass  die  Glei- 
chungen (6)  lllr  alle  positiven  und  negativen  Werthe  der  Grösse 
q)  gültig  sein  sollen.  So  bekommen  die  Functionen  cos  9 
und  sin  9)  die  Eigenschaft,  auch  dann  respective  ihre  Werthe  nn- 
geändert  zu  behalten,  wenn  das  Argument  qp  um  eine  beliebige 
Anzahl  von  ganzen  Vielfachen  der  Periode  2  tv  vermindert  wird, 
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und  die  Bedeutung  von  s  in  den  Gleichungen  (6)  erstreckt  sich 
anf  alle  positiven  und  negaüren  gamen  jSMen. 

Indem  der  als  positiv  definirte  analytische  Modul  V^d^  +  h* 
durch  Q  bezeichnet  winL  giebt  die  Anwendung  der  Gleichungen 
(4)  auf  die  Gleichung  (3)  ftr  jede  von  der  Null  verschiedene 
coniplexe  Gr(^8se  a  +  6  i  die  Darstellung 
(7)  a  -h  6i  =^\cos9^  +  tsinqr)- 

Es  wenie  nun  eine  beliebige  zweite  complexe  GriSsse  c  +  di 

genau  entsprechend  behandelt,  der  analytische  Modul  l^c*  +  d* 
gleich   a  gesetzt,   und  durch   die  Gleichungen   —  =cos;f  und 

»-  sin/  ein  Winkel  x  bestimmt,  dann  gilt  die  Gleichung 

(H)  r  +  rfi  =  a(cosx  +  isin/). 

Wir  blhio«  jetzt   das  Product   (a  +  6i)(r  +  rfi)  und  den  Quo- 

(f  *!*  h  I 

tloiiton  . .  ,  indem  wir  die  betreffenden  Operationen  zuerst 

mit  den  boidou  analytischen  Moduln,   dann   mit  den   Factoren 
tMtM(/<  f-  »sin 7"  und  cos;ir  +  tsin;^  vornehmen.   Das  Product  giebt 
dio  Kutwlrkelung 
(W)  (cosy  +  t  sin  g^)  (cos/  +  i  sin;f)  = 

ooH  «f  008  X  "~  siw  g^  sin  7  4- 1  (sin  y  cos  /  +  cos  qr  sin  x) . 
Km  iHt  aber  nach  einem  Fundamentalsatze  der  Trigonometrie 
rtlr  JimIoh  Argument  q^  und  x  d^r  reelle  Theil  auf  der  rechten 
Holto  glololi  dem  tWwtu?,  der  Factor  von  i  auf  derselben  Seite 
ylololi  di^iu  fsimis  der  Summe  der  Arg^tmefUe  7  +  x>  ^^^  deshalb 
hitutolit  (llo  Gleichung 

(10)  («MW«/'  4  •8in</>)(cos7 -f  isin;r)  =  cos(y  +  z)  +  fsin(y +  7), 
Wm«  iIIo  Division  anlangt,  so  hat  die  Gleichung  cos';f  +  sin*/  =  1 
Kiir  KolgiS  dasH 

(11)  -jr-T-r    =  cos/ —  1  sin/ 

*  C08/  -h  fsin/ 

Inj,    iiiuI   daher  orgiebt  sich  fltr  den  Quotienten   — r^— 

'  cos/  +  t  sin/ 

diM'ith    Kntwickolung    des  statt    seiner  zu    setzenden    Products 

((MIN  7'  -I   «hIu(/')(oo8  /  —  »sin/^^    und    durch   Anwendung   der 

hilHlHiiiniiiHloii  Darstellungen  von  cos^v^  — /)  und  sin(y  — /)  der 

AtiNdruok 
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/io\  cos 7) -f  « sin  cp  ,  \    .    •  •    /  \ 

(12)  -  -^^^-^-^-^  =  COS  {(p  —  x)  +  ^  sm  (qp  —  x) . 
008/  4-  ism/  v7        /v/  VT        /w/ 

Demnach  wird  das  Product  und  der  Quotient   der   gegebenen 
complexen  Grössen  a  +  bi  und  c  '\-  di  durch  -die  Gleichungen 

(13)  (a  -♦-  bi)  (c  4-  di)  =  QG{coB{fp  +  x)  +  i8in((/)  +  x)), 

( ^^)  ^(17  ^  l"  ^^^®  ^^'  —  x)  +  » sin  (y  —  x)) 

dargestellt. 

Wenn  für  eine  beliebige  complexe  Grösse  p  +  qi  ein  Aus- 
druck vorliegt 

(15)  p  +  qi  =  t(GO&xp  4-  isini/Oj 

in  dem  r  eine   positive  Grösse,    \p  eine  reelle  Grösse  bedeutet, 

so  ist  r  noth wendig  gleich  dem  analytischen  Modul  \/p^  +  g* 
und  der  Winkel  i//  durch  die  Gleichungen     ^-  -  =  cos  1//, 


l/p'4- 


g' 


-y  -  =  sin  ?/'  bestimmt.     Denn   die    vorausgesetzte   Glei- 

Vp^  +  q^ 

chung  zieht  durch  Trennung  des  Reellen    und   des  Imaginären 

die  Gleichungen 

p  =  T  cos  V',   q=^T  sin  ip 

nach    sich.     Durch    Quadriren    und  Addiren    der   Gleichungen 

kommt,  da  cos'  i/^  +  sin*  i/^  =  1  ist, 

und  weil  T  eine  positive  Grösse  sein  soll,   so  ist  t  gleich  der 

positiven  Quadratwurzel  l/p*  +  q^  oder  dem  analytischen  Mo- 
dul der  Grösse  ^  4- ?'(?.    Dieser  Werth   von  t  bringt   die  Glei- 

chungcn  ^  ^_£L n^  =  cosi/^,    ";^  =  sini//  hervor.  Durch 

K  i>*  +  tf'  V  p^  +  q^ 

diese  Gleichungen  ist  aber  der  Winkel  t/^  in  der  Weise  bestimmt, 
dass  zwiei  derselben  entsprechende  Winkel  nur  um  ein  ganzes 
Vielfache  der  vollen  Peripherie  2/r  verschieden  sein  können. 
In  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  haben  wir  auf  der  rechten 
Seite  Ausdrücke  von  der  in  (15)  bezeichneten  Beschaffenheit ;  denn 

weil  Q  und  0  positiv  sind,  so  ist  sowohl  qa  wie  auch  -  posi- 
tiv, und  weil  q)  und  %  reelle  Grössen  sind,  darum  ist  ihre  Summe 
y  4-  X  und  ihre  Differenz  q>  —  %  ebenfalls  reell.    Deshalb  ist  qo 

der  analytische  Modul  des  Products  und        der  analytische  Mo- 
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dul  des  Quotienten,  die  sich  beziehungsweise  auf  der  linken 
Seite  befinden.  Das  erstere  von  diesen  Ergebnissen  kann  übri- 
gens aus  der  Gleichung  (7)  des  §  26  unmittelbar  abgeleitet  wer- 
den, und  hierauf  das  zweite  aus  dem  ersteren.  Durch  Wieder- 
holung derselben  Schlussweise  gelaugt  man  zu  dem  Satze,  dass 
der  ancdytiscfw  Modtd  eines  Products  mehrerer  complexen  Fac- 
toren  gleich  dem  Product  der  Moduln  der  einzelnen  Factoren  ist. 
Um  aus  der  Gleichung  (13)  eine  Darstellung  der  Potenzen 
der  Grösse  a-hftt  zu  erhalten,  setzt  man  zunächst  C'\-di  = 
a  +  bi,  wodurch  a  =  Q,  x  =  (p  wird,  und  die  Gleichung  entsteht 

(a  -f  biy  =  Q*(co&2q)  -f  tsin2(jr). 
Wird   ferner  (a  -f  bi)^  fiir  c  +  di  genommen,    so  stellt  q*  den 
Modul  (J,   und  2(p   den    zugeordneten    Winkel  x  dar,   und  die 
wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (13)  liefert  das  Resultat 

(a  -I-  biy  =  Q*(v,os3q>  +  im\3q)). 
Da  auch  hier  fllr  den  Werth  der  linken  Seite  q*  der  Modul,  3  q> 
der  zugeordnete  Winkel  ist,  so  lässt  sich  dieses  Verfahren  stets 
fortsetzen,  und  es  entsteht  die  für  jede  positive  ganze  Potenz  des 
Grades  n  geltende  Gleichung 
(16)  (a  -f  bi)^  =  Q^  (coswqp  -f  isinwy). 

Diese  Gleichung  sollte  abgeleitet  werden. 

§  31.    Alleremeine  Aoflörang  der  reinen  Gleiohong^en  eines 

beliebis^  hohen  Grades  oj^  =  (7. 

Die  reine  Gleichung 

(1)  cu°  =  C, 

bei  der  C  eine  reelle  positive  Grösse  bedeuten  soll,  kann  durch 
den  Werth  co  =  0  nicht  erfüllt  werden ;  jeder  complexe  Werth 
10  =  a  +  fti,  der  genügen  soll,  muss  also  von  Null  verschieden 
sein.  Ein  solcher  Werth  kann  mithin  nach  (7)  des  vorigen 
§  in  die  Gestalt  gebracht  werden 

(2)  a  4-  bi  =  g  {cos  (p+  tsin  qp), 

derselbe  liefert,  auf  die  wte  Potenz  erhoben,  den  Ausdruck 

(3)  (a  -f  6 i)"  =  Q^ (cos  nif  -{■  i  sin  n  y) 

und  führt  daher  vermöge  der  Substitution  in  (1)  zu  der  Gleichung 

(4)  g^  (cos  «  qp  -f  i  sin  n  <3r)  ••=  (7  . 

Diese  zerfällt   durch    die  Trennung  des  Reellen  und  Ima- 
ginären in  die  beiden  Gleichungen 
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(5)  Q^ei>9n^  =  C,   e*8*niig'=0, 

welche  der  Sache  nach  mit  den  beiden  Gleichnngen  (2>  des 
vorigen  §  zosamnienfallen.  Dadareh,  dass  die  Gleichnngen  (5)  qna- 
drirt  und  addirt  werden,  ergiebt  sich,  weil  cos *ii9'  +  8in*fiy  =  l 
ist,  die  Gleichung 

(6)  9*'=C. 

Da  nun  g  als  der  analytische  Modnl  Ton  a  +  6t  eine  positive 
Grosse,    und  C  nach   der   Voranssetznng  ebenfalls  eine  positive 

Grösse    ist,  so  fällt  g^    als   die  positive  Qaadratwnrzel  ans  g^ 

mit  C  als  der  positiven  Quadratwurzel  aus  C' zusammen.  Weil 
ttberhaupt  die  positive  Nte  Wurzel  aus  einer  positiven  Grösse 
C  nach  §  17  und  20    f^ndetdig   besfimmi   ist,   so    folgt  aus  der 

Gleichung  g^  =  Q  dass  die  positive  nte  Wurzel  der  linken  Seite 
gleich  der  positiven  nten  Wurzel  der  rechten  Seite  sein  muss, 
oder  dass  die  Gleichung 

(^)  ,=  VC 

besteht  Der  Modul  g  für  jede  Wured  a-\-hi  der  Gleiehnng 
(\)  ist  also  gleich  der  positiven  nten  Wurrel  aus  der  positiven 
Grösse  C. 

Die   Gleichungen   (5)   verwandeln    sich   demnach   in    die 
beiden  Gleichungen 

(8)  cosnqf>  =  l,  sin  ny=0. 

Der  Winkel,  dessen  Cosinus  gleich  1  und  dessen  Sinus  gleich 
0  ist,  hat  den  Werth  Isull  oder  nach  der  Gleichung  (G)  des 
vorigen  §  den  Werth  eines  ganzen  positiven  oder  negatitHm 
Vielfachen  der  vollen  Peripherie  2s.t.  Daher  wird  in  den 
Gleichungen  (8)  das  Argument  nq>  durch  die  Gleichung 

(9)  ny  =  2s7r 

bestimmt,  wo  s  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 

mit  Einschluss  der  Null  bedeutet. 

Wenn  man  sich  also  die  voUe  Peripherie  ^n  des  Kreises 

vom  Radius  Eins  in  n  gleiche  Theäe  getheilt  und  von  dem  s  fachen 

nten  Theile  den  Cosinus  und  Sinus  genommen  denkt^  so  rntsfehen 

die  Gleichungen 

,_-.  2s  n        ,  .     2$n 

(10)  co8g>=cos ,  sinf)  =  sin         , 

und   die   Einsetzung   des    WeriJuis  von  g  W4S  (7)  und   der  vor- 

LipMhitx,  AiMÜysifl.  7 


98  *  Reine  Gleichung  01**=^.  §  32. 

stehenden  Werthe  in   die  Gleichung  (2)  ruft  für  die  sämmtlicJien 
Wurzeln  der  Gleichung  (1)  die  Darstellung  Jwrvor 

(11)  a+ftt  =  l/Cico8 htsm  J- 

S  3a.    Batraohtnng  der  simmtllolien  WarselB  einer  reinen 
Olelchnng  eines  belieblsr«!  Orades  ro°  =  0. 

Um  zu  ermitteln,  welche  unter  den  gefundenen  Ausdrücken 
a  -¥  bi  einander   gleich   und   welche  von  einander  verschieden 

sind,  haben  wir  uns  nur  mit  den  Factoren  cos h  t  sin  — -  zu 

'  n  n 

beschäftigen,  weil  der   wesentlich    positive   analytische  Modul 

n  

]/C  tiberall  derselbe  ist.  Zwei  Ausdrticke  cosw  +  isinw  und 
cos  14'  + 1 Sinti'  sind  aber  einander  gleich  oder  von  einander 
verschieden,  je  nachdem  die  Differenz  u'—u  ein  ganzes  Viel- 
fache der  vollen  Peripherie  2  7t  ist  oder  nicht.  Schreibt  man 
daher  in  dem  gegenwärtigen  Falle  itir  .s  die  natürliche  Reihe 
der  Zahlen  mit  der  Null  anfangend  bis  zu  der  Zahl  n  —  1  in 
eine  horizontale  Reihe,  und  setzt  diese  Reihe  nach  der  Seite 
der  positiven  und  der  negativen  immer  weiter  fort,  indem  mau 
immer  neue  horizontale  Reihen  von  gleich  vielen  nämlich  von 
n  Gliedern   bildet,  so  entstehet  das  folgende  Schema 

\— n  — n+ 1  — nH-2  — n  4- 3..       — l      • 
(1)  /Ol  2  3     ..     n—\ 

I      n      w  +  1       n  +  2      w4-3..2n— 1 

Hier  befinden  sich  in  der  ersten  vertikalen  Reihe  die  Null 
und  die  sämmtlichen  Vielfachen  der  Zahl  n  und  zwar  so,  dass 
wenn  man  mit  der  in  der  mittelsten  horizontalen  Reihe  stehen- 
den Null  beginnt,  nach  unten  die  positiven  Vielfachen,  nach 
oben  die  negativen  Vielfachen  von  n  einander  regelmässig 
folgen.  Desgleichen  enthält  jede  horizontale  Reihe  die  Glieder 
einer  nach  beiden  Seiten  unbegrenzten  arithmetischen  lieihe,  wie 
sie  in  §  23  erwähnt  ist.  Das  in  der  mittelsten  horizontalen 
Reihe  befindliche  Glied  ist  eine  zwischen  Null  und  n  —  1  ent- 
haltene Zahl,  und  die  Differenz  der  arithnetischen  Heilte  ist  die 
Zahl  n. 
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In  dem  Ausdrucke  cos h  t  sin  —       bewirkt  eine   Zu- 

n  n 

nähme  der  ganzen  Zahl  s  um  eine  Einheit   eine  Zunahme  des 

Arguments um  die  Grösse — ,   und   daher  eine   Zunahme 

n  n 

der  ganzen  Zahl  s  um  die  Zahl  n  eine  Zunahme  des  Arguments 

2,57^ 

— —  um  die  volle  Peripherie  2n. 

Für  jede  solche  Zunahme  bleibt  der  Ausdruck  cos  h 

n 
2sn 

isin ungeändert.    Deshalb  liefern  die  sämmtlichen  Werthe 

der  Zahl  s,  welche  in  dem  obigen  Schema  (l)  eine  und  dieselbe 

vertikale  Reihe  bilden,  denselben  Ausdruck  cos h  isin ; 

n  n 

dagegen  bringen  n  Zahlen,  tvelchc  den  n  von  einander  verschiedenen 

vertikale^i  Reihen  angehören,  n  von  einander  verschiedene  Ausdrücl^e 

O  Q  ji  2  S  71 

cos   -      -I- 1  sin hervor.    Denn  die  n  Zahlen  der  mittleren 

n  n 

horizontalen  Reihe 

0,  \,  2,  ,  ,  .  n —  1 

sind  aus  den  n  von  einander  verschiedenen  vertikalen  Reihen 
genommen,  und  wenn  man  irgend  zwei  verschiedene  dieser  n 
Zahlen  respective  mit  t  und  t*  bezeichnet,  so  können  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke 

2t7i         .    .      2/71        ,  2t'n        .   .     2t'n 

cos h  t  Sin und  cos h  %  sin 

n  n  n  n 

nicht    zusammenfallen,    weil     die    Differenz    der    Argumente 

2i'n        2tn 


n  n 


gleich  dem  Product  der  vollen  Peripherie  2  7r  in 


t'  —  t 

den  Bruch ist,    dessen  Zähler  nicht   gleich   Null  werden 

n 

darf  und  abgesehen  von  seinem  Vorzeichen  kleiner  als  n  bleiben 

muss,  dessen  Werth  also  weder  verschwinden  noch  gleich  einer 

ganzen  Zahl  werden  kann. 

Aus    diesen  Gründen  hat  die  reine  Gleichung  (1)  d^s  §  30 

n  von  einander  verschiedene  Wureeln^  welche  aus  der  Darstellung 

(11)  des  §  31  hervorgehen 

,.      -i"/7t/       2871    .    .   ,     28n\ 

a  + 6?  =  !/ CM  cos htsm 1, 

\         n  n    y 
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indem  für  s  nach  einander  die  Zahlen  0,  1,  2,  . .  n  — l  eingesetzt 
werden. 

§  33.    Beine  Olelchanffen  eines  beliebig  hohen  Grades  von 
der  Oestalt  (ti^z=A  +  Bi.    Allfl^emelne  Anflösuns:  derselben. 

Nachdem  die  reine  Gleichung  w°  =  C  bis  jetzt  unter  der 
Voraussetzung  erörtert  worden  ist,  dass  C  eine  reelle  positive 
Grösse  sei,  wollen  wir  die  Betrachtung  auf  den  Fall  ausdehnen, 
dass  an  die  Stelle  von  C  eine  rot?  der  Null  verschiedene  beliebig 
camplexe  Crrösse  A  +  lii  tritt.  Es  handelt  sich  dann  um  die 
Aufsuchung  aller  complexen  Werthe  (o  =  a  +  biy  welche  die 
Gleichung 

(1)  la'^A+Bi 

erflillen.  Bei  der  complexen  Grösse  A  +  Bi  mr>ge  der  analytische 

Modul  VA^+  J5*  mit  P,  der  nach  ÄLossgabe  der  Gleichungen 
(4)  des  §  30  zugeordnete  Winkel  mit  0  bezeichnet  werden, 
so  dass 

(2)  ^-f -Bi=P  (cos  (/>  +  »  sin  (/>) 

wird.  Wenn  man  diesem  Winkel  vorschreibt,  zwischen  Null 
und  2 TT  zu  liegen,  etwa  mit  Einschluss  des  Wcrthes  Null  und 
mit  Ausschluss  des  Werthes  27r,  so  ist  derselbe  eindeutig 
bestimmt. 

Hat  man  B  gleich  Null,  und  A  positiv,  wie  in  dem 
vorhin  absolvirten  Falle,  so  wird  der  in  Rede  stehende  Winkel 
0  gleich  Null,  und  der  Modul  P=A,  Hat  man  B  gleich  Null, 
und  A  negativ,  so  wird  der  betreffende  Winkel  O  gleich  der 
Grösse  tt,  und  der. Modul  P= — A. 

Es  sei  jetzt  wieder  a  +  bi  ein  complcxer  der  Gleichung  (l) 
genügender  Werth,  und  man  setze  wie  im  vorigen  § 

a  +  6t  =  ^(co8qn  +  isiny). 
Die    nte   Potenz    dieses   Ausdruckes    werde    auf   der    linken 

Seite  von  (1)  fllr  w",  zugleich  der  Ausdruck  P(cos (Z>  + « sin  (Z>) 
für  A  +  Bi  substituirt,  dann  kommt 

Q^  (cosn y  + 1  sin  n  9 )  =  P(cos  (/>  -l-  i  sin  0). 

Weil  nun  die  positive  Grösse  ^"  der  analytische  Modul  der 
linken  Seite,  die  positive  Grösse  P  der  analytische  Modul  der 
rechten  Seite  ist,  so  muss  nach  den  zu  der  Gleichung  (15)  des 
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§  30  angestellten  Erörterungen  q^=P,  und  nq)  —  0  gleich  einem 
ganzen  Vielfachen  der  vollen  Peripherie  sein,  das  wie  früher 
mit   287r   bezeichnet  werden   soll.     Aus   der   positiven  Grösse 

P=  1/-4'  +  B*  gicbt  es  nur  eine  positive  nte  Wurzel,  und  dieser 

muss  nach  der  Gleichung  q^=P  der  positive  analytische  Modul 

Q  gleich  sein.^   Die  Gleichung 

(4)  ncp  =  0'¥2s7r 

crgicht  für  coscp  und  sincp  die  folgende  Bestimmung,  sobald  man 

sich  sawohl  den  Cosinus  und  den  Sinus  des  nten  Theiles  der  vollen 

Peripherie   27t   wie   auch   den   Cosinus   und  den  Sinus  des  nten 

Theiles  des  Winkels  (D  gebildet  denkt^ 

(o)       cosqp=cosl 1 j,  sing)=sini 1 1  • 

Die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  si7ul  dalier  in  dem 
At4sdrucke  enthalten 

(6).    a  +  bi=l/  y  ^  +^  Icos hisin r 

Nach    der   fundamentalen   Gleichung   (10)   des  §  30  lässt 

sich  dieser  Ausdruck  in  den  folgenden  verwandeln 

(7)  

a-hb'h=l/  V  A  -^  JS  (cos h  *  sin-  II  cos f-  »sin 1- 

r  \        w  n  J\  n  n     f 

Sobald  der  Buchstabe  s  die  ganze  Reihe  der  natürlichen 
positiven  und  negativen  Zahlen  von  der  Null  an  durchläuft,  so 
bleiben  die  beiden  ersten  Factoren  der  rechten  Seite  von  (7) 
ungeändert,  der  letzte  Factor  ist  aber  der  zweite  Factor  der 
rechten  Seite  von  (11)  in  §31.  Zufolge  der  in  §  32  angestellten 
Untersuchung  nimmt  derselbe  n  von  einander  verschiedene 
Werthe  an,  welche  entstehen,  indem  s  nach  einander  gleich  den 

Zahlen  zx    .    «   « 

0,  1,  2,  3, .  . .  n—  1 

gesetzt  wird.     Vermöge   dieser  Substitution   liefert  der  Ausdruck 

(7)  die  n  unter  eitiaM^ir  verschiedenen  Wurzeln  der  GleicJiung  (1). 

§  34.    AnflöransT  d^r  reinen   quadratleohen  Oleiohnnir 
Lo  =A'{-Bi  dar  oh  Aaeziehansr  von  Quadratwurzeln. 

Der  einfachste  Fall  der  im  vorigen  §  behandelten  reinen 
Gleichung  ist  derjenige,  in  welchem  dieselbe  eine  quadratische 
Gleichung  ist.    Für  die  betreffende  Gleichung 


A 
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(1)  ü}*=Ä+Bi 

ergeben  sich  die  beiden  vorhandenen  Wurzeln  ans  der  Gleichung 
(7)  des  vorigen  §,  indem  w'=2,  und  s  zuerst  gleich  Null, 
dann  gleich  Eins  gesetzt  wird.  Nun  ist  cosO  +  tsiuO=  1, 
cos  7c  +  i  sin  /t=  —  1 ,  mithin  sind  die  beiden  Wurzeln  die 
folgenden 

a,+  l,i=      ^VÄ^+B^^coH^-  +  iHin  |) 

\,  +  Ki  =  -\/VÄ^+B'^cos  2  ■+  »sin  2  )■ 

Die  quadratische  Gleichung  (1)  kann  aber  auch  direct  auf- 
gelöst, nämlich  auf  die  Ausziehung  von  Quadratwurzeln  aus 
positiven  reellen  Grössen  zurtickgcitihrt  werden,  indem  man  die 
zu  suchende  complcxe  Grösse  a  +  bi  für  c?>  substituirt.  Alsdann 
wird  durch  die  Bildung  des  Quadrats 

(3)  o*— 6»  +  2a6t  =  ^  +  7y<, 

und  vermöge  der  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  er- 
scheinen die  beiden  Gleichungen 

^^>  )2ab      =B. 

Durch  Quadriren  und  Addiren  folgt 

(5)  o*  +  2  a*  6*4-  b^  =  A""  +  li\ 

und  weil  eine  positive  reelle  Grösse  eine  eindeutig  bestimmte 
positive  Quadratwurzel  hat,  die  linke  Seite  aber  das  Quadrat  der 
reellen  positiven  Grösse  a*+6'  ist,  so  muss 

(6)  a»-f  6"=  1/14^+^ 

sein.  Durch  die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  ersten 
Gleichung  (4)  finden  sich  für  a*  und  b^  die  Ausdrücke 

9 

(7)  \  ; 


2 

Wofern  jB=0  ist  und  A  positiv,   so  wird  a*=-4,  fc*=0,  und 
es  resultiren  die  beiden  reellen  Wur^-eln  der  Gleichung  (1) 

VA]  -l^T. 

Wofern  5  =  0  ist   und  A  negativ,  so  wird  a"  =  0,  6*  =  — -4, 
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und  CS  entstehen  in  Uebereinstimmung  mit  §  29  die  beiden  ima- 
ginärcn  Wurzeln  der  Gleichung  (l) 

Wofern  aber  B  nicht  gleich  Null  ist,  so  kann  weder  a^  noch 
/>*  gleich  Null  sein,    da  A^-\-B*>A^  ist,   mithin,  in  den  durch 

(7)  vorgeschriebenen  Ausdrücken  zu  der  positiven  Quadratwurzel 

I/ZM-  -B*  eine  Grösse  hinzuaddirt  wird,  die  abgesehen  von  ihrem 
Vorzeichen  kleiner  ist  als  jene.  Es  darf  daher  nach  der  ersten 
Gleichung  (7)  die  Grösse  a  entweder  gleich  der  positiven  Qua- 
dratwurzel y=-tJ—-lt_:^  oder  gleich  derselben,  negativ  ge- 
nomraen,   sein,  und   ebeöso  darf  die  Grösse  h  entweder  gleich 

der  positiven  Quadratwurzel  V      ^"^  ^       "^  —    oder    gleich 

derselben,  negativ  genommen,  sein.  Bezeichnet  man  die  positive 
oder  negative  Einheit,  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  aus- 
iallt,  mit  6,  und  die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem 
h  positiv  oder  negativ  ausfällt,  mit  i},  so  kommt 

(8)  a=.|/Z+Z^:^,   h^r^y-A  +  Vi^B' 

dt  ii 

Die  zweite  Gleichung  (4)  lehrt  aber,  dass  das  Product  a  h 
dasselbe  Vorzeichen  erhalten  muss,  wie  die  gegebene  und  gegen- 
wärtig als  von  Null  verschieden  angenommene  Grösse  JB.  Aus 
diesem  Grunde  ist  von  den  beiden  Vorzeichen  €  und  r^  nur  das 
eine  willkürlich,  während  das  andere  durch  die  Bedingung 

(9)  €/;  =  !      fiirS>0 

fi^  =  — lfllr5<0 

bestimmt  wird.  Demnach  erhält  man  für  die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  die  Ausdrücke  von  der  vorher  angegebenen 
BeschaflFcnheit 

(10)  a  +  6t  =  £  M 2 +  ri  }l 2~ *• 

Bei  einem  positiven  B  sind  es  diese 

l/  ^+  V  A'^-^'B''        ^—A-\r  V'¥~VB'^    . 


- 1/^  +  Yj^^-  ^\      ]/ . 


A  +  Va*  +  JB»       l/—  A  +  Va*  +  B*  . 
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bei  einem  negativen  B  dagegen  diese 


2 


^Ä + Vä-  +  B-  ^  y 


ä  +  Vä^+B*     .  ^/—A  +  V~Ä^±B^_. 


2  ^  2 

Stets  geht  die  eine  Wurzel  aus  der  andern  durch  Multi- 
plicaiion  mit  der  negativen  Einheit  hervor,  was  sich  auch  schon 
bei  der  früheren  Darstellung  in  (2)  gezeigt  hat 

Die  Vergleichung  der  beiden  Darstellungen  lässt  erkennen, 
dass,  wenn  fUr  die  beliebig  gegebene  complexe  Grösse  A-^Bi 
durch  die  Gleichung 

A  +  -Bf  =  1/-4" T5*"(cos  O  +  fsin  <D) 
der   zugeordnete  Winkel  (/>  bestimmt   ist,   iür  den  Cosinus  und 
Sinus  des  halben  Winkels  die  Gleichung 

+    l/l/:i»+ B^Ycos  -|-  4- 1  sin  ~\  = 


gilt.  Die  einander  entsprechenden  Vorzeichen  auf  der  linken 
und  rechten  Seite  bestinmien  sich  durch  die  folgende  Uel>cr- 
legung.    Es  war  angenonmicn,  dass   der  Winkel  0  zwischen  0 

und  2  TT  liegen  soll ;   dann  hat  der  Winkel  --    den     Spielraum 

zwischen   0  und  n  und  folglich  wird  sin  —    niemals    negativ. 

Mithin  gehört  in  der  vorijtehenden  Gleichung  zu  dem  Pluszeichen 
der  linken  Seite  die  Bestimmung,  dass  *?  =  1  sei ,  während 
gleichzeitig  wegen  der  Bedingung  (9)  die  Einheit  e  das  Vor- 
zeichen der  Grösse  B  annehmen  muss.   So  entsteht  die  Gleichung 

(11)  yi/:i»"Tl3-~(cos  2   +i8in-^)  = 

*y       2 — -^y 2 '- 

Diese  GleicJiung  bietet  das  Mittel,  um  aus  deni  gegcbeneti 
Cosinus  und  Sinus  eines  helielAgen  Winkels  den  Cosinus  und  Si- 
nus des  Juüben   Wip^ds  durch  Ausziahung  von  (^uadratumrzdn 
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wirklich  darisustellen.  Dieselbe  Operation  kann  aber  wiederholt 
werden  wnd  führt  dann  nach  und  nach  su  der  wirläiclwn  Darstel- 
lung von  dem  Cosinus  wnd  dem  Sinus  des  4ten,  des  8ten  und  aU- 

gemein  des  2''ten  Theiles  des  ursprünglichen  WinkdSj  wo  q  eine 
beliebige  positive  ganze  ZaJd  bedeutet. 

Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  den  ganzen  Kreis  an,  und 

bilden  den  Ausdruck  cos K  isin  -      ,  indem  ttir  n  nach  ein- 

n  n 

ander   die  Potenzen  der  Zahl  Zwei  gesetzt  werden,    so  kommt 

zuerst 

(12»)  cos  TT -h  i  sin /r  =  — 1 

und  hierauf 

(12b)  cos--  +  isin  -o-  =  *- 

Die  Substitution  dieser  Grösse  flir  ^  +  ^i  in  die  Formel  (11) 
giebt,  weil  D  gleich  der  positiven  Einheit,  folglich  €  =  1  ist, 

(12c)  cosf +  »8ii)-J  =  y{  +^\i, 

und  die  nochmalige  Anwendung 

(12d)     cos-g  +ism-=     Y     "2 "*"     V  2 *• 

Da  man  im  Stande  ist,    den  Cosinus  und   den   Sinus  des 

2*^ten  Theiles  der  Kreisperipherie,  oder  die  complexe  Grösse 

n       ...       n 
cos— — -1-  +  ism 


für  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  q  numerisch  auszudrücken, 
so  macht  es  auch  keine  Schwierigkeit,  den  Cosinus  und  den 
Sinus  eines  beliebigen  Vielfachen  eines  solchen  Theiles  nume- 
risch anzugeben.    Denn  sei  t  eine  beliebig  positive  ganze  Zahl 

aus  der  Reihe  von  Null  bis  2'^  —  l,  so  bringt  die  Erhebung  der 

TT  71 

complexen  Grösse  cos  -„nr  +  isin     ._  ,    auf  die  ^te  Potenz  die 

2  2 

Bestimmung  hervor 

tn 


(n  ,         n     y  tn       ^    .   . 

COS  — „— ,-  4-  %  sm  — ^^f  I  =  COS     „  ,   4- 1  sm 
2^  2^      /  2^ 


2"   *  2"   '/  2'"*  2**"^ 

Man  kann  nun  iUr  eine  festgewählte  Zahl  q  eine  Tafel  berech- 


IM  AnweoduDg.  §  34. 

in 

aem.    die    für   alle    Bogen   —„_t    die   zagehürigen  Ausdrücke 

eo» -^- f  +  iHiD  q_i  enthält;  wie  schon  in  §32  unter  ahn- 
liehen  Verhältnisnen  bemerkt  worden  ist,  durchläuft  der  Bogen 

t  M  71 

-^_,  ,  immer  um  das  Stück  ^^  wachsend,  die  ganze  Kreis- 
peripherie, während  t  die  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  2,  . .  2**  —  1 
durchläuft.  Eine  solche  Tafel  ist  geeignet^  für  eine  beliebig  ge- 
gebene complexe  Grösse  c  +  d  i,  sobald  dieselbe  in  die  Gestalt  ge- 
setzt wird 

c  +  di  =  l/^  +  d*(cos/  4-  tsin/), 
den  zwischen  0  und  2  ;c  beßndliclien  Winl'el  x  nä/icrtmgstceise  zu 
bestimnicfi.     In  welchem  Quadranten  dieser  Winkel   zu   suchen 

»ei,  lehren  die  Vorzeichen  der  Grössen     ,^= _^  =  cos  y  und 

■y. ^^-  =sinx.    Weil  aber  innerhalb  eines  jeden  Quadran- 

1/ c*  +  d* 

ten  bei  einem  wachsenden  Bogen  der  Cosinus  entweder  stets 
wächst  oder  stets  abnimmt,  und  auch  der  Sinus  entweder  stets 

wächst  oder  stets  abnimmt,  so  reicht  es  hin,  die  Grösse  .  ,-^— ^^ — - 

mit  den  Itir  den  betreffenden  Quadranten  in  der  Tafel  vorhan- 
denen Cosinuswerthen  zu  vergleichen,  um  zu  ersehen,  ob  dieselbe 
in  der  Tafel  vorkommt,  oder  ob  dieselbe  zwischen  zwei  in  der 
Tafel  vorkommenden  Cosinuswerthen  liegt ;  zu  demselben  Zweck 

kann  auch  die  Grösse  -,    ^  .        mit  den  ilir  den  betreffenden 

Quadranten  in  der  Tafel  vorkommenden  Sinuswerthen  verglichen 
werden.  Auf  diese  Weise  zeigt  es  sich,  dass  der  gesuchte  Win- 
kel X  entweder  einem  Vielfachen  der  Grösse  — ^nr  gleich,  oder 

2^ 

tn 

zwischen    zwei    aufeinander    folgenden    Vielfachen      -«"i    ^^d 

2^ 

q  j     eingeschlossen  ist.    Weil  aber  die  Zahl  </,  von  der  die 
Potenz  2'^  abhängt,  beliebig  gross  gewählt  werden  kann,  so  ist 
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es  möglieb,  den  Untersehied  der  in  Bede  stehenden  beiden  Viel- 
facben,  nämlicb  die  Grösse         ^  ,    beliebig   klein   zu    macben. 

Der  Winkel  %  ist  daber  ein  Grenjswerth,  welchem  sich  die  Viel- 
fachen     „_,   und  ^^ — ;;!:/->  die  Air  grösser   werdende  Werthe 

2  2 

der  Zahl  q  immer  neu  zu  ermitteln  sind,  beliebig  nähern,  und 
ist  daher  in  einer  Weise  bestimmt,  welche  den  im  ersten  Ab- 
schnitte aufgestellten  Grundsätzen  entspricht. 

Vermöge  der  beschriebenen  flir  eine  festgewählte  Zahl  q 
berechneten  Tafel  lassen  sich  näherungsweise  die  beiden  HiUfs- 
aufgaben  lösen,  welche  für  die  Darstellung  der  sämmtlichen  Wur- 
zeln der  Gleichung  (o^=C  in  (11)  des  §31,  und  fllr  die  Dar- 
stellung der  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  io^  =  A  +  Bi 
in  (7)  des  §  33  als  gelöst  angenommen  sind.  Die  erste  Hulfs' 
aufgäbe  verlangt  für  eine  beliebige  Zahl  n  die  Bestimmung  der 
complexen  Grösse 

(12)  cos h  tsin , 

n  n 

die  zweite  Uülfsaufgabe  verlangt,  wenn 

A  +  Bi  =  I/ZmTB»  (cos  O  +  «sin  O) 
gesetzt  ist,  die  Bestimmung  der  complexen  Grösse 

(13)  cos 1-  ^sm  —  • 

n  n 

Sobald  die  ganze  Zahl  n  gleich  irgend  einer  Potenz  der  Zahl 
Zwei  ist,  so  werden  beide  Hülfsaufgaben  durch  das  Verfahren 
gelöst,  welches  im  Anfange  des  gegenwärtigen  §  auseinander 
gesetzt  ist  und  zu  der  Berechnung*  der  Tafel  dient.  Sobald  da- 
gegen die  ganze  Zahl  n  nicht  gleich  einer  Potenz  der  Zahl  Zwei 
ist;  so  sucht  man  mit  Bezug  auf  die  erste  Hülfsaufgabe  diejenige 
positive  ganze  Zahl  r,  ftir  welche  die  Ungleichheit  gilt 

2^        n         2^     ' 
und  findet  in  der  Tafel  für  die  complexe  Grösse  (12)  die  Nähe- 

rn  .   .       rn  j  (r+l)?!    .    .  .    (r  4- 1)71 

rungen  cos     „_.   -f  ism     „_,    und  cos  ^^ — ^— ( — h  tsin  ^ — ^rrr~* 
2^  2  2  2 

Behufs   der   zweiten  Hülfsaufgabe  hat  man  für  die  complexe 
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Grösse  A  +  Bi  zuerst  aus  der  Tafel   eine  angenäherte  Bestim- 
niung  des  Winkels  <Z>  zu  ziehen,  welche   mit      -  ,-    bezeichnet 

werden  möge,  hierauf  eine  positive  ganze  Zahl  R  so  zu  bestim- 
men,  dass 

B  T      ^JBH-l 

ist,   und   erhält   dann  als  Näherungen  der    complexen  Grösse 
(13)  die  Ausdrücke  cos  J?"    +  isin  ^  und  cos^^^^-  + 

(i?    +    1)71 


tsin 


2-^-' 


9  35.    Wurzeln  der  Qlelohimfl^  V3^  =  1  oder  nie  Wurseln  der 

Einheit. 

Wenn  in  der  Gleichung  (1)  des  §  31  die  reelle  positive 
Grösse  C  gleich  der  positiven  Einheit  gesetzt  wird,  so  verwan- 
delt sich  diese  Gleichung  in  die  Gleichung 

(1)  w"=l. 

Die  n  von  cinamler  verschiedcfien  Wtirsdn  derselben  werdet^ 
die  nten  Wurseln  der  Eifüieit  genawü.  Da  die  positive  wte  Wur- 
zel aus  der  Einheit  die  Einheit  selbst  ist,  so  hat  man  für  die 
Darstellung  der  in  llede  stehenden  n  Grössen  in  der  Formel  (11) 

n      _ 

des  §  3 1  den  Factor  l/C^  durch  die  Einheit  zu  ersetzen,  und 
bekommt  den  Ausdruck 

/ox  2s7i    ,    .  .     2sn 

(2)  COS h  »sin , 

n  n 

in  welchem  nach  den  AustUhrungen  des  §  32  ttir  s  die  Zahlen 
0,  1,  2,  . .  n  —  1  zu  substituiren  sind.  An  jener  Stelle  ist  dar- 
auf aufmerksam  gemacht  worden,  dass,  wenn  man  das  daselbst 
mit  (1)  bezeichnete  Schema  bildet 


—  n  — n+l  — n  +  2  ....  — 1 
0  1  2      .  .      n— 1 

n      n-fl       n4-2  .  .   2m  — 1 

alle  Werthc  der  Zahl  6-,   welche  in  derselben  vertikalen  Beihe 
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enthalten  sind  und  die  eine  arithmetische  Reihe  mit  der  Diffe- 
renz n  ausmachen,    der   Grösse   cos h  isin denselben 

n  n 

Werth  verleihen.  Nun  sieht  man  leicht,  dass  in  jeder  verti- 
kalen Reihe  die  auftretenden  positiven  Zahlen,  durch  die  Zahl 
n  dividirt,  einen  und  denselben  Rest  liefern,  nämlich  nach  der  in 
§  2  aufgestellten  Definition  die  in  der  betrachteten  vertikalen 
Reihe  aus  der  mittelsten  horizontalen  Reihe 

0,  1,  2,  . . .  n—  l 

zu  entnehmende  Zahl.  In  dem  §  2  sind  es  nur  positive  Zahlen, 
fllr  die  ein  Rest  bestimmt  wird,  da  die  negativen  Zahlen  noch 
gar  nicht  eingeführt  sind.  Allein  auch  für  eine  beliebige  nega- 
tive Zahl  f  kann  verlangt  werden,  dass  sie  gleich  der  Summe 
eines  ganzen  Vielfachen  des  gegebenen  Divisors  n  und  einer 
Zahl  r  aus  der  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  w  — 1  sei 

f=nq  +  r, 
und  die  durch  diese  Forderung  vollständig  bestimmte  ZaJd  r  unrd 
dann  ebenfalls  der  Rest  der  ZcM  f  für  den  Divisor  r  genannt 
Vermöge  dieser  erweiterten  Definition  sind  in  dem  aufgestellten 
Schema  alle  in  derselben  vertikalen  Reihe  enthaltenen  Zahlen 
für  den  Divisor  n  gleichrestige  Zahlen,  und  irgend  zwei  in  ver- 
schiedenen vertikalen  Reihen  enthaltene  Zahlen  für  den  Divisor 
n  ungleichrestige  Zahlen, 

Die  Ausdrücke  (2)  lassen  sich,  wenn  s  gleich   einer  posi- 
tiven Zahl  genommen  wird,  als  Potenzen  der  Grösse  cos h 

isin darstellen,  wie  ftlr  den  Fall  w  =  2^  im  vorigen  §  be- 
merkt worden  ist.  Diese  Darstellung  kann  auf  negative  Werthe 
der  Zahl  s  ausgedehnt  werden,  indem  für  complexe  Grössen  der 
Gebrauch  von  negativen  ganzen  Exponenten  — m  durch  die 
Gleichung 

(3)  (a  +  bir""=         ^ 


(a  -f  bir 

eingeführt  wird.    Die  Uebertragung  der  Rechnung  mit  positiven 
und  negativen  ganzen  Exponenten  bringt  dann  auch  die  Bezeich- 
nung 
(4)  {a  +  bir  =  1 
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mit  sich,  die  am  Schlüsse  des  §  27  antieipirt  worden  ist  Setzt 
man  wie  früher  a  4- 6i  =  ^ (cos y  +  isinqp),  so  folgt  aus  (3) 
zunächst 

(a  +  Ä^r"  =  ^ 


g    {cosmif'  +  f'sint»^) 

und  nach  der  Gleichung  (11)  des  §30 

(a  +  6t)"""  =  ^~"(cosmy  —  t  sinmqn). 

Weil  aber  der  Winkel  wy  und  der  Winkel  —  mcp  den  gleichen 
Cosinus,  jedoch  den  entgegengesetzten  Sinus  haben,  so  gilt  die 
Gleichung 

(5)  (a  +  6»)~"  =  ^~"(cos(— fiKjp)  +  t8in(— mqn)), 

die  aus  der  Gleichung  (16)  des  §30  entsteht,  indem  die  positive 
ganze  Zahl  n  durch  die  negative  ganze  Zahl  —  w  ersetzt  wird. 
Die  Einsetzung  der  Werthe  n  =  0  und  m=  0  bringt  die  obige 
Gleichung  (4)  hervor.  Durch  die  Aufstellung  der  Gleichung  (5) 
folgt  flir  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  s  mitEin- 
schluss'der  Null  die  Gleichung 

,^v  2571      .      .     .       2571  /  271       ..    .        2  71  V 

(6)  cos h  t sin =  I  cos       -  +  isin 1  , 

n  n         \  n  w    / 

wie  behauptet  worden  war. 

Unter  den  nten  Wurzeln  der  Einheit  kann  es  nach  den 
Erörterungen  des  §  29,  wofern  n  eine  ungerade  ZaJd  ist,  nur  eine 
reeUe  Wurisel^  nämlich  die  positive  Einheit,  wofern  n  eine  ge- 
rode  Zahl  ist,  nur  jswei  reelle  Wurjseln,  nämlich  die  positive  und 
die  negative  Einheit,  geben.  Von  den  Wcrthen  5=0,  1,  ... 
«  —  1  bringt  in  dem  vorstehenden  Ausdrucke  (6)  der  Werth  5  =  0 
die  positive  Einheit  hervor,  und  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so 

liefert  der  Werth  5  =  —  die  Wurzel  cos/r -f  isinTr,  die  gleich 

der  negativen  Einheit  ist.  AUe  übrigen  Wurzelnj  deren  Anzahl 
im  ersten  Falle  w  —  1,  im  zweiten  Falle  ?*  —  2  beträgt,  sind  nicht 
reell,  und  verfallen  in  latäer  Paare  von  einander  conjugirten  Wur- 
zeln; CS  gciwrt  nämlich  eu  einer  Wurzel^  hei  der  die  Zahl  s  einen 
bestimmten  Werth  t  erhalten  fud,  diejenige  Wurzel  als  cov^ugirte, 
bei  d4ir  die  Zafd  s  den  Werth  n  —  t  bekommt.    Denn  die  Grösse 

2(n  — /)7i         .  .     2(n  —  f)n  tn        .   .     tn 

COS  - -'  -  +  *sin  — ^^ -  =  cos 1  sm  — 

n  n  n  n 
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ist  mit  der  Grösse  cos i-  isin  -     conjugirt.    Während  t  die 

n  n 

Zahlen  l,  2,  ..  w— 1   durchläuft,   geht   n  —  t  von  «—1  bis  1; 

ftlr  ein  ungerades  n  wird  t  niemals  gleich  n  —  t,  für  ein  gerades 

n  jedoch  nur  in  dem  schon  besprochenen  Falle,  dass  ^  =  -r-  ist. 

§  36.   Eigenschaften  der  nten  Wurzeln  der  Einheit.    Primi- 
tive nte  Wurzeln  der  Einheit. 

Nach   der  Gleichung  (6)  des  vorigen  §  hat  die  complexe 

nte  Wurzel  der  Einheit  cos h  t  sin die  Eigenschaft,  dass 

aus  derselben  durch  Potenzirung  alle  wten  Wurzeln  der  Einheit 
entstehen.  Es  ist  nun  von  Interesse  zu  erfahren,  ob  auch  eine 
andere  wtc  Wurzel  der  Einheit 

(1)  cos h  tsin 


n  n 

die  entsprechende  Eigenschaft  habe,  dass  ihre  Erhebung  auf 
ganze  Potenzen  die  sämmtlichen  wten  Wurzeln  der  Einheit  her- 
vorbringen kann.  Die  Erhebung  der  Wurzel  (1)  auf  eine  belie- 
bige ganze  Potenz  vom  Exponenten  u  giebt  die  Gleichung 

(2)  I  cos +  tsm )    = 

\         n  n  j 

2lun        .    .     2lun       I         2n         .   .      2n  V" 

COS h  t  Sin =  I  cos h  t  sin 1    • 

n  n  \         n  n  f 

Wird  nun  flir  die  ganze  Zahl  lu  durch  die  Gleichung 

(3)  lu  =  nq  +  r 

der  zu  dem  Divisor  n  gehörige  aus  der  Reihe  der  Zahlen  0,  1, 
2,  . .  « —  1  zu  nehniende  Rest  r  bestimmt,  so  ist 

2lu7i        .  .     2lu7i  2rn    .    .   .    2rn 

COS h  2sin =  cos 1-  tsm 

n  n  n  n 

oder 

(2*)      (cos-       +  tsin  - — )    =(co8 -f-tsin ), 

\         >?  n   f         \         n  n   f 

und  es  leuchtet  ein,  dass  die  linke  Seite  von  (2)  dann  und  nur 
dann  die  sämmtlichen  nten  Wurzeln  der  Einheit  darstellen  kann, 
wenn  der  Rest  r  gleich  allen  Zahlen  0,  1,  2,  ..  n —  1  zu  wer- 
den vermag. 

Sobald  die  Zahl  l  mit  der  Zahl  n  einen  von  der  Einheit 
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verschiedeDen  gemeinsamen  Theiler  hat,  so  ronss  derselbe  so- 
wohl in  die  Zahl  lu  wie  auch  in  die  Zahl  nq^  und  daher 
nach  dem  in  §  5  hervorgehobenen  Satze  auch  in  die  Differenz 
lU'-'nq  =  r  aufgehen;  unter  dieser  Bedingung  ist  es  also  nicht 
möglich,  dass  r  gleich  jeder  von  den  Zahlen  0,  1,  2,  . .  n  —  1 
werde.  Es  bleibt  daher  nur  die  Voraussetzung  übrig,  dass  dw 
Zahl  l  mit  der  Zahl  n  keinen  genieinsamen  Tlieiler  Jiahe,  und  illr 
diese  gilt  der  Satz, 

(A)  dass,  wenn  die  Zahl  l  mit  der  Zahl  n  keinen  gemein- 
samen Theiler  hat  und  wenn  in  dem  Produet  lu  für  die  ZaJd 
u  nadi  einander  die  ZaJden  0,  1,  2,  ..  n — 1  gesetzt  werden^ 
die  Zahl  r,  welche  den  liest  des  Products  lu  darstellt^  ebenfalls 
diese  Zahlen  vollständig,  jedoch  ahgcselieti  von  ihrer  ReiJwnfolge, 
durchiäufl. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  möge  die  Gleichung  (3)  flir 
die  bezeichneten  n  Werthc  von  u  gebildet  werden,  wobei  die 
zugehörigen  Werthc  des  Quotienten  q  und  des  Ilcstes  r  ange- 
bängte Zeiger  erhalten, 

l.O         =nq„  +  r^ 

l,\         =nqi  +  r, 
(4)  {    ^-2         =wff,  +r, 

l(n—l)=nq    ,  +  r    ,. 

Hier  müssen  die  n  Reste  r^,  r,, . .  r^^  von  einander  ver- 
schieden sein.  Gesetzt,  es  wären  zwei  Reste  r^  und  r^,  bei 
denen  u  nicht  gleich  ß  ist,  einander  gleich,  so  würde  aus  den 
beiden  entsprechenden  Gleichungen 

la=nq„  +  r„ 

lß=nqif  +r^ 
durch  Subtraction  die  Gleichung 

l(ß  —  a)  =  n{q^'-q„) 

folgen.  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  vergeben,  darf  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Zahl  l  positiv  angenommen  und  die  Differenz 
ß—a  positiv  gewählt  sei,  so  dass  wegen  des  positiven  Zeichens 
der  Zahl  n  auch  die  Differenz  qß  —  q^  positiv  sein  müsste.    Da 

nun  vermr)ge  der  vorliegenden  Gleichung  das  Produet  der  beiden 
Zahlen  l  und  ß  —  a  durch  die  Zahl  n  aufgeht,  und  nach  der 
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Voraussetzung  die  Zahlen  l  und  n  ohne  gemeinsehaftlichen 
Theiler  sind,  so  muss  nach  dem  CoroIIar  zu  dem  Satze  1  des 
§  6  die  Zahl  ß  —  a  durch  die  Zahl  n  autgehen.  Dies  kann  aber 
nicht  geschehen,  weil  sowohl  /?  als  a  positive  unter  der  Zahl  n 
liegende  Zahlen  sind,  ausser  wenn  ß  =  a  ist.  Nun  darf  ß  nicht 
gleich   a  sein,  also  können   unter   den   Resten  ^o,  ft,-"^^_^ 

nicht  zwei  einander  gleiche  vorkommen.  Die  Anzahl  dieser 
Reste  ist  gleich  n,  jeder  derselben  ist  gleich  einer  der  Zahlen 
0,  1,  2, . .  w— - 1;  da  nun  die  Anzahl  der  letzteren  ebenfalls  gleich 
n  ist,  und  keiner  der  Reste  ro,rj, . . .  r  __^  doppelt  auftreten  darf, 

so  müssen  die  Reste  abgesehen  von  der  Reihenfolge  mit  den  Zahlen 
0,  1,  2, .  .  w—  1  übereinstimmen,  und  das  war  behauptet  worden. 
Eine  ntc  Wurzel  der  Einheit,  durch  deren  ganze  Potenzen  die 
sämmtlichen  wten  Wurzeln  der  Einheit  dargestellt  werden  können, 
heisst  eine  primitwe  nte  Wurzel  der  Einheit,  Nach  dem  so  eben 
bewiesenen  Satze  besteht  die  Bedingung  dafür,  dass  die  Wurzel 

2lji    ...     2ln 
cos h  %  sin 


»  n 


eine  primitive  Wurzel  sei,  darin,  dass  die  Zahl  l  mit  der  Zahl 
n  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat.  Jede  Zahl  l  liefert  ftlr 
den  Divisor  n  einen  bestimmten  Rest,  und  nur  Zahlen  von  ver- 
schiedeneti  Resten  ergeben  verschiedene  primitive  nte  Wurzeln  der 
Einimt.  Die  Anzahl  der  primitiven  nten  Wurzeln  der  Einfieit 
ist  deshalb  gleich  der  Anzahl  der  relativen  PrimzaJden  zu  n  in 
d^  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  3,  . .  n,  welche  in  §  9  bestimmt  und 
mit  q)(n)  bezeichnet  worden  ist.  Es  verdient  besonders  hervor- 
gehoben zu  werden,  dass,  wenn  die  Zahl  n  eine  PrimzcJil  ist, 
die  sämmtlichen  n — 1  nicht  reellen  nten  Wurzeln  der  Einheit, 
welche  den  Werthen  Z  =  1,  2,  3,  . .  n  —  1  entsprechen,  zugleich 
primitive  nte  Wurzeln  der  Einheit  sind. 

Wenn  man  eine  primitive  nte  Wurzel  der  Einheit  succes- 
sive  auf  die  positiven  Exponenten  1,  2,  3,  ..  n  erhebt,  so  ent- 
stehen nach  der  gegebenen  Definition  die  sämmtlichen  nten  Wur- 
zeln der  Einheit,  da  die  Erhebung  auf  den  Exponenten  n  an  die 
Stelle  der  Erhebung  auf  den  Exponenten  0  getreten  ist.  Aus 
diesem  Grunde  ist  n  die  niedrigste  positive  ganze  Zahl,  zu  wel- 
cher erhoben  eine  primitive  nte  Wurzel  der  Einheit  gleich  der 

Lipschits,  Analysis.  8 
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Einheit  wird.  Daher  hat  eine  primitive  FAnheiUiumrzel  der  nieth 
Ordnung  die  Eigenschaft,  nicht  zugleich  eine  Einheitsumrzel  von 
niedrigerer  Ordnung  sein  eu  können, 

%  37.  Zmammiigetgmig  von  Wurseln  der  Einheit  einer  ge- 
gebenen Ordnung  ans  Wurzeln  der  Einheit  einer  niedrigeren 
Ordnung.  Auflösung  von  unbestimmten  Oleiohungen  des  ersten 
Chrades  mit  zwei  Unbekannten  in  gansen  Zahlen.    Zerlegung 

eines  Bruohes  in  Partialbrflohe. 

Unter  gewissen  Verhältnissen  können  die  nten  Wurzeln 
der  Einheit  aus  Einheitsu^urzeln  von  niedrigerer  Ordnung  durch 
Multiplication  zusammengesetzt  werden.  Es  sei  n  eine  zusam- 
mengesetzte Zahl  und  gleich  dem  Product  w,  n,,  bei  dem  keine 
der  beiden  ganzen  Zahlen  n,  und  n,  gleich  der  Einheit  ist.  Dann 
werden  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 

(1)  ?°'  =  1  und  i?°'  =  l 
beziehungsweise  mit  Hülfe  von  zwei  beliebigen  ganzen  Zahlen 
8^  und  s^  durch  die  Ausdrücke 

/ft\  2s.  n    ,    .  .     25.71        ,  2s^n    .    .   .     2s^n 

(2)  cos  — ■ h  ism  — *—  und  cos  — h  \  sm  — *— 

»j  n^  n,  n^ 

dargestellt.    Das  Product  dieser  Ausdrücke  crhillt  den  Werth 

/«x       /         2s^n        .    .     2s^n\l         2s^n         .   .     2s^7i\ 

(3)  (cos — h  »sin  —   ■  -llcos  — h  tsin  -   -   - 1  = 

(2s.n    ,    2s^n\    .    .   .    (2s. n    ,     25,7i\ 

und  bezeichnet,  da  die  Summe  der  beiden  Brüche  mit  den  Nen- 
nern n,  und  w,  gleich  einem  Bruche  mit  dem  Nenner  n^n^  =  n  ist, 

(4)  --»-  +  -^«-  =     ^ 


n,        »2        ^1^% 


eine  nte  Wurzel  der  Einheit. 

Sobald  die  Za/Uen  n^  und  n,  zu  einander  relative  PHm- 
zahlen  sind,  so  lässt  sich  durch  dieses  Verfahren  jede  nte  Wurzel 
der  Einheit  darstellen.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  folgt 
aus  dem  Safze,  dass,  wenn  die  Zahl  n  gleich  dem  Product  der 
relativen  Primzahlen  n^  und  n,  ist,  es  möglich  ist-,  für  jeden  Werth 

der  ZaJd  s  den  Bruch  —  als  eine  Summe  von  zwei  Brüchen  dar- 

n 

zustellen j  deren  Nenner  dieZafden  w,  undn^  sind,  oder  den  Bruch 
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—  in  Partialbrüche  mit  den  Nennern  n.  und  n,  zu  zerlegen.  Es 
n 

heisst  dies  nichts  anderes,  als  dass  für  zwei  relative  Primzahlen 

tij  und  Wg  und   eine   beliebige  Zahl  s  die  Gleichung  (4)  durch 

zwei  ganze  Zahlen  s^  und  s^  stets  befriedigt  werden  kann.    Die 

Gleichung  (4)  geht  durch  Multiplication   mit  dem  Nenner  n^n^ 

in  die  folgende  über 

(5)  5,  n,  +  5jWj  =5. 

Diese   unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades  für  die  Unbe- 
kannten s^  und  s^  muss  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  sein,  sobald 
die  ufhbestimmte  Gleichung  für  die  UnbeTcannten  t^  und  t^ 
(er)  t^  n,  +  ^j  Wj  =  1 

in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist.  Denn  wenn  in  (6)  zwei  ganze 
Zahlen  t^  und  t^  genügen,  so  wird  die  Gleichung  (5)  durch  die 
ganzzahligen  Werthe 

^1  =^/l>      ^8  =  st^ 

befriedigt.  Dass  aber,  wofern  w^  und  n^  relative  Primzahlen 
sind,  die  Gleichung  (6)  immer  auflösbar  ist,  lehrt  der  im  vorigen 
§  bewiesene  Satz  (A).  Denn  vermöge  desselben  durchläuft  der 
nach  dem  Divisor  n,  genommene  Rest  des  Products  i^^w,,  wo 
«,  relative  Primzahl  zu  dem  Divisor  n^  ist,  sobald,  der  Reihe 
nach  gleich  den  Zahlen  0,  1,2,  . .  n,  —  1  gesetzt  wird,  dieselbe 
Reihe  von  Zahlen,  und  wird  daher  Ein  Mal  gleich  der  positiven 
Einheit.    Setzt  man  itir  diesen  Fall 

t,n^  =  -t^n,  -f  l, 

so  ist  zugleich  die  Gleichung  (6)  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst. 
Die  Gleichungen  (6)  und  (5)  sind  demnach,  wofern  w,  M«d  »,  re- 
lative Primzahlen  sind,  immer  in  garten  Zahlen  auflösbar. 

Sobald  die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (5)  feststeht,  kön- 
nen ihre  sämmtlichen  ganzzaMigen  Auflösungen  leicht  angegeben 
werden.  Es  liege  ausser  der  Auflösung  5,,  s^  noch  eine  zweite 
Auflösung 

5j=(7„    s^  =  a^ 
vor.    Dann  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 

Oj^n^  -4-  (7,ni  =5 
durch  Subtraction  die  Gleichung 

((7,  -  Ä,)n,  =  —  (or,  —  s Jn^ . 


116  ünbeetimmte  Gleichung  des  ersten  Grades.  §  87. 

Weil  das  Product  (<Xi  — sjn,  durch  n,  aufgeht,  der  Factor  n, 
aber  relative  Primzahl  zu  n^  ist,  so  muss  nach  dem  im  vorigen 
§  benutzten  Satze  aus  §6  der  Factor  a^  —  s^  durch  n,  aufgehen, 
das  heisst  gleich  dem  Product  von  n^  in  eine  ganze  Zahl  c  sein, 

(7)  (T,  —  5,  =  cn^ , 

und  die  Einsetzung  dieses  Ausdruckes  in  die  letzte  Oleichung 
giebt  für  die  Differenz  a^  —  s^  die  zugehörige  Gleichung 

(8)  a^—  s^  =  —  cn^. 

Die  ganee  ZcM  c  ist  tWr  jede  gegebene  ganzeaJüige  Auflösung 
«,=(7^,  5g  =  (7,  vollständig  bestimmt.  Auf  der  anderen  Seite 
leuchtet  es  ein,  dass,  wenn  die  Auflösung  s^,  s^  bekannt  ist,  die 
mit  einem  beliebigen  Werthe  der  ZaJd  c  gebildeten  zusammen- 
gehörigen Zahlen 

(9)  «1  +  cn^y    Sj  —  cn^ 

die  Gleichung  (5)  erfüllen.  Daher  enthalten  die  Ausdrücke  (9) 
die  sämmtlichen  ganzzaJüigen  Auflösungen  der  Gleichung  (5).  Die 
Werthe  s^  +  cn^  bilden  eine  unbegrenzte  arithmetische  Reihe  mit 
der  Differenz  n^,  oder  sind  für  diesen  Divisor  gleichrestige  Zatden^ 
und  die  WertJw  s,  4-  cn,  bilden  eine  unbegrenzte  arithmetiscJ^ 
Reihe  mit  der  Differenz  n,,  oder  sind  für  den  Divisor  n,  gleich- 
restige  Zahlen.  Die  Glieder  der  beiden  arithmetischen  Reil^en  sind 
aber  einander  auf  eine  bestimmte  Weise  zugeordnet. 

Es  kann  hier  noch  die  Bemerkung  hinzugefügt  werden, 
dass,  wenn  die  Zahl  s  keinen  gemeinsamen  Tlieiler  mit  dem  Pro- 
duct n,»j  =  n  Äof,  sowohl  die  ZaJü  5,  relative  Primzahl  zu  n^, 
wie  auch  die  Zahl  s^  relative  PrimzaJd  zu  n^  sein  muss.  Denn 
jeder  gemeinsame  Theiler  von  5,  und  n^  mtisste  in  Folge  der 
Gleichung  (5)  in  s  aufgehen,  und  jeder  gemeinsame  Theiler  von 
s^  und  n,  müsste  aus  demselben  Grunde  ebenfalls  in  s  aufgehen ; 
also  mtisste  im  ersten  Falle  ein  gemeinsamer  Theiler  von  s  und 
n^,  im  zweiten  Falle  ein  gemeinsamer  Theiler  von  5  und  «,  vor- 
handen sein,  was  gegen  die  Annahme  verstösst.  Auch  gilt  aus 
entsprechenden  Gründen  das  umgekehrte,  dass,  wenn  die  Zähl 
s  mit  n^  einen  gemeinsanwfi  Tlmler  liaty  dieser  in  s,^  aufgehen 
musSy  und  dass,  wenn  dieZaJd  s  mit  n^  einen  gemeifisamen  Thei- 
ler hat,  dieser  in  s^  aufgellen  muss.  Wenn  daher  weder  s^  mit 
n^  noch  s^  mit  n,  einen  gemeinsamen  Theiler  hat,   so  kann  s 
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weder  mit  n^  noch  mit  n,  einen   gemeinsamen   Theiler  haben, 

und  muss  deshalb  aach  relative  Primzahl  zu  n^n^  sein. 

Kehrt  man  von  der  unbestimmten  Gleichung  (5)  zu  der  ur- 

s 
sprtinglichen  Aufgabe  zurück,  den  Bruch  —  in  Partialbrüche  mit 

den  Nennern  »,  und  w,  zu  zerlegen,  oder  zu  der  Gleichung  (4) 
zurück,  so  folgt  aus  der  in  (9)  enthaltenen  Darstellung  der 
sämmtlichen  Bestimmungen  der  gesuchten  beiden  Zähler,  dass 
die  betreffenden  beiden  Brüche  selbst  nothwendig  die  Gestalt 
haben 

(10)  ?i+J^=^Ij.  +  c,    ^'-^"«  =  i«--c. 

Die  Werthe  der  beiden  Brüche  sind  demnach  bis  auf  eine  additive 
ganze  ZaM  c  vollständig  bestimmt.  Auch  ist  es  klar,  dass,  wenn 
der  Zahl  s  ein  neuer  Werth  beigelegt  wird,  der  mit  dem  früheren 
Wertlie  von  s  in  Bezug  aiuf  den  Divisor  n  gleichrestig  ist,   der 

o 

Werth  des  Bruches  —  sich  nur  um  eine  ganze  Zahl  ändert,  und 

dass  bei  der  entsprechenden  neuen  Zerlegungsaufgabe  zu  dem 
Werthe  eines  jeden  der  beiden  Partialbrüche  wieder  eine  ange- 
messen zu  wählende  ganze  Zahl  hinzukommt  und  nur  eine  solche 
ganze  Zahl  hinzukommen  kann.  Wenn  dagegen  der  Zahl  s  ein 
neuer  Werth  s'  beigelegt  wird,  der  mit  dem  früheren  Werthe  von 
s  in  Bezug  auf  den  Divisor  n  nicht  gleichrestig  ist,  so  kann  bei 
der  Zerlegung 


Mj  »,  »1  Wj 

der  Fall  nicht  eintreten,   dass   beziehungsweise  — * gleich 

S*    —5 

einer  ganzen  Zahl  und  gleichzeitig  — ^ gleich  einer  ganzen 

S  "^^  s 

Zahl   wird,    weil   sonst  gegen   die  Voraussetzung  gleich 

einer  ganzen  Zahl  sein  müsste. 

Bis  jetzt  wurde  die  Voraussetzung  festgehalten,  dass  die  Zahl 
s  gegeben  sei,  und  die  Zahlen  s^  und  s^  gesucht  werden.  Man 
kann  aber  auch  die  Annahme  machen,  dass  s^  und  s^  belie- 
bige Zahlenwerthe  erhalten  und  aus  diesen  der  Werth  der 
Zahl  s  hervorgehe.   Alsdann  folgt  aus  dem  Gesagten,  dass,  wenn 
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auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (4)  für  die  Zahl  ä,  nach  ein- 
ander die  Werthe  0, 1, 2,  . .  n^  —  1  für  die  Zahl  s^  nach  einander 
die  Werthe  0,  1,  2, .  .  w,  —  1  gesetzt  werden  und  jeder  Werth  von 
5,  mit  jedem  WertJie  von  5,  combinirt  wird,  die  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  erscheinende  Zahl  s  für  deti  Divisor  w,  w, 
lauter  verschiedene  Reste  liefert.  Da  nun  die  ZatU  jener  Verbin- 
düngen  von  s^  und  «,  gleich  n,  n,  ist,  so  stimfnen  die  auf  defi 
Divisor  n^  n,  bezüglichen  Reste  der  erhaltenen  n,  w,  Zahlen  s  mit- 
den  n^n^  überhaupt  vorJMndenen  Resten 

0,  1,  2,  3,...n— 1 
abgesehen  von  der  Anordnung  überein. 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  repräsentirt  die  Gleichung  (5) 
das  Zusammensetzen  von  ewei  Brüchen  durch  Addition.  Der  so 
eben  mitgetheilte  Satz  gestattet  eine  unmittelbare  Anwendung 
auf  die  obige  Gleichung  (3)  und  lehrt,  dass,  wenn  in  dem  ersten 
Factor  der  linken  Seite  die  Zahl  s^  die  Werthe  0,  1, . .  n^  —  1 
und  in  dem  zweiten  Factor  der  linken  Seite  die  Zahl  ä^,  die 
Werthe  0,  1,  2, . . »,  —  1  durchläuft,  der  Ausdruck  der  rechten 
Seite,  welcher  mit  Hinzuziehung  von  (4)  durch 

2571  .     .        2^71 

cos  -  -  +  t  sin  -  - 

ersetzt  werden  darf,  ttlr  die  Zahl  s  in  Bezug  auf  den  Divisor 
»j  n,  die  vollständige  Reihe  der  Reste 

0,  1,  2, .  .n,  nj-— 1 
ergiebt.    Alsdann  repräsentirt  aber  der  erste  Factor  der  linken 

D 

Seite  von  (3)  successivc  alle  Wurzeln  der  Gleichung  f  *  =  1,  der 
zweite  Factor  der  linken  Seite  von  (3)  successivc  alle  Wurzeln 

u 

der  Gleichimg  t]  *=1,  die  rechte  Seite  von  (3)  alle  nten  Wur- 
zeln der  Einheit  und  zwar  jede  ein  Mal,  und  es  entsteht  der  Satz: 
Wenn  die  ZcJilcn  n^  und  »,  relative  Primzahlen  sind,  und 

n 

jede  Wurzel  der  Gleichung  $  *  =  1  mü  jeder  Wurzel  der  Glei- 
chung rj  *=:\  multiplicirt  unrd,  so  stellen  die  betreffenden  n^  n^  Pro- 

ducte  die  sämmtlichen  n^  n,  Wurzeln  der  Gleichung  w"*  °« =  1  dar. 
Es  ist  vorhin  bemerkt  worden,  dass,  wofern  in  der  Glei- 
chung (4), die  Zahl  s  relative  Primzahl  zu  n,  m,  ist,  sowohl  s^ 
relative  Primzahl  zu  n^  wie  auch  s^  relative  Primzald  zu  n,  sein 
mnss,  und  dass,  wofern  s^  relative  Primzahl  n^  und  zugleich  s^ 
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relative  PrimecM  eu  n^  ist,  s  rdaiive  TrimsscM  eu  n^  n,  sein 

mnss. 

Wenn  man  daher  in  der  Gleichung  (4)  für  s^  nacheinander 
die  unter  n,  liegefiden  relativen  Primzahlen  eu  n,,  «nd  für  s, 
nach  einander  die  unter  n,  liegenden  relativen  Primeahlen  eu  n, 
setet,  und  jeden  Werth  von  s^  mit  jedem  Werthe  van  s^  combinirt^ 
so  liefert  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  befindliche  Zahl  8  lauter 
relative  Primeahlen  eu  n^  »,,  die  in  Beeug  auf  den  Divisor  n^  n, 
ungleichrestig  sind.  Die  Aneahl  der  unter  n^  liegenden  relativen 
Primeahlen  eu  n^  wird  mit  y(Wi),  die  Aneahl  der  unter  n,  lie- 
genden relativen  Primeahlen  eu  n,  mit  q>  (n,),  die  Aneahl  der 
unter  n^  n^  liegenden  relativen  Primeahlen  eu  n^  n,  mit  qp  (n,  n,) 
beeeichnet.  Da  n^  und  n^  relative  Primeahlen  sind,  so  besteht 
nach  §  9  die  Gleichung 

qp(w,  nj=qp(wjg)(n,). 

Die  in  Beeug  auf  den  Divisor  n^n^  genommenen  unter  ein- 
ander verschiedenen  Beste  der  sämmtlichen  in  Bede  stehenden 
Werthe  der  Zahl  s,  deren  Aneahl  gleich  qp  (nj  qp  (n,)  istj  stimmen 
demnach  mit  den  sämmtlicl^en  überhaupt  vorhandenen  eu  dem  Di- 
visor w,  n^  theilerfreien  Besten,  das  heisst,  den  unter  n^  n^  liegen- 
den relativen  Primeahlen  eu  n^  w,  abgesehen  von  der  Anordnung 
Hierein. 

Wenn  man  diesen  Satz  ebenfalls  auf  die  Gleichung  (3)  an- 
wendet, und  bedenkt,  dass  die  primitiven  Wureeln  der  Gleichun- 

gen  ^*  =  1,  y;'=l,w  '=1  erhalten  werden,  indem  man  in 
den  oft  gebrauchten  Ausdrücken  beziehungsweise  vorschreibt, 
dass  s^  die  unter  n^  liegenden  relativen  Primzahlen  zu  n^,  dass 
s.j  die  unter  n.^  liegenden  relativen  Primzahlen  zu  w,,  dass  s  die 
unter  n^  n,  liegenden  relativen  Primzahlen  zu  n^  n,  durchlaufen 
soll,  so  geht  der  folgende  Satz  hervor: 

Sobald  die  Zahlen  n,  und  n,  relative  Primeahlen  sind,  ut^ 

n 

jede  xrrimitive  Wured  der  Gleichung  g    =1  mit  jeder  primitiven 

n 

Wureel  der  Gleichung  jy  *  =  1  multiplicirt  wird,  so  stellen  die  be- 
treffenden (f  (Wj  n,)  Producte  die  sämmtlichen  primitiven  Wureetn 

der  Gleichung  w°»    »==1  dar. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Sätze  zu  geben,  welche  in  Bezug 
auf  die  Zusammensetzung  der  BrUche  durch  Addition  aufgestellt 
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nnd  aaf  die  Zusammensctzang  der  Einheitswnrzeln  durch  Multi- 
plieation  übertragen  sind,  sei  die  Zahl  »»^  =  3,  die  Zahln,  =  5, 
also  n  =  n^  n,  =  15.  Die  Werthe  0,  1,  2  von  ä,  mögen  in  eine 
vertikale  Reihe,  die  Werthe  0,  1,  2,  3,  4  von  s^  in  eine  horizon- 
tale Reihe  geschrieben  und  die  zugeordnetbn  Werthe  des  Bruches 

8  S  S 

— ^  +  -*  =  -  in  die  zugehörigen  Stellen  einer  Tafel  eingetra- 

gen  werden.    Um  den  dem  Divisor  n  entsprechenden  Rest  der 

Zahl  s  hervortreten  zu  lassen,  soll  —  als  das  Aggregat  eines  po- 

n 

sitiven  echten  Bruches  und  einer  ganzen  Zahl  dargestellt  werden. 

Auf  diese  Weise  entsteht  die  Tafel  von  15  Feldern: 


0 

1 

2 

0 

0 

1 
5 
8 

2 
5 

« 

1 

11 

1 

3 

15 

15 

2 

2 
3 

13 
15 

15-^^ 

3^ 
5 


5 


U 
15 


:^' 


15 


+  1 


7 


Die  Werthe  von  s^j  welche  mit  m,  ohne  Theiler  sind  und 
die  Werthe  von  5,,  welche  mit  n^  ohne  Theiler  sind,  werden, 
da  sowohl  3  als  5  Primzahlen  sind,  dadurch  erhalten,  dass  man 
in  beiden  Reihen  von  Werthen  nur  den  Werth  Null  fortlässt. 
Hiermit  fällt  die  oberste  horizontale  Reihe  und  die  erste  verti- 
kale Reihe  der  Tafel  fort,  und  die  (ibrig  bleibenden  8  Felder 
zeigen  als  Reste  der  Zahl  s  die  8  unter  15  liegenden  und  mit 
15  theilerfreien  Zahlen. 

§  38.    Fortsetzung. 

Sobald  die  Zahl  n  in  das  Product  der  beiden  relativen 
Primzahlen  w,  und  w,  zerfällt,  und  einer  der  beiden  Factorcn 
etwa  der  Factor  w,  wieder  als  das  Product  von  zwei  relativen 
Primzahlen  dargestellt  werden  kann,  so  lässt  sich  die  Aufgabe, 

den   Bruch  —  gemäss  der  Gleichung 

in  Partialbrüche  zu  zerlegen,  nachdem  sie  einmal  gelöst  ist,  mit 
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s 
Bezug  auf  den  Bruch  —    wiederholen.  Auch  diese  ist  nach  den 

gegebenen  Erörterungen  lösbar,  und  die  betreffenden  Auflö- 
sungen sind  in  der  durch  die  Ausdrücke  (10)  des  vorigen  § 
bezeichneten  Weise  bestimmt.  Die  gleiche  Operation  kann  so 
lange  aufs  neue  angewendet  werden,  als  einer  der  vorhandenen 
Nenner  noch  fähig  ist,  als  ein  Product  von  zwei  relativen  Prim- 
zahlen aufgefasst  zu  werden.  Diese  Möglichkeit  muss  sich  aber 
zuletzt  erschöpfen;  denn  nur  eine  Zahl,  in  deren  Factoren  we- 
nigstens zwei  verschiedene  Primzahlen  vorkommen,  kann  als  ein 
Product  von  zwei  relativen  Primzahlen  erscheinen.  Das  Ende 
der  Zerfällungen  tritt  also  dann  ein,  sobald  die  Zahl  n  als 
ein  Product  der  Fotmzen  verschiedener  Primzahlen  dargestellt 
ist.  Es  seien  a^^  a,, .  .  ai  die  verschiedenen  'in  n  enthaltenen  Prim- 
zahlen und  man  habe 

(1)  n  =  a,"'a^''^...a^\ 

dann  besteht  die  bezeichnete  letzte  Aufgabe  darin,  für  eine  belie- 
big gegebefw  Zahl  s  die  ganzen  Ziahlen  «,,  5,,  ,.Si  so  zu  bestim- 
men, dass  die  Gleichung 

(2)  _f._+_^+...+  ._iL__± 

erfüllt  wird. 

Denkt  man  sich  diese  für  einen  bestimmten  Werth  von  s 
gebildete  Gleichung  aufgelöst,  was  nach  dem  Vorigen  immer 
geschehen  kann,  und  die  entsprechende  einem  zweiten  Werthe 
s*  von  s  zugeordnete  Gleichung 


s\           s\ 

Sl              8' 

*        .1              * 

+    ., 

..+  — - 

0."'         rt."' 

«i         n 

•^1                         ^*% 

H 

ebenfalls  aufgelöst,  so  liefert  die  Subtraction  der  ersten  von  der 
zweiten  die  Gleichung 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  derselben  mit  der  Zahl  n, 
wodurch  alle  Nenner  fortfallen,  und  gebraucht  abermals  den  Satz, 
dass,  wenn  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  und  das  Product 
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ak  darch  die  Zahl  b  aafgcht,  die  Zahl  k  darch  h  aufgehen  muss, 
so  ergeben  sieh  die  folgenden  Sätze: 

1.  Sobald gleich  einer  ganzen  Zahl  oder  der  Ntdl 

ist,  so  mttös  jeder  der  Brüche 

^2eicA  ciwc^-  ganzen  Zahl  oder  der  Null  sein, 

s* s 

2.  Sobald  nicht  gleich   einer  ganieti  Za/d  und  nicht 

gleich  der  NuU  ist,  so  können  nicJU  alle  BrücJie 

gleich  ganzen  Zahlen  oder  der  Null  sein. 

In  ähnlicher  Weise  gehen  aus  der  Gleichung  (2)  die  Sätze 
hervor: 

3.  Sobald  s  eu  n  relative  Prinijzahl  ist^  so  muss  s^  su  der 
Primjscdd  a^,  s^  zu  der  PrimzafU  a^, . .  iJ^  zu  der  Primzahl  aj^^  re- 
lativ  prim  sein, 

4.  Sobald  s^  zu  a,,  s^  zu  a„  . .  S;  zu  a^  relativ  prim  ist^ 
so  muss  s  zu  n  relativ  prim  sein. 

Mit  diesen  Mitteln  erhält  man  auf  dem  durch  die  Glei- 
chung (3)  des  vorigen  §  bezeichneten  Wege  die  folgenden  Sätze 
tlber  die  Zusammensetzung  der  nten  Wurzeln  der  Einheit  aus 
Einheitswurzeln  niedrigerer  Ordnungen.  ^ 

5.  Wenn  die  Zalü  n  gleich  dem  Product  von  Potenzen  ver- 
schiedener Primzahlen  a,"*  a,"'  •  •  «^  ^  i^t,  und  wenn  au^*ije  einer 


Wurzel  von  jeder  der  Gleichungen  ^»  *  =  1,  /;*'  *= 1, . . .  ^*>t    =1 
ein  Product  gebildet  wird,  so  stellen  die  w  verschiedefien  Producte 

die  n  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  fj"  =  1  dar. 

6.     Wenn  unter  den  gleichen  Voraussetzungen  aus  je  einer 

primitiven  Wurzel  von  jeder  der  Glcichtmgen'f'^  *  =  1;  ';**  '=1, 


tt. 


. . .  ^x    =  1  ein  Product  gebildet  wird,  so  stellen  die  verschiede- 
nen Producte  die  verschiedenen  primiüven  Wurzeln  der  Gleichung 

01°  =  1  doTj  derefi  Anzahl  gleich  q>  (n)  ist. 
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§  39.   DarsteUimff  der   s&mnitlloheii  Wnrseln  dar  OMohniiff 

M  =^  + J?t,  oder  der  e&mmtllohen  nten  Wnrselii  aus  einer 

complexen  Grösse  Ä  +  Bi  doroh  Anwendung  von  einer  be- 
liebigen dieser  Wnrseln  und  der  s&nuntiohen  nten  Wnrxeln 

der  Einheit. 

Wie  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  co"  =1  die  wten  Wurzeln 
der   Einheit   heissen,    so   werden   auch   die  n  Wurzeln  der  mit 

einem  reellen  positiven  C  gebildeten  Gleichung  w"  =  C,  welche 
nach  §  31  und  32  in  dem  Ausdrucke  enthalten  sind 

(1)  l/c(co8-^  +  »8in^), 

die  nten  Wurzeln  aus  der  reellen  positiven  Grösse  C,  und  ebenso 

die  n  Wurzeln  der  Gleichung  oj^  =A  +  Bi,  welche  nach  §  33  in 
dem  Ausdrucke 

(2)  y/vä^Tl^(co8-^  +  i8in-^)(co8^  +  t8in^) 

enthalten  sind,  die  nten  Wurzeln  aus  der  complexen  Grösse 
A+Bi  genannt.  Offenbar  entstehen  die  n  Grössen  (l),  indem 
die  positive  wte  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse  C  successive 
mit  den  sämmtlichen  nten  Wurzeln  der  Einheit  multiplicirt  wird, 
und  ebenso  entstehen  diq  n  Grössen  (2),   indem  der  Ausdruck 

ilYA^  +  JB^Icos h  i  sin    -j,  der  selbst  gleich  einer  bestimmten 

wten  Wurzel  der  Grösse  A  •¥  Bi  ist,  mit  den  sämmtlichen  nten 
Wurzeln  der  Einheit  multiplicirt  wird.  Die  sämmtlichen  Qrössen 
(1)  können  aber  auch  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  eine 
beliebige  von  ihn^n  mit  den  sämmtlichen  nten  Wureeln  der  Ein- 
heit multiplicirt^  und  desgleichen  Jcönnen  die  sämmtlichen  Grössen 
(2J  oder  die  sämmÜicheth  Wurzeln  der  reinen  Gleichung  des  nten 

Grades  (o^  =A  +  Bi  erhalten  werden,  indem  man  eifie  beliebige 
von  diesen  mit  defi  sämmtlicJum  nten  Wurzeln  der  EinJieit  multi- 
plicirt. Denn  sei  Je  eine  beliebig  gewählte  ganze  Zahl,  so  liefert 
die  Multiplication  der  in  (1)  enthaltenen  Grösse 


I /*7i  /        2A;7i         ..     2Ä;7r\ 

K  C  l  cos -f  t  sin I 

\  n  n    1 


mit  der  Einheitswurzel  cos h  i  sin das  Product 

n  n 
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(3)  y  C  I  cos— ^ h  « sin  — ^  — -— —  1, 

und  die  Multiplication  der  in  (2)  enthaltenen  Grösse 

y  VA}  +^lco8--  4-  tsm  —  llcos h  isin j 

mit  derselben  Einheitswurzel  das  Product 

(4)1/ K  -4*  +  jB^Ico8 h  tsm  —  llcos  -^^ ^+isin-      — —  )• 

Um  die  sämmtlichen  nteu  Wurzeln  der  Einheit  zu  erhalten, 
kann  man  in  dem  benutzten  Ausdrucke  die  Zahl  i  successive 
gleich  den  n  Zahlen  0,  1,  2,  ..n  —  1  setzen.  Die  Betrachtung 
des  Schemas  (1)  in  §  32  lehrt  aber,  dass  alsdann,  wie  auch  die 
Zahl  k  gewählt  sein  möge,  von  den  in  (3)  und  (4)  auftretenden 

Zahlen 

k^-t 

die  zu  der  Division  mit  der  Zahl  n  gehörigen  Reste  sämmtlich 
ein  Mal  durchlaufen  werden.  Also  werden,  wie  behauptet 
worden,  die  sämmtlichen  nten  Wureeln  au>s  C  durch  (3)  wid  die 
sämmtlichen  nten  Wurzeln  aus  A-hBi  durch  (4)  dargestellt. 

Bei  der  Bestimmung  des  Winkels  0  durch  die  Gleichung 
(2)  des  §  33  ist  festgesetzt  worden,  dass  (D  zwischen  0  und  2  7i 
liegen  soll.  Bringt  man  aber  den  Ausdruck  (4)  der  nten  Wurzeln 
aus  der  Grösse  A  +  Bi  in  die  Gestalt  dös  Products  aus  dem  Factor 

(O        l/|/il*  +  -B*icos htsm j 

und  dem  die  Zahl  t  enthaltenden  Factor  ( cos —  +  %  sin  — — ) , 

\  n  n    / 

so  zeigt  die  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  (2),  dass  der  zu- 
gehörige Winkel  ebensoxmhl  etmschen  zwei  heliebigen  aufeinander 
folgenden  garten  Vietfacheti  der  vollen  Peripherie,  nämlich  2  A;  /t 
und  (2  Ä;  +  2)  rc  angenommen  werden  darf.  Aus  dieser  Bemerkung 
lässt  sich  für  den  Fall  Nutzen  ziehen,  dass  die  zu  der  com- 
plexen   Grösse  Ä^  Bi  conjugirte  Grösse  A  —  Bi  gebildet  und 

neben  die  Gleichung  io^  =  A  +Bi  die  Gleichung 

(5)  w'°=^— £i 

gestellt  wird.  Setzt  man 

.  .  f ^  +  2?i=P(cosa>  +  tsinfy>) 

^  ^  \A-Bi=P{co9  0'  +  iHm(jy) 
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80  wird ,  da  nach  einer  in  §  27  gemachten  Bemerkung  zwei 
conjugirte  complcxe  Grössen  dieselbe  Norm  und  denselben  ana- 
lytischen Modul  haben,  

(7)  F  =  P=Vä^  +  B'. 

Ist  ferner  der  Winkel  0  zwischen  0  und  27i:  bestimmt, 
so  findet  sich,  falls  W  in  demselben  Intervall  liegen  soll, 
(/y  =  27r  — a>,  da  cos  (27r— a>)=cos  (^  und  sin  (27r— </>)= 
—  8in</>  ist. 

Wird  dagegen  angenommen,  dass  0'  negativ  und  zwischen 
0  und  — 2  TT  gelegen  sei,  so  ist 

(8)  (iy=  —  0 

zu  setzen.  Um  nun  die  sämmtlichen  nten  Wurzeln  aus  der 
Grösse  A  +  Bi  darzustellen,  wird  man  in  dem  obigen  Ausdrucke 

(2)  den  analytischen  Modul  l/Ä*  +  &  ungeändert  lassen,  und 
statt  des  Winkels  0\  der  an  die  Stelle  von  0  treten  muss, 
dessen  Werth  —  0  aus  der  Gleichung  (8)  substituiren.  Die 
Zahl  s  muss  jetzt  n  Werthe  erhalten,  deren  nach  dem  Divisor 
n  genommene  Reste  von  einander  verschieden  sind;  diese  Eigen- 
schaft haben  die  w Zahlen  0,-1,  — 2, — 3,..  —  (n— 1).  Ersetzt 
man  daher  in  der  bezeichneten  Formel  die  unbestimmte  ganze 
Zahl  s  durch  die  unbestimmte  ganze  Zahl  —  ^,  so  entsteht 
der  Ausdruck 

(9)  yVA^  +  B*  (^cos  ^-  - 1  sm  —  j ^cos  — ^  - 1  sin  -^ j  , 

und  repräsentirt,  wie  leicht  einzusehen;  die  n  Wurzeln  der 
Gleichung  (5),  indem  die  Zahl  s  die  Reihe  der  Zahlen  0,  l, 
2, .  .  .  n — 1  durchläuft.  Bei  der  Vergleichung  von  (9)  mit  dem 
Ausdrucke   (2),  der  bei   denselben   Werthen   der   Zahl  s  die  n 

Wurzeln   der  Gleichung  io^=A  +  Bi  liefert,  zeigt  sich,  dass  für 

0  0 

den  gleichen  Werth  von  $  die  Grösse  cos hisin —  mit  der 

°  n  n 

Grösse    cos i  sin  --   ,     die     Einheitswurzel     cos        -   + 

i  Sin mit  der  Einheitswurzel  cos 1  sm ,    und 

71  n  n 

daher  auch  der  eine  Ausdruck  mit  dem  andern  conjugirt  ist. 
Hieraus  folgt  der  Satz,  dciss  je  eine  nie  Wured  der  Grösse  A  —  Bi 
je  einer  yiteii  Wurzel  der  Grösse  A  +  Bi  so  zugeordnet  werden 
kann^  dass  die  entsprechenden  Wureel/n  einander  conjugirt  sind. 
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I  40.   HttlftMkiiflBraben  rar  Dantellnnff  der  fiten  Wurzeln  ans 

einer  ccmplexen  Orösee  Ä  +  Bi. 

Am  Schluss  des  §  34  sind  die  beiden  Hülfsaufgabcn  liervor- 
gcboben,  deren  Lösung  für  die  Darstellung  der  n  Wurzeln  der 

Gleichung  w°  = -4  +  jBt  vorausgesetzt  wird.  Die  erste  Ilülfs- 
aufgäbe,  welche  ttir  eine  beliebige  ZaJd  n  die  Bestininmng  der 
complexen  Grösse 

(1)  COS hl  sin  -  , 

n  n 

verlangt,  hat  nach  dem  jetzt  eingeftlhrten  Sprachgebrauche  eine 
getoisse  primitive  nte  Wurzel  der  Eirüieit  zum  Gegenstande,  und 
ist  vermöge  der  nunmehr  entwickelten  llesultate  einer  Zunick- 
ßikrung  atif  einfacliere  Aufgaben  derselben  Art  tUhig.  Denn 
wenn  die  Zahl  n  als  das  Produet  von  Potenzen  verschiedener 
Primzahlen  a^,  a^,  .a^    aufgefasst  wird 

und  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

bekannt  sind,  so  ist  nach  den  Sätzen  5  und  6  des  §  38  die  in 
Rede  stehende  wie  überhaupt  jede  wte  Wurzel  der  Einheit  als 
ein  Produet  von  bestimmten  Wurzeln  dieser  Gleichungen  eben- 
falls bekannt.  Die  sämmtlichen  Wurzeln  von  jeder  der 
Gleichungen  (2)  werden  beziehungsweise  aus  den  Wurzeln 

(3)        cos 4- 1  sm ,  cos +  t  sin  -     -    ,  .  . 

271         ...         271 

cos +  »sm 


«A  "i 


durch  Erhebung  auf  ganze  Potenzen  hervorgebracht. 

Die  Darstellung  der  Grösse  (1),  bei  der  die  Zahl  n  einen 
beliebigen  Werth  /wrf,  ist  also  auf  diejenigefi  Fälle  zurückgefüf^rt, 
in  denen  die  ZaJd  n  gleich  der  Potenz  einer  Primzafd  ist. 

Die  erwähnte  zweite  Hülf sauf  gäbe  j  welche  dahin  geht,  aus 
der  gegebenen  complexen  Grösse  A-\-  Bi,  nachdem 

A  +  Bi=VÄ^"^B^  (cos  (/>  +  I sin  (/>) 
gesetzt  ist,  die  complexe  Grösse 
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(4)  cos h  tsm  — 

zu  bestimmen,  kann  einer  entsprechenden  Beduction  unterworfen 
werden.  Wenn  für  die  Zahl  n,  die  wir  uns  in  der  angegebenen 
Weise  in  ein*  Produet  von  Primzahlpotenzen    aufgelöst  denken, 

nach  der  Vorschrift  des  §  38  der  Bruch  —    in  Partialbrtiche  mit 

n 

den  Nennern  öj^S  o,"«,  . .  «a  ^  zerlegt  wird,  so  dass  der  dortigen 
Gleichung  (2)  gemäss  die  Gleichung 

*■'    4-     **«    o.     a-   '■'^  ^ 

entsteht,   so  können  die  ganzen  Zahlen  r,,  r^, . . .  r^  verwendet 

werden,  um  die  Grösse  (4)  als  das  folgende  Produet  von  ganzen 
Potenzen  auszudrucken. 

(0                             O      \r  /              0                             0      \r, 
cos h  t  sin \  /  cos h  i  sin \    •  • 

cos h  » Sin i  ^ . 

«A  «A        / 

Es  ist  daher  genügend ,  aus  der  Grösse  A  +  Bi  die 
Grössen 

0,00  0 

(7)        cos h  t  sin ,  cos h  i  sin , . . 

0  0 

COS h  i  sin 

«A  '  «A  ' 

abzuleiten. 

Die  Bestimmung  der  Grösse  (4),  bei  der  die  Zahl  n  einen 
beliebigen  Werth  hai,  reducirt  sich  demnach  ebenfalls  auf  die- 
jenigen Fälle j  in  denen  die  Zahl  n  gleich  der  Potenz  einer  Prim- 
sald  ist. 

Unter  gewissen  Verhältnissen  kommt  es  darauf  an,  eine 
beliebig  gegebene  complexe  Grösse,  von  der  die  nie  Wurzel 
gebildet  werden  soll,  als  das  Produet  aus  einer  complexen 
Grösse,  deren  reeller  Theil  positiv  ist,  und  einer  der  Einheiten 
—  1,  i,  —  f  darzustellen.  Wenn  in  der  gegebenen  Grösse 
A-\-  iB  der  reelle  Theil  ^  negativ  ist,  hat  man  A  +  i£  gleich 
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dem  Product  ( —  1)  (—  ^  —  i  B),  wenn  A==0  und  B  positiv, 
A  +  t-B=  i  (B),  wenn  ^=Ound  B  negativ,  ^  +  1 2?  =  -  i  (— 2?) 
zu  nehmen. 

Da  ferner  —  l  =  cos  /r  + 1  sin  n,  i  =  cos—  H- 1  sin  — ,  —  ♦= 

7t  7t 

cos  —  —  i  sin  Y  ist?  so  ergiebt  sich  für  die  vier  Fälle  Folgendes : 


sei 


Es  sei  ^  >0,  so  kommt  ^  +  i  -B  =  VA"  +^  (cos  O  +  t  sin  </>),  es 
8ei^<0  und  —A  —  iB=VÄ^+B^  (cos  0^  +  »  sin  0) ,  so 
kommt  -4  +  i  JB  =  l/^*  +  S*  (cos  y  +  i  sin  y)  (cos  /r  + 1  sin  /r),  es 

i  ^=0,^>0,  sokommt^  +  iB=B\to%~  +  isin  ^),und 

es  sei -4  =  0,  jB<:0,so  kommt-4  4-f-B=— JB(cosY-~i8in--l• 
Die  sämmtlichen  nteü  Wurzeln  der  Grösse  A-\-  iB  lassen  sich 
also  durch  Multiplication  aus  einer  nten  Wurzel  einer  complexen 
Grösse,  deren  reeller  Theil  positiv  ist,   und  aus  der  »tcn  Wur- 

71  71 

zel  aus  der  complexen  Grösse  cos  —  -f- 1  sin  — ,   welche  gleich 

cos  7,-  +  i  sin  ---  ist,  zusammensetzen. 

Die  Darstellung  der  nten  Wurzeln  aus  einer  complexen 
Grösse  A'{-Bi  erfordert  ausser  den  beiden  so  eben  besprochenen 
Aufgaben  noch  die  Ausziehung  der  positiven  Quadratwurzel 
aus  der  reellen  positiven  Norm  A*  +  2?*,  und  dann  die 
Ausziehung  der  positiven  nten  Wurzel  aus  dieser  positiven 
Quadratwurzel.  Die  letzteren  Aufgaben  sind  in  §  34  nicht 
besonders  genannt  worden ,  weil  ihre  Lösung  schon  in  §  20 
erörtert  worden  ist.  Jedoch  kann  auch  die  Ausziehung  der  posi- 
tiven nten  Wurzeln  aus  einer  positiven  Grösse  C  afif  die  Ausziehung 
von  solchen  positiven  Wurzeln  aus  d^  Grösse  Qzurückgeßihrtwerdefi, 
deren  Ordnungszahlen  die  in  der  Zahl  n  enthaltenen  Primzahl' 
Potenzen  sind.  Da  nämlich  die  in  §  19  für  die  Ke'chnungmit  ge- 
brochenen Potenzen  aufgestellten  Regeln  zufolge  einer  in  §  20  ge- 
machten Bemerkung  nicht  nur  lUr  einen  positiven  rattfmalen  Bruch 
Cf  sondern  flir  jeden  beliebigen  positiven  Werth  C  gültig  sind,  so 
führt  die  Benutzung  der  Gleichung  (5),  mittelst  deren  der  Bruch 

—  in  Partialbrüche  mit  den  Nennern  a,"> ,  a,"«,..a;^  ^  zer- 
legt wird,  zu  der  Gleichung 
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(8)  (  C»."'  )   (  C^^''  )  . .(  C*>"^  )  =  g\ 

Die  positive  nte  Wurzel  aus  C  ist  somit  gleich  einem 
Produet    ganzer   Potenzen   von   den  positiven   Wurzeln   aus  C, 

deren  Ordnung  durch  die  Primzshlpotenzen  a,"*,  a,"« , . .  a^  ^ 
bezeichnet  wird. 

Die  Darstellung  der  nten  Wurjgeln  aus  einer  beliebig  ge- 
gebenen complexen  Grosse  A+Bi  ist  im  Vorstehenden  so  ein- 
gehend behandelt  worden,  weil  diese  Operation  den  Grundope- 
rationen der  Rechnung  ,  nämlich  der  Addition ,  Subtractionj 
Mtdtiplication  und  Division,  an  die  Seite  gesetzt  wird,  so  dass 
diese  fü^if  Operationen  zusammengenommen  algebraische  Ope- 
rationen heissen. 

Die  Darstellung  der  nten  Wurzeln  aus  einer  gegebenen 
Grösse  wird  eine  algebraische  irrationaie  Operation  genannt,  und 
im  Gegensatze  hierzu  heissen  die  vier  ersten  Grundoperationen 
cdgcbraische  rationale  Operationen.  Mit  Rücksicht  auf  diesen 
Gegensatz  war  es  von  besonderer  Bedeutung,  möglichst  ein^ 
fache  Aufgaben  zu  ermitteln,  mit  Hülfe  von  deren  Lösung  die 
neue  fünfte  Operation  durch  Anwendung  der  vier  ersten  Ope- 
rationen ausgeiUhrt  werden  kann.  Darum  ging  das  Streben 
dahin,  die  in  diesem  §  wieder  berührten  beiden  Hülfsaufgdben 
und  die  Ausziehung  der  positiven  nten  Wurzel  aus  einer  gegebenen 
positiven  Grösse  auf  einfachere  Aufgaben  der  entsprechenden 
Art  zurückzuführen.  Für  die  erste  Hülfsaufgabe,  welcher  man 
auch  den  Ausdruck  giebt,  den  Kreis  in  n  gleiche  Theile  zu  theüen, 
desgleichen  ftlr  die  zweite,  welcher  man  den  analogen  Ausdruck 
giebt,  einen  gegebenen  Winkel  in  n  gleiche  Theüe  zu  theüen,  und 
ebenso  ftir  die  genannte  dritte  Aufgabe  Hess  sich  eine  Zurttckftlh- 
rung  auf  die  Fälle  bewerkstelligen,  in  denen  die  Zahl  n  gleich 
der  Potenz  einer  Primzahl  ist. 

i  41.  Thellviiff  eines  Krelees  In  n  gleiche  Theile.  Merkmale 
der  Thellongen  eines  Kreises,  die  mit  alleiniger  Httlfe  von 

Zilneal  nnd  Zirkel  ansftthrbar  sind. 

Die  beiden  Aufgaben,  welche  so  eben  den  Ausdruck  erhalten 
haben,  den  Kreis  in  n  gleiche  Theile  zu  theüen,  und  einen  ge- 
gebenen  Winkel  in  n  gleiche  Theüe  zu  theilen,  sind  im  Vorher- 

Lipsohitz,  Analytii.  ^ 
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gehenden  als  Aufgaben  der  Rechnung  gestellt  und  behandelt 
worden;  diese  Benennungen  beziehen  sich  aber  ursprünglich  auf 
die  entsprechenden  Aufgaben  der  geofneirischen  Cofistruction^  die 
das  griechische  Alterthum  der  neueren  Zeit  überliefert  hat.  Um 
kein  Missverständniss  eintreten  zu  lassen,  erinnere  ich  ausdrück- 
lich daran,  dass  weder  bei  der  ersten  geometrischen  Aufgabe 
die  Länge  der  Peripherie  des  mit  der  Längeneinheit  als  Radius  be- 
schriebenen Kreises,  noch  bei  der  zweiten  geometrischen  Auf- 
gabe die  in  einem  solchen  Kreise  einem  bestimmten  Winkel 
zugehörende  Bogenlänge  in  Frage  kommt.  Die  erste  geometrische 
Aufgabe  fällt  mit  der  Aufgabe  zusammen,  in  einen  gegebenen 
Kreis  ein  regelmässiges  Polygon  von  n  Seiten  zu  beschreiben. 
Bei  der  zweiten  geometrischen  Aufgabe  hat  man  sich  den  ge- 
gebenen Winkel  als  einen  durch  zwei  gerade  Linien  gebildeten 
Winkel  zu  denken,  und  der  nte  Theil  dieses  Winkels  soll  eben- 
falls als  durch  zwei  gerade  Linien  gebildeter  Winkel  bestimmt 
werden. 

Wenn  der  Cosinus  und  der  Sinus  eines  Winkels  (/>  durch 

die  Gleichungen 

A  ^ 

cotf(D=    >-    1=^7. ,  sinÖ>  = 


VA^  +  B^  '  VA^  +  JB« 

gegeben  sind,  so  ist  (/>  als  ein  Winkel  bestimmt,  der  von  zwei 
Seiten  eines  geunssen  rechtwinkligen  Dreiecks  gebildet  wird. 

Im  Anschluss  an  die  im  §  30  entwickelten  Vorstellungen 
sei  0  ein  in  einer  Ebene  angenommener  fester  Punkt,  durch 
diesen  Punkt  gehe  eine  gerade  Linie  und  zwar,  um  eine  be- 
stimmte Annahme  zu  machen,  ursprünglich  von  dem  Punkte  0 
aus  horizontal  und  fiach  links.  Die  gerade  Linie  werde,  wie  an 
der  angeführten  Stelle  angenommen  ist,  von  der  linken  zur  rechten 
Hand  gedreht,  und  komme,  nachdem  sie  einen  rechten  Winkel 
beschrieben  hat,  in  eine  Lage,  bei  der  dieselbe  vertikal  undvofi 
dem  Punkte  0  aus  nach  oben  gerichtet  ist.  Um  den  Punkt  0 
sei  mit  der  Längeneinheit  als  Radius  ein  Kreis  gezeichnet,  dann 
sind  die  Bogen  dieses  Kreises  das  in  §  30  eingeführte  Mass  der 
Winkel,  welche  die  ursprüngliche  Lage  der  in  0  festen  geraden 
Linie  mit  den  durch  Drehung  entstandenen  Lagen  derselben 
macht.  Um  den  bezeichneten  Winkel  Q>  zu  determiniren ,  wird 
man  auf  der  von  0  ausgehenden  horizontalen  Graden  von  dem 
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PuDkte  0  ab  eine  Strecke  abschneiden,  nnd  zwar  nach  links 
oder    nach    rechts,    je    nachdem    der   gegebene    Cosinnswerth 

^ positiv  oder  negativ  ist,  die  Länge  gleich  dem  nu- 

A 
mcrischen  oder  absoluten  Werthe  der  Grösse— ^^ —  nehmen, 

und  in  dem  zweiten  Endpunkt  dieser  Strecke  P  eine  vertikale 
Linie  ziehen.-  In  gleicher  Weise  wird  mau  auf  der  von  0  aus- 
gehenden vertikalen  Geraden  von  dem  Punkte  O  ab  eine  Strecke 
abschneiden,  und  zwar  nach  oben  oder  nach  unten,  je  nachdem 

der  gegebene  Sinus werth  -jz: —   positiv  oder   negativ   ist, 

die  Länge  gleich  dem  numerischen  oder  absoluten  Werthe  der 
Grösse     -  -^ nehmen,  und  in  dem  zweiten  Endpunkt  dieser 

Strecke  Q  eine  horizontale  Linie  ziehen.  Die  in  dem  Punkte 
P  und  in  dem  Punkte  Q  construirten  Linien  müssen  sich  dann 
wegen  der  Gleichung  cos*cl^4-sin*0>=l  in  einem  bestimmten 
Punkte  R  der  Peripherie  des  um  0  mit  der  Längeneinheit  be- 
schriebenen Kreises  schneiden,  und  der  in  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  PO 7?  bei  0  auftretende  Winkel  bestimmt  den  gesuchten 
Winkel  (ö.  Wenn  die  von  der  linken  zur  rechten  Hand  auszn- 
mhrende  Drehung,  durch  welche  die  in  0  feste  gerade  Linie  von 
der  Anfangslage  in  die  Lage  OR  gebracht  wird,  weniger 
als  zwei  Rechte  beträgt,  so  ist  nach  den  in  §  30  getroffenen 
Annahmen  der  Dreieckswinkel  FOB  dem  Winkel  O  gleich. 
Wenn  jene  Drehung  mehr  als  zwei  Rechte  und  weniger  als 
vier  Rechte  beträgt,  so  ist  der  Dreiecks winkel  FOR  dem  Win- 
kel 2/f — O  gleich.     Ebenso  entspricht    der   Frage   nach   den 

Grössen    cos  —  und  sin  —  die   Frage  nach  einem  rechtwink- 

ligen  Dreieck,  in  dem  die  Längen  der  Katheten  beziehungsweise 
durch  die  absoluten  Werthe  jener  Grössen  gemessen  werden. 

Bekanntlich  gestatteten  die  Alten  bei  der  Ausführung  einer 
geometrischen  Construction  den  Gebrauch  keines  anderen  Htllfs- 
mittels  als  den  des  Lineals  und  des  Zirkels.  Man  suchte  daher 
auch  die  genannten  beiden  Aufgaben  mit  ausschliesslicher  An- 
wendung des  Lineals  nnd  des  Zirkels  zu  lösen.   Es  gelang  mit 
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diesen  Ilttlfsmitteln  'einen  beliebig  gegebenen  Winkel  in  £wei 
gleiche  Theile  jm  tJieilefi,  während  die  Dreitheilung  eines  be- 
liebig gegebenen  Winkels  unüberwindliche  Schwierigkeiten 
darbot.  Aus  der  Halbirung  eines  beliebigen  Winkels  folgte  die 
Möglichkeit,  den  Kreis  in  eine  Anzahl  von  gleichen  Theilen  zu 
theilen.  die  eine  beliehige  Potenz  der  Zwd  ist,  uiid  allgemein  die 
Möglichkeit,  sobald  der  Kreis  in  eine  gewisse  Zahl  von  gleichen 
Theilen  getheilt  war,  denselben  in  die  doppelte  Zahl  von  gleichen 
Theilen  zu  theilen.  Von  anderen  Theilungen  wurde  die  Theilung 
des  Kreises  in  drei  gleicJie  Theile,  femer  die  Theilung  in  ßi^if 
gleiche  Theile  gefunden,  und  aus  diesen  Theilungen  die  Theilung 
in  fioifzehn  gleiche  Theile  abgeleitet. 

Das  unterscheidende  Merkmal  fUr  diejenigen  geometrischen 
Aufgaben,  welche  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construirt  werden 
können,  hat  erst  DcscartvSj  der  Begründer  der  nach  ihm  be- 
nannten oder  analgtischen  Geofnetrie^  aufgestellt.  Das  erste  Buch 
seiner  zum  ersten  Male  1637  erschienenen  Geometrie  handelt 
von  den  Problemen,  die  durch  den  ausschliesslichefi  Gebrauch 
von  geraden  Linien  umi  Kreisen  construirt  werden  können, 

Descartes  beginnt  dieses  Buch  mit  der  Bemerkung,  dass 
alle  geometrischen  Probleme  leicht  in  eine  solche  Gestalt  ge- 
bracht werden  können,  dass  zu  ihrer  Construction  nur  noth- 
weudig  ist,  die  Länge  von  gewisseti  geradefi  Linien  hennen  zu 
ler^ien.  Wie  die  ganze  Arithmetik  in  den  Operationen  des  Ad- 
direns,  Subtrahireus,  Multiplicirens ,  Dividirens  und  der  Wurzel- 
ausziehnng  bestehe,  so  habe  mau  in  der  Geometrie,  um  die 
gesuchten  Linien  zu  bestimmen,  keine  anderen  Operationen 
auszuttlhreu,  als  die  Operationen,  von  Linien,  die  ihrer  Länge 
nach  gegeben  sind,  die  »Summe,  die  Differenz,  das  durch  die 
Längeneinheit  dividirte  Product  und  den  mit  der  Längeneinheit 
multiplicirten  Quotienten  zu  construiren,  und  zwisi*hen  einer 
Linie,  die  als  Einheit  betrachtet  wird,  und  einer  beliebigen 
anderen  Linie  eine  oder  zwei  inler  mehrere  mittlere  Proportio- 
nalen einzuschalten,  was  mit  der  Ausziehung  einer  Quadrat- 
wurzel, Cuhikwurzel  u.  s.  f.  gleichbedeutend  sei. 

Nachdem  nun  Descartes  von  den  genannten  vier  Grund- 
aafgaben  und  von  der  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  eine 
geometrische  Construction  gegeben  hat,  welche  sich  nur  der  ge- 
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raden  Linien  und  des  Kreises  bedient,  schreibt  er  vor,  das's 
man  bei  der  Betrachtung  eines  geometrischen  Problems  allen 
für  die  Construction  wesentlichen  Linien,  seien  sie  bekannt 
oder  unbekannt,  bestimmte  Benennungen  beilegen,  den  Inhalt 
des  Problems  durch  eine  oder  mehrere  Gleichungen  ausdrücken, 
und  mit  diesen  Gleichungen  so  verfahren  solle,  bis  zuletzt  nur 
eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  übrig  bleibt. 

Hierauf  spricht  Descartes  den  Satz  aus,  dass,  wenn  das 
Problem  allein  durch  gerade  Linien  und  Kreise  construirbar  sein 
soll,  jene  letzte  Gleichung  höchstens  eine  quadratische  zu  sein 
habe.  Der  Grund  dieses  Satzes  ist  der,  dass  die  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung  auf  die  Addition,  Subtraction, 
Multiplication,  Division  und  die  Ansziehung  einer  Quadratwurzel 
hinaus  kommt,  also  auf  diejenigen  Operationen,  deren  Con- 
struction mit  Lineal  und  Zirkel  Descartes  gelehrt  hat. 

Es  darf  deshalb  das  allgemeine  Resultat  so  ausgedrückt 
werden,  dass  ein  geometrisches  Problem  durch  gerade  Linien  und 
Kreise  allein  construirt  werden  kann^  sobald  es  möglich  ist,  die 
Länge  der  zu  suchenden  geraden  Linien  vermittelst  der  Längen 
der  bekannten  geraden  Linien  durch  Ausdrücke  dareustellen,  welche 
ausser  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  nur 
die  Auseiehung  der  Quadratumreel  voraussetzen. 

Von  dem  jetzt  gewonnenen  Gesichtspunkte  aus  lässt  sich 
erkennen,  dass  die  geometrische  Lösung  der  Aufgaben,  den  Kreis 
in  n  gleiche  Theile  su  theilen,  und  einen  gegebenen  Winkel  in  n 
gleiche  Theile  eu  theilen  in  dem  Falle  mit  ausschliesslicher  An- 
wendung des  Lineals  und  des  2^rkels  ausgeführt  werden  kann, 
wenn  die  gleichnamigen  Aufgaben  der  Rechnung,  die  im  Vorigen 
erörtert  worden  sind,  ausser  den  vier  Species  nur  die  Ausziehung 
von  Quadratwurzeln  erfordern.  Bei  der  Aufgabe  der  Kreis- 
theilung  ist  die  Länge  der  einzigen  Linie,  von  welcher  der  Kreis 
abhängt,  die  Länge  des  Kreisradius,  und  diese  haben  wir  gleich 
der  Einheit  angenommen.  Bei  der  Aufgabe,  einen  gegebenen 
Winkel  zu  theilen,  sind  die  Längen  der  Katheten  des  vorhin 
mit  POR  bezeichneten  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  gleich  der 
Einheit  ist,  gegeben.  Die  genannten  Linien  sind,  sobald  die 
erwähnte  Methode  des  Descartes  angewendet  werden  soll,  die 
für  die  beiden  geometrischen  Probleme  wesentlichen  Linien  von 
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bdcannter  Länge.  Gleichzeitig  repräsentiren  fllr  dan  erste 
Problem  der  reelle  and  der  imaginäre  Theil  der  Grösse 

(1)  COS hl  sin 

n  n 

und  für  das  zweite  Problem  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil 
der  Grösse 

(2)  cos h  t  sm  — 

n  n 

die  Längen  der  gesuchten  Linien.  Wenn  also  ein  Ausdruck  von 
(1)  und  (2)  gefunden  ist,  so  führt  die  Trennung  des  Reellen 
und  des  Imaginären  geradesweges  zu  denjenigen  Darstellungen 
der  Längen  der  gesuchten  Linien,  welche  aus  der  Anwendung 
der  Methode  des  Descartes  hervorgehen.  Damit  das  betreifende 
geometrische  Problem  mit  Lineal  und  Zirkel  allein  construirt 
werden  könne,  muss  der  zugeordnete  Ausdruck  (1),  beziehungs- 
weise (2),  allein  durch  Quadratwurzel  -  Ausziehungen  darstell- 
bar sein. 

Der  in  §  34  gelieferte  Nachweis,  tvie  aus  dem  gegd>enen 
Cosinus  und  Sinus  eines  hdiehigen  Winkds  der  Cosinus  und  der 
Sinus  des  halben  Winkels  durch  Ausjsiehung  von  QtMLdratwursdn 
dargestellt  werden  hann,  entspricht  daher  genau  der  von  den 
Alten  gelösten  Aufgabe ,  einen  hdiehigen  Winkd  mit  Litieal  und 
Zirkd  in  ewei  gleiche  TheUe  zu  theilen. 

Auch  die  in  §  40  entwickelte  Zurückführung  der  Atifgabe, 
den  Kreis  oder  respective  einen  gegebetien  Winkel  in  n  gleicJic 
Tlicile  j^i  theilen,  correspondirt  mit  einer  Zurückführung  der  be- 
treffenden geometrisclwn  Aufgabe.  Denn  wenn  wie  an  der  angeführten 
Stelle  die  Zahl  n  gleich  dem  Product  von  Potenzen  verschiedener 

Primzahlen  a^'^^a^^^ . .  ax"^  gesetzt  ist,  und  die  gesuchten  Thei- 
lungen  resp.  in  a.'^sa/«,  .  .a/^&'^i^h^  Theile  vorliegen,   so 

wird  nach  den  dort  gegebenen  Erörterungen  die  zu  leistende 
Theilung  in  n  Theile  durch  die  Addition  und  Subtraetion  von 
Vielfachen  bekannter  Winkel  erhalten.  Die  Addition  und  S^trac- 
tiofi  bekannter  }Mnkel  gehört  aber  tm  den  mit  Lineal  und  Zirkel 
construirbaren  Aufgaben. 

Es  bleiben  jetzt  noch  diejenigen  Theilungen  des  ganzen 
Kreises  in  n  gleiche  Theile  zu  besprechen,  bei  denen  die  Zahl 
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n  gleich  einer  Primedhl  oder  gleich  der  Potene  einer  PnmjBcM 
ist,  und  die  mit  Lineal  und  Zirkel  construirt  werden  können. 
Wie  schon  hervorgehoben,  ist  eine  solche  Construction  dann 
möglich,     wenn     die     zugeordnete    wte    Wurzel    der    Einheit 

cos h  t  sin fähig  ist,  allein  durch  Quadratwurzel- 
ausziehungen dargestellt  zu  werden.  Für  die  hierher  gehörigen 
Fälle,  in  denen  die  Zahl  n  gleich  einer  beliebigen  Fotena  der 
Zwei  ist,  ist  das  Bildungsgesetz  der  zugeordneten  Einheitswurzeln 
in  §34  entwickelt  worden.  Die  dortigen  Gleichungen  (l2a)j 
(l2b),  (l2c),  (l2d),  enthalten  die  Ausdrücke 
cos  TT  +  i  sin  /r  =  —  1 


(3) 


n        ,    .     n 
COS  -;r^  +  l  Sin  TT-  =  t , 


COS 


71     ...      71         l/  1       ,    1  Al"    . 


co8|  +  ,-8m|-=     ,        2         ■      '  2 

Hiebei  ist  namentlich  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
die  imaginäre  Einheit  selbst  eine  primitive  vierte  Wureel  der 
Einheit  ist,  und  dass  die  in  §27  erwähnten  in  dem  Gebiete  der 
complexen  Grössen  vorliandenen  Einheiten^  weiche  durch  die  ganeen 
Potenzen  der  Grösse  i  dargestellt  werden^  mit  den  vier  vierten 
Wurzeln  der  Einheit  zusammenfallen. 

Die  geometrische  Theilung  des  Kreises  in  drei  Theile 
pflegt  aus  der  Theilung  in  sechs  Theile,  die  Theilung  des  Kreises 
in  llttnf  Theile  aus  der  Theilung  in  zehn  Theile  abgeleitet  zu 
werden.  Es  sei  n  gleich  der  Zahl  Drei  oder  Fünf,  a  gleich 
der  Seite  des  in  den  Kreis  von  dem  Radius  Eins  eingeschriebenen 
regulären  2n  Ecks.  Wird  von  dem  Centrum  des  Kreises  auf 
eine  Seite  dieses  regulären  Polygons  ein  Loth  herabgelassen, 
so  bildet  die  Länge  dieses  Lothes  den  Cosinus  und  die  Länge 
der  halben  Seite  des  Polygons  den  Sinus  von  der  Hälfte  des 
Centriwinkels,   welcher   zu    einer    Seite    des    2  n  Ecks    gehört. 

Dieser  Centriwinkel  hat  das  Mass  -  —  =  — ,   und    daher   gilt 

2n         n 

die  Gleichung 
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yan  ist   flttr  »  =  3  die  Seile  a  des  reguliren  Sechsecks 
gleich  dem  Radius, 

für  n=5  wird  die  Seite  a  des  regnlircn  Zehnecks  durch  den 
goldenen  Schnitt  folgendermassen  bestimmt 

2 
Mithin  liefert  die  Gleichung  (4)  die  Resultate 

cos  -+i8in-  =Ji-     +      ,, 
(5)     ^  _    ___ 

(co9   -  +.ßm--^  =V         f       +  — T^— »• 
Weil  aber 

2n  n  n 

~3~  ~  ~6"  ■*"    2 

und 

2n  n  n 


5  10 

ist,  so  bestehen  die  Gleichungen 

2/1       ,.     .        271  /  71      .      .     .        71   \/  71        .      .     .        71    \ 

cos    ^    4- 1  sm  -g-  =  I cos  —  +  t  sin -g- llcos  —  +  t  sin  -  j, 

2  7^       .      .-,         271  /  71  .      .         71  \/  71        .      .      .        7i\ 

C08—  4  tsm  --  =  ^co8-j^  -  tsin  lo^cos-^-  +  t  sin— |. 

Die  Substitution  der  gefundenen  Ausdrtlcke  ergiebt  daher 
flir  die  betreffende  dritte  und  fünße  Wureel  der  Einheit  die 
Darstellungen 

(6)  COS— ^ +  isin-^=— y +  -2-K3  t, 

/Tx         ^271^..      271        — 1  +  l/ö"  .  i/  5  +1/5"  . 

(7)  cos-y--f»sin-y-= -4-K 8~"  *• 

Die  Frage,  ob  ausser  den  im  Alterthume  gefundenen,  mit 
Lineal  und  Zirkel  ausführbaren  Theilungen  des  Kreises  noch 
andere  mit  denselben  Mitteln  ausfUhrbare  Theilungen  existiren, 
hat  zweitausend  Jahre  lang  geruht,  bis  Gatiss  die  Antwort  ent- 
deckte. In  der  siebenten  Section  seiner  disquisitiones  arühmeticae 
beweist  Gauss  j  dass  die  Theilung  des  Kreises  in  n  gleiche 
Theile  fllr  diejenigen  Primzahlen  n   mit  Hülfe  des  Lineals  und 


§  42.  Geometrie  des  Descartes.  187 

Zirkels  bewerkstelligt  werden  kann,  oder  dasB  die  nten  Wurzeln 
der  Einheit  dann  durch  Quadratwurzelzeichen  allein  darstellbar 
sind,  wenn  die  um  die  Einheit  verminderte  PrimecM  n  gleich 
eifier  Potenz  der  Zahl  Zwei  ist.  Dies  trifft  bei  den  Primzahlen 
3  und  5  zu;  die  nächsten  Primzahlen  von  dieser  Beschaffenheit 
sind  17=2*+  1,  2  57=2« +1.  Wegen  der  Begründung  des 
angeführten   Resultats    und    wegen    der    allgemeinen    Theorie 

der  Kreistheilungsgleichung  ai*^  =  l,  aus  welcher  jenes  Resultat 
hervorgeht,  muss  auf  die  disquisitiones  arithmeticae  selbst  ver- 
wiesen werden. 

I  42.  Beirtimmimg  eines  Pnnktefi  in  einer  Ebene  duroh  die 
Oeometrie  des  Descartes  oder  die  analytisohe  Qeometrie. 
Oa/uss^  geometrisohe  DareteUunff  der  oomplezen  Qröeeen. 
Dentnng  der  Addition  und  Mnltiplioation  von  oomplezen 
Oröesen  und  der  Beeümmnng  der  nten  Wurzeln  au  einer 

oomplexen  ChrÖMO. 

Die  erwähnte  Aussage  des  Descartes,  dass  alle  geometrischen 
Probleme  leicht  in  eine  solche  Gestalt  gebracht  werden  können, 
dass  zu  ihrer  Construction  nur  die  Kenntniss  von  der  Länge  ge- 
wisser gerader  Linien  erforderlich  ist,  hängt  auf  das  Genaueste 
mit  dem  Grundprincip  der  Geometrie  des  Descartes  oder  der 
analytischen  Geometrie  zusammen,  welches  er  in  dem  zweiten 
Buche  des  angeführten  Werkes  dargestellt  hat.  Dieses  Princip, 
vermöge  dessen  der  Ort  eines  Punktes  in  einer  Ebene  und  der 
Ort  eines  Punktes  im  Räume  durch  die  Messung  der  Länge  von 
gewissen,  geraden  Linien  bestimmt  wird^  werde  ich  jetzt,  soweit 
es  den  Ort  eines  Punktes  in  einer  Ebene  anlangt,  in  Kürze 
auseinandersetzen.  Denn  das  Verständniss  von  vielen  in  der 
Algebra  auftretenden  Erscheinungen  wird  durch  die  Ver- 
knüpfung mit  geometrischei\  Anschauungen  wesentlich  erleichtert, 
und  die  anlaytische  Geometrie  bietet  hierzu  eine  Handhabe. 

Die  Bestimmung  des  Ortes,  den  ein  Punkt  in  einer  Ebene 
einnimmt,  kann  auf  die  geometrischen  Vorstellungen  gegründet 
werden,  die  zuerst  in  §  30  bei  dem  Messen  eines  Winkels  ein- 
geführt und  hierauf  in  dem  vorigen  §  weiter  entwickelt  sind. 
Durch  den  festen  Punkt  0  gehen  zwei  gerade  Linien,  die  sich 
senkrecht  schneiden,  und  von  denen  wir  wie  im  vorigen  §  di 
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eine  horizontal,  die  andere  vertikal  annehmen.  Zugleich  soll 
wieder  die  linke  Seile  der  horizontalen^  und  die  obere  Seite  der 
verlikalen  geraden  Linie  einen  Vorjsug  erhalten.  Gegenwärtig 
wird  die  horizontale  gerade  Linie  als  die  erste  Axe,  die  verti- 
kale gerade  Linie  als  die  zweite  Axe  bezeichnet  werden.  Irgend 
ein  Punkt  K  der  Ebene  kann  nun  entweder  auf  der  ersten  Axe, 
oder  auf  der  zweiten  Axe  liegen,  oder  auf  keiner  von  beiden 
Axen;  nur  der  Punkt  0  liegt  als  der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Axen  auf  beiden  zugleich.  Wenn  der  Punkt  9t  auf  der 
ersten  Axe  liegt,  so  ist  seine  Lage  völlig  bestimmt,  falls  man 
erstens  weiss,  ob  er  sich  links  oder  rechts  von  dem  Punkte  0 
befindet,  und  zweitens  das  Mass  seines  Abstandes  von  dem  Punkte 
0  kennt.  Um  den  Abstand  091  zu  messen,  muss,  wie  schon 
frtther  geschehen  ist,  eine  an  und  ftir  sich  beliebige  aber  völlig 
bestimmte  Länge  als  die  Einheit  der  Länge  gewählt  sein;  das 
Mass  einer  gegebeneu  geraden  Linie  ist  die  ZaMengrösse,  welche 
ausdrückt,  welches  Vielfache  der  Längeneinheit  zu  nehmen  ist, 
oder  welche  Theile  der  Längeneinheit  zu  nehmen  sind,  um  die 
zu  messende  gerade  Linie  zu  erhalten.  Wenn  der  Punkt  9i  auf 
der  zweiten  Axe  liegt,  so  ist  seine  Lage  genau  bestimmt,  sobald 
man  erstens  weiss,  ob  derselbe  oberhalb  oder  unterhalb  von  dem 
Punkte  0  liegt,  und  zweitens  das  in  derselben  Längeneinheit 
ausgedrückte  Mass  seines  Abstandes  von  dem  Punkte  0  kennt. 
Wenn  sich  dagegen  der  Punkt  9t  auf  keiner  der  beiden  Axen 
befindet,  so  kann  man  von  demselben  auf  jede  Axe  ein  Loth  «her- 
ablassen,  und  zwar  möge  der  Fusspunkt  des  auf  die  erste  Axe 
gefällten  Lothes  $,  der  Fusspunkt  des  auf  die  zweite  Axe  ge- 
fällten Lothes  D  genannt  werden.  Es  leuchtet  nun  ein,  dass, 
wofern  die  Lage  der  Fusspunktc  $  und  D  bekannt  ist,  der  Punkt 
9t  sogleich  durch  Gonstruction  gefunden  werden  kann;  denn 
eine  durch  den  Punkt  ^  zu  der  zweiten  Axe  gezogene  Parallele 
und  eine  durch  den  Punkt  D  zu  der  ersten  Axe  gezogene  Pa- 
rallele müssen  sich  nothwendig  schneiden  und  können  sich  in 
keinem  anderen  Punkte,  als  in  dem  Punkte  9t  schneiden.  Um 
aber  den  Ort  des  Punktes  ^  zu  bestimmen^,  genügt  es,  wie  ftir 
den  auf  der  ersten  Axe  befindlichen  Punkt  9t  hervorgehoben  ist, 
die  Länge  der  Linie  0  $  ztt  messen,  und  zu  bemerken,  ob  ^  links 
oder  recMs  von  0  liegt;  in  gleicher  Weise  genügt  es  zu   der 
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Bestimmung  des  Punktes  O,  die  Länge  der  Linie  0£l  £fu  messen, 
und  zu  bemerken^  oh  £l  oberhalb  oder  unterhalb  0  liegt. 

Es  wird  jetzt  festgesetzt,  dass  die  absolute  ZaMengrösse, 
welche  vermöge  der  angenommenen  Längeneinheit  die  Länge 
der  Linie  0$  ausdrückt,  mit  einem  positiven  Voraeiehen  ver- 
sehen werde,  sobald  $  links  von  0  liegt,  und  mit  einem  nega- 
tiven Vorzeichen,  sobald  Sß  rechts  von  0  liegt;  es  wird  femer 
festgesetzt,  dass  die  absolute  ZaMengrösse^  welche  vermöge  der 
angenommenen  Längeneinheit  die  Linie  OO  ausdrückt,  mit  einem 
positiven  Vorzeichen  versehen  werde,  sobald  D  oberhalb  0  liegt, 
und  mit  einem  negativen  VorzeicJten,  sobald  D  unterhalb  0  liegt. 
Dann  giebt  das  nach  der  aufgestellten  Regel  mit  einem  be- 
stimmten Vorzeichen  versehene  Mass  der  Länge  0$  die  Lage 
des  Punktes  $,  und  ebenso  giebt  das  nach  der  aufgestellten 
Regel  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  versehene  Mass  der 
Länge  OD  die  Lage  des  Punktes  C  vollständig  an.  Da  aber 
aus  der  Lage  der  beiden  Punkte  $  und  D  die  Lage  des  Punktes 
9i  unzweifelhaft  folgt,  so  sind  jene  positiv  oder  negativ  genom- 
menen Zahlengrössen  ausreichend,  um  die  Lage  des  Punktes  91 
in  der  Ebene  zu  fixiren.  Hierin  besteht  das  Princip  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  Ebene.  Das  nach  der  gegebenen  Begd 
positiv  oder  negativ  genommene  Mass  der  Länge  0  $  heisst  die 
erste  Ordinate  des  Punkten  91,  das  nach  der  gegebenen  Begd  po- 
sitiv oder  negcUiv  genommene  Mass  der  Länge  0  D  heisst  die 
zweite  Ordinate  des  Punktes  9i.  Wenn  der  Punkt  SR  auf  der 
ersten  Axe  liegt,  so  ist  die  zweite  Ordinate  gleich  Null,  wenn  der 
Punkt  fft  auf  der  zweiten  Axe  liegt,  so  ist  die  erste  Ordinate  gleich 
Null.  Wenn  der  Punkt  81  in  den  Punkt  0  fällt,  so  sind  beide 
Ordinalen  gleich  NuU.  Jeder  Lage  des  Punktes  91  in  der  Ebene 
entspricht  eine  bestimmte  erste  und  eine  bestimmte  zweite  Ordinate. 
Zu  jedem  Paar  vo7%  positiven  oder  negativen  Zahlengrössen,  von 
denen  die  erste  den  Werth  der  ersten  Ordinate  und  die  zweite 
den  Werth  der  zweiten  Ordinate  ausdrückt,  gehört  ein  bestimmter 
Punkt  der  Ebene. 

Bei  der  entwickelten  Ortsbestimmung  des  Punktes  91  ist 
offenbar  das  auf  die  erste  Axe  gefällte  Loth  9t  $  gleich  der 
Strecke  OD,  und  das  auf  die  zweite  Axe  gefällte  Loth  91 D 
gleich  der  Strecke  0  $.    Es  kann  deshalb  zu  der  Definition  der 
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beiden  Ordinaten  die  Messung  der  beiden  LiOthe,  oder  aneh  die 
Messung  einer  Strecke  und  eines  Lotbes  benutzt  werden.  Wenn 
das  letztere  geschieht,  so  pflegt  man  das  nach  der  aufgestellten 
Zeichenregel  positiv  oder  negativ  genommene  Mass  der  auf  einer 
Axe  liegenden  Strecke  die  Abscisse  des  Punktes  fR,  das  nach 
der  Zeichenregel  positiv  oder  negativ  genommene  Mass  des  auf 
dieselbe  Axe  gefällten  Lothos  die  Ordinate  des  Punktes  9% 
Mu  nennen.  Bezeichnet  man  die  erste  Ordinate  irgend  eines 
Punktes  mit  x,  die  zweite  Ordinate  desselben  Punktes  mit  y,  so 
nimmt  für  einen  bestimmten  Punkt  der  Ebene  die  Variable  x  einen 
positiven  oder  negativen  bestimmten  Werth  und  gleichzeitig  die 
Variable  y  einen  positiven  oder  negativen  bestimmten  Werth  an« 
Die  Ordinaten  x  und  y  zusaramengefasst  heissen  auch  die  beiden 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebetie,  der  Punkt  0, 
in  welchem  sich  die  rechimnkligefi  Axen  der  x  und  y  schneiden, 
wird  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genannt. 

Wenn  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  0  nach 
einem  beliebigen  Punkte  91  der  Ebene,  der  die  Coordinaten  x 
und  y  haben  soll,  eine  gerade  Linie  gezogen  wird,  so  findet  sich 
das  Mass  fUr  die  Länge  dieser  Linie  durch  den  PytJhagoräischcn 
Lehrsate,  Die  Linie  091  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  dessen  Katheten  nach  der  vorhin  gebrauchten 
Bezeichnung  die  auf  der  Axe  der  x  liegende  Strecke  0$  und 
das  auf  diese  Axe  getollte  Perpendikel  9}  "iß  sind.  Da  nun  die 
Länge  der  Strecke  0$  den  absoluten  Werth  der  Ordinate  x, 
und  die  Länge  des  Lothes  9i$  den  absoluten  Werth  der  Ordi- 
nate y  bestimmt,  da  ferner  das  Quadrat  einer  positiven  oder 
negativen  Zahlengrösse  gleich  dem  Quadrate  ihres  absoluten 
Werthes  ist,  so  wird  unter  allen  Umständen  das  Quadrat  des 
Masses  von  0$  durch  x^  und  das  Quadrat  des  Masses  von  91$ 
durch  y^  ausgedrückt.  Daher  gilt  iUr  den  absoluten  Werth  r 
der  Länge  der  Linie  09t  allgemein  die  Gleichung 
(l)  r^  =  x^  +y\ 

Die  Betrachtung  desselben  rechtwinkligen  Dreiecks  $091 
dient  zu  der  Bestimmung  des  Winieis  G,  welchen  die  vofi  0 
nach  dem  Punkte  9i  gezogene  gerade  Linie  mit  dem  Theil  der 
X'Axe  bildetj  dem  die  positiven  Wertfie  voti  x  zugehören,  und  der 
bei  der  von  uns  gewählten  Vorstellung   nach  der  linken  Seite 
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gerichtet  ist  Stellt  man  sich  vor,  dass  der  Punkt  91  zuerst  auf 
dem  positiven  Theile  der  a;-Axe  angenommen  sei,  und  dass  hierauf 
die  Linie  0  9i  ohne  Veränderung  ihrer  Länge  um  den  Punkt  0 
in  dem  Sinne  gedreht  werde,  der  auf  dem  ktirzesten  Wege  von 
dem  positiven  Theile  der  a:-Axe  zu  dem  positiven  Theile  der 
y-Axe,  das  heisst  in  unserer  Anschauung  von  der  linken  zu  der 
rechten  Hand  geht,  so  durchläuft  9i  alle  Punkte  eines  um  den 
Anfangspunkt  0  als  Centrum  beschriebenen  Kreises,  und  zugleich 
durchläuft  der  in  Rede  stehende  Winkel  &,  von  dem  Werthe  Null 
anfangend  un^  fortwährend  wachsend,  nach  einander  die  vier 
Quadranten,  bis  nach  Vollendung  derselben  der  Punkt  9t  an 
seinen  ursprünglichen  Ort  zurückkehrt.  Wenn  man  auf  der  Linie 
09i  auf  derselben  Seite  von  0,  auf  der  sich  der  Punkt  9i  be- 
findet, und  in  der  Entfernung  der  Längeneinheit  von  0  einen 
Punkt  R  annimmt,  von  diesem  Punkte  aus  auf  die  ^-Axe  ein 
Loth  fällt,  und  den  Fusspunkt  desselben  P  nennt,  so  sind  die 
Dreiecke  POR  und  ^^JOSl  wegen  der  Gleichheit  der  Winkel 
einander  ähnlich. 

Die  Katheten  OP  und  RP  des  Dreiecks  POR  bestimmen 
vermöge  der  Erörterungen  des  vorigen  §  den  Cosinus  und  den 
Sinus  des  gegenwärtig  mit  Q  bezeichneten  Winkels  in  der  WeisCi 
dass  die  gemessenen  Längen  dieser  Linien  zufolge  der  dort  an- 
gegebenen Jlegel  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhalten. 
Diese  Regel  stimmt  genau  mit  der  Regel  überein,  von  welcher 
die  Vorzeichen  der  Ordinaten  x  und  y  abhängen.  Daher  folgen 
aus  der  Proportionalität  der  Seiten  in  den  ähnlichen  Dreiecken 
POR  und  $0 9t  für  den  Cosinus  und  den  Sinus  des  Winkels 
Q  die  Ausdrücke 

(2)  cos  0  =      .   ^        ,  sin  0  =  -7-^ , 

Die  so  eben  erklärten  Elementarbegrifife  der  analytischen 
Geometrie  reichen  aus,  um  die  geometrische  Darstellung  der  com' 
plexen  Grössen  mitzutheilen,  welche  Gauss  in  der  1832  erschie- 
nenen zweiten  Abhandlung:  theoria  residuorum  biquadraticorum 
in  die  Analysis  eingeitlhrt  hat.  Diese  Darstellung  fliesst  aus 
der  Bemerkung,  dass  es  freisteht,  bei  einer  beliebig  gegebenen 
complexen  Grösse  x  +  yi  die  positive  oder  negative  reelle  Grösse 
X  als  die  erste  Ordinate,  und  die  positive  oder  negative  reelle 
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Grösse  y  als  die  zweite  Ordinate  eines  Punktes  einer  unbe- 
grenzten Ebene  in  einem  bestimmten  System  rechtwinkliger 
Coordinaten  zu  betrachten.  Alsdann  gehört  zu  jeder  complexen 
Grösse  ein  bestimmter  Punkt  der  Ebene,  und  in  gleicher  Weise 
gehört  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  bestimmte  complexe 
Grösse.  Man  darf  jetzt  sagen,  dass  eine  complexe  Grösse  a;+ yt 
durch  denjenigen  Punkt  der  Ebene  repräsentirt  werde,  dessen 
erste  Ordinate  gleich  x  und  dessen  zweite  Ordinate  gleich  y  ist, 
und  darf  femer  diesen  Punkt  den  Punkt  x-\-yi  nennen.  Der 
Anfänger  erhält  von  der  Darstellung  der  complexen  leicht  den 
Eindruck,  als  ob  hier  Begriffe  in  eine  Beziehung  zu  einander 
gesetzt  werden,  die  nichts  mit  einander  zu  schaffen  haben.  Doch 
verschwindet  dieser  Eindruck,  sobald  man  mit  der  Darstellung 
vertrauter  wird  und  Anwendungen  derselben  kennen  lernt. 

Bei  der  6^attö^^schen  Darstellung  der  complexen  Grössen 
wird  die  Null  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  reprä- 
sentirt, die  vier  Einheiten 

+  !,♦,  —  1>  — » 
haben  zu  Vertretern  diejenigen  vier  Tunkte^  welche  in  der  Entfer- 
nung der  Längeneinheit  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  he- 
eiehungsweise  auf  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe,  der  positiven 
Seite  der  zweiten  Axe,  der  negativen  Seite  der  ersten  Axe  und  der 
negativen  Seite  der  jsweitenAze  liegen.  Die  reellen  Wcrthe  wer- 
den durch  die  Punkte  der  ersten  Axe,  die  rein  imaginären 
Werthe  durch  die  Punkte  der  zweiten  Axe  dargestellt.  Deshalb 
wird  die  erste  Axe  die  Axe  der  reellen  Werthe,  die  zweite  Axe 
die  Axe  der  imaginären  Werthe  genannt. 

Zwei  einander  cor^ugirte  complexe  Grössen  x  -h  yi  und 
x  —  yi  bedeuten  Punkte,  deren  Verbindungslinie  auf  der  Axe  der 
reellen  Werthe  senkrecht  steht,  und  durch  dieselbe  halbirt  wird. 
Denkt  man  sich  die  Axe  der  reellen  Werthe  als  einen  Spiegel, 
so  wird  der  eine  Punkt  dtaL&  Spiegelbild  des  andern.  Zwei  com- 
plexe Grössen  x-hyi  und  — x—yi  bezeichnen  zwei  Punkte,  die 
auf  derselben  durch  den  Punkt  0  gehenden  geraden  Linie,  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten  von  diesem  Punkte  und  in  gleichen 
Abständen  von  demselben  liegen. 

Wenn  von  dem  Punkte  0  nach  dem  Punkte  x  +  yi  eine 
gerade  Linie  gezogen  wird,   so  hat  der  absolute  Werth  r  der 
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Länge  dieser  Linie  nach  der  Gleichung  (1)  den  Ansdmck 

(3)  r  =  V^^^~+~y'''] 

derselbe  ist  also  gleich  dem  analytischen  Modul  der  complexen 
Grösse  x  +  yi.  Der  analytische  Modul  wird  auch  der  absolute 
Betrag  der  complexen  Grösse  x  +  yi  genannt,  oder  noch  kürzer 
der  Betrag  der  complexen  Grösse  X'{-yi,  Die  Gestalt  der  com- 
plexen Grösse  x  +  yi,  welche  der  Gleichung  (7)  des  §  30  ent- 
spricht, erhält  ebenfalls  eine  anschauliche  Bedeutung.  Denn 
vermöge  der  Gleichungen  (3)  kommt 

(4)  x-hyi  =  r  (cos  0  +  t  sin  ©), 

und  der  Winkel  &  ist  derjenige  innerhalb  eines  vollen  Kreises 
genau  bestimmte  Winkel,  welchen  die  von  dem  Punkte  0  nach 
dem  Punkte  x  +  yi  gezogene  gerade  Linie  mit  der  positiven 
Halbaxe  der  reellen  Werthe  bildet. 

Zwei  beliebige  complexe  Grössen  a  +  ft»  und  o  +  dt  können 
durch  die  vier  Grundoperationen  der  Rechnung  mit  einander 
verbunden  werden,  und  es  gewährt  ein  besonderes  Interesse, 
die  geometrische  Interpretation  dieser  Operationen  aufzusuchen. 
Hiebei  genügt  es,  die  Addition  und  die  Multiplication  zu  be- 
trachten, da  die  Subtraction  und  die  Division  sich  durch  Um- 
kehrung des  zugeordneten  Verfahrens  ergeben.  Wenn  a  +  bi 
und  c  +  di  zu  einander  addirt  werden,  so  dass 

(5)  a? -h  yi  =  a  +  ftt -f- c  4- dt 

ist,  so  kann  man  die  erste  Ordinate  des  Punktes  x  +  yi  her- 
vorbringen, indem  man  die  erste  Ordinate  des  Punktes  a  +  bi 
um  die  erste  Ordinate  des  Punktes  c  +  dt  wachsen  lässt  und 
die  zweite  Ordinate  des  Punktes  x  +  yi  hervorbringen,  indem 
man  die  zweite  Ordinate  des  Punktes  a  -h  bi  um  die  zweite 
Ordinate  des  Punktes  c  -h  dt  wachsen  lässt.  Das  Wachsen  einer 
Ordinate  ist  hier  so  zu  verstehen,  dass,  wenn  zu  derselben  eine 
positive  Grösse  hinzukommt,  der  Endpunkt  der  Ordinate  um  die 
betreifende  Strecke  nach  der  positiven  Seite  der  in  Rede  ste- 
henden Axe  hin  fortrUckt,  dass  dagegen,  wenn  zu  der  Ordinate 
eine  negative  Grösse  hinzukommt,  der  Endpunkt  der  Ordinate 
um  die  betreffende  Strecke  nach  der  negativen  Seite  derselben 
Axe  hin  fortrUckt.  Hieraus  ergiebt  sich  iUr  die  Lage  des  Punktes 
X  +  yi  die  folgende  Gonstruction.  Man  ziehe  von  dem  Punkte 
0  eine  gerade  Linie  nach  dem  Punkte  a  +  bi  und  eine  gerade 
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Linie  nach  dem  Punkte  c  +  di,  dann  ziehe  man  von  dem  Punkte 
a  -¥  bi  eine  gerade  Linie  so,  dass  dieselbe  mit  der  von  dem 
Punkte  6  nach  dem  Punkte  c  +  d  i  gezogenen  Linie  gleich  ge- 
richtety  parallel  und  gleich  lang  ist,  so  ist  der  zweite  Endpunkt 
dieser  Linie  der  durch  (5)  bestimmte  Punkt  x  +  yi. 

Damit   das   Product  der   complexen  Grössen  a  4-  6  t   und 
c  •¥  di  einen  Punkt  repräsentiren  könne,  ist  dasselbe  durch  die 
Einheit  dividirt  zu  denken,  und  in  diesem  Sinne  sei 
(6)  x  +  yi={a-¥  hi)  (c  +  di). 

Wir  bilden  nun  für  die  complexen  Grössen  a  4-  ftt  und 
c  +.dt  die  Gleichungen  (7J  und  (8)  des  §30 

a  +  6 1  =  ^  (cos  q>  +  i  sin  qn) 
c  -\'  d%='a  (cos  X  +  ♦  sin  x), 
deren  geometrische  Bedeutung  bei  der  Eint^ihrung  des  Winkels  Q 
besprochen  ist,  und  erhalten  durch  Ausitihrung  der  Multiplication, 
wie  an  der  citirten  Stelle,  die  Gleichung 

X  '\-  yi^^QO  (cos (q>  +  x)  •¥  %  sin (qp  4- x)). 

Wird  ausserdem  für  diese  Grösse  x  -¥  yi  die  obige  Glei- 
chung (4)  aufgestellt,  so  folgt  durch  einen  mehrfach  gebrauchten 
Schluss,  dass 

r  :=  QOy  cos  0  =  cos  (7>  4-  x),  sin  0  =  sin  (qp  4-  %) 
ist. 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass,  wenn  der  Punkt  o 
nach  einander  mit  den  Punkten  1,  a  4-  6t,  c  4-  di,  und  dem 
durch  die  Gleichung  (6)  bestimmten  Punkte  x  +  yi  verbunden 
wird,  die  entsprechenden  vier  Linien  respective  die  Längen 

h  Qy  o,  Y 

haben,  dass  femer  der  Winkel  zwischen  der  ersten  und  vierten 
Linie  erhalten  wird,  indem  man  zu  dem  zwischen  der  ersten 
und  zweiten  Linie  befindlichen  Winkel  den  zwischen  der  ersten 
und  dritten  Linie  befindlichen  Winkel  hinzuaddirt.  Da  der 
Punkt  1  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  reellen  Werthe  in 
der  Entfernung  1  vom  Goordinatenanfangspunkte  liegt,  so  fällt 
die  Richtung  der  in  Rede  stehenden  ersten  Linie  mit  der  Rich- 
tung der  positiven  Halbaxe  der  reellen  Werthe  zusammen,  und 
die  auftretenden  Winkel  werden  nach  dem,  was  vorhin  in  Be- 
treff des  Winkels  0  gesagt  worden  ist  und  ebenso  ftir  die  Winkel 
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9)  und  X  gilt,  auf  eine  DrehoDg  bezogen,  die  von  der  positiven 
Halbaxe  der  reellen  Werthe  auf  dem  kürzesten  Wege  naeh  der 
positiven  Halbaxe  der  imaginären  Werthe  fuhrt.  Sobald  von 
dem  Punkte  1  eine  gerade  Linie  nach  dem  Punkte  a  +  &t  und 
eine  zweite  gerade  Linie  nach  dem  Punkte  c  +  di  gezogen  wird, 
und  femer  von  dem  Punkte  a  +bi  eine  gerade  Linie  nach  dem 
durch  (6)  definirten  Punkte  x  +  yi,  sobald  ausserdem  ein  Dreieck 
durch  die  successive  Nennung  der  Oerter  seiner  drei  Eckpunkte 
bezeichnet  wird,  so  sind  die  beiden} Dreiecke 

1,  0,  c  +  di 
und 

a  +  bi,  Oj  X  -h  yi 

einander  ähnlich  wegen  der  Gleichheit  der  an  dem  Punkte  0  lie- 
genden Winkel  und  wegen  der  Proportionalität  der  einschlies- 

senden  Seiten  1  und  o  im  ersten,  q  und  -~  im  zweiten  Dreieck. 

Wird  das  erste  Dreick  um  den  Punkt  0  so  herumgedreht,  dass 
die  Seite  1  desselben  in  die  Richtung  von  der  Seite  0  des 
zweiten  Dreiecks  fällt,  so  fällt  die  Seite  0  des  ersten  Dreiecks 

in  die  Richtung  der  Seite  ^  des  zweiten  Dreiecks.    Demnach 

ist  an  der  Verbindungslinie  der  Punkte  0  und  a  +  bi  ein  Dreieck 
anzulegen,  das  dem  Dreiecke  1,  0,  c  •{-  di  ähnlich  ist  und  eine 
Lage  hat,  die  aus  der  Lage  dieses  Dreiecks  durch  eine  um  den 
Punkt  0  ausgeführte  Drehung  hervorgeht;  hierbei  ist  für  das 
neue  ähnliche  Dreieck  der  Punkt  0  festzuhalten  und  das  Dreieck 
1,  0,  c  +  äi  nach  einem  solchen  Massstabe  jsu  vergrösseren  oder 
jgu  verkleineren,  dass  aus  der  Längeneinheit  die  Verbindungslinie 
der  Punkte  0  und  a  +  ftt  wird.  Die  Ecke  des  constrnirten  ähn- 
lichen Dreiecks,  welche  der  Verbindungslinie  des  Punktes  0  mit 
dem  Punkte  a  -h  bi  gegenüberliegt,  ist  dann  der  durch  die  Glei- 
chung (6)  bestimmte  Punkt  x  +  yi. 

Auf  gleiche  Weise  entsteht  das  Bild  derjenigen  Punkte, 
die  durch  die  auf  einander  folgenden  positiven  ganzen  Potenzen 
derselben  complexen  Grösse  a  +  bi  bezeichnet  werden.  Zieht 
man  gerade  Linien  von  dem  Punkte  0  nach  den  Punkten 
1,  a  +  bi)y  (o+6<)*,  (a  +  fti)*, ..  und  verbindet  durch  gerade 
Linien  den  Punkt  1  mit  dem  Punkte  a  +  &  t,  diesen  mit  dem 

LipMhIts,  Analytla.  10 
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Punkte  (a  +  biy  und  überhaupt  jeden  Punkt  mit  dem  näehst- 
folgenden,  so  sind  die  Dreiecke 

1,  0,  a  +  bi 
a  +  bi,  0,  (a+biy 
(a  +  fti)*,  0,  (a  +  biy 


alle  unter  einander  ähnlich,  und  jedes  schliesst  sich  an  das 
nächstfolgende  so  an,  dass  sie  eine  gemeinschaftliche  Seite  haben. 
Man  kann  sich  vorstellen,  dass  die  Verbindungslinien  des  Punktes 
0  mit  den  Punkten  1,  a  +  ftt,  (a  4-  6t)", . .  erhalten  werden,  indem 
man  die  positive  Halbaxe  der  reellen  Werthe  beständig  in  dem- 
selben oben  definirten  Sinne  und  um  denselben  Winkel  dreht. 
Die  Abstände  des  Punktes  0  von  den  genannten  Punkten  bilden, 
wenn  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  a+  bi  wieder 
mit  Q  bezeichnet  wird,  die  Reihe  1,  ^,  ^', ..;  sie  nehmen  also 
fortwährend  zu,  wenn  q  die  Einheit  übertrifflt,  sie  nehmen  fort- 
während ab,  wenn  q  unter  der  Einheit  liegt,  und  sie  bleiben 
ungeändert,  wenn  q  gleich  der  Einheit  ist.  In  dem  letzten 
Falle  liegen  mithin  die  sämmtlichen  Punkte  auf  demjenigen 
Kreise,  der  mit  der  Einheit  als  Radius  um  den  Punkt  0  be- 
schrieben ist. 

Man  kann  jetzt  zu  den  n  Wurzeln  der  reinen  Gleichungen 
des  nten  Grades  Übergehen.    Die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

W     =  1, 

oder  die  nten  Wurzeln  der  Einheit  repräsentiren  nach  dem  so 
eben  Gesagten  diejenigen  n  Punkte  auf  der  Peripherie  des 
um  den  Punkt  0  mit  der  Längeneinheit  beschriebenen  Kreises, 
welche,  mit  dem  auf  der  Axe  der  reellen  Werthe  liegenden 
Punkte  1  beginnend,  den  Kreis  in  n  gleiche  Theile  theilen. 

Die  Verbindung  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Thei- 
lungspunkten  durch  gerade  Linien  bringt  das  in  den  Kreis  ein- 
geschriebene reguläre  M-Eck  hervor,  und  die  Beziehung 'dernten 
Wurzel  der  Einheit  zu  der  Aufgabe,  den  Kreis  in  n  gleiche 
Theile  zu  theilen,  tritt  unmittelbar  in  Evidenz. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  reinen  Gleichung  des  nten 
Grades 

io'^A  +  Bi 
entspricht  der  geometrischen  Aufgabe,  zwischen  die  beiden  ge- 
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raden  Linien,  welche  den  Punkt  0  mit  dem  Punkte  1  und  den 
Punkt  0  mit  dem  Punkte  A  +  Bi  verbinden,  dergestalt  n  ein- 
ander ähnliche  Dreicke  einzuschalten,  dass  alle  Dreiecke  den 
Punkt  0  zum  Eckpunkt  und  dass  immer  je  zwei  'auf  einander 
folgende  Dreiecke  eine  gemeinschaftliche  Seite  haben,  dass  die 
erste  Seite  des  ersten  Dreiecks  mit  der  Verbindungslinie  der 
Punkte  0  und  1  und  die  zweite  Seite  des  letzten  Dreiecks  mit  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  0  und  Ä  +  Bi  zusammenfällt,  und 
dass  die  Lagen  der  n  Dreiecke  durch  Drehung  des  ersten  dieser 
Dreiecke  um  den  Punkt  0  hervorgebracht  werden  können.  Der 
Eckpunkt  des  ersten  dieser  Dreiecke,  welcher  der  die  Punkte 
0  und  1  verbindenden  Seite  gegenüber  liegt,  determinirt  dann 
eine  Wurzel  lo  der  in  Rede  stehenden  Oleichung. 
In  der  Gleichung  (2)  des  §  33 

A  +  Bi  =  P  (cos  CP  4- 1  sin  0) 
drückt  der  absolute  Betrag  P  der  complexen  Grösse  A  +  Bi 
die  Entfernung  des  Punktes  0  von  dem  Punkte  A  +  JBi,  und  0 
den  Winkel  aus,  den  diese  Linie  mit  der  positiven  Axe  der 
reellen  Werthe  macht.  Durch  die  an  dem  Punkte  0  liegenden 
einander  gleichen  Winkel  der  erwähnten  n  Dreiecke  wird  der 
Winkel  </>  in  w  gleiche  Theile  getheilt,  und  die  von  dem  Punkte 
0  ausgehenden  Seiten  der  Dreicke  repräsentiren  durch  ihre  Län- 
gen die  n  zwischen  der  Einheit  und  dem  absoluten  Betrage  P 
der  Grösse  A-\-  Bi  eingeschalteten  mittleren  Proportionalen.  Das 
Vorhandensein  der  n  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der 
Gleichung  (o^  =  A  +  Bi  correspondirt  mit  dem  Umstände,  dass 
die  aufgestellte  geometrische  Aufgabe  auf  n  von  einander  ver- 
schiedene Arten  aufgelöst  werden  kann.  Denken  wir  uns  in 
Uebereinstimmung  mit  den  bisherigen  Anschauungen  den  Winkel 
0  als  einen  solchen,  der  einen  vollen  Kreis  nicht  übertrifft,  so 
lässt  sich  die  betreffende  geometrische  Aufgabe  zunächst  so  lösen, 
dass  jeder  der  an  dem  Punkte  0  liegenden  Winkel  der  erwähn- 
ten n  ähnlichen  Dreiecke  der  nte  Theil  dieses  Winkels  CD  ist 
Die  n  Dreieke  liegen  dann  in  der  Weise  neben  einander,  dass, 
wenn  eine  fortwährend  in  demselben  oben  näher  bezeichneten 
Sinne  gedrehte  Linie  die  an  dem  Punkte  0  liegenden  Winkel 
der  sämmtlichen  Dreiecke  der  Reihe  nach  durchläuft,  diese  Linie 
um   den  Punkt  0  Bin  Mal  herumgebt.    Die  geometrische  Auf- 


148  Geometritche  Darstellung  der  complexen  GrosseD.  §  42. 

gal>e  gOBtattct  aber  insofern  andere  Auflösungen,  als  zu  dem 
dctinirton  Winkel  tf>  ein  voller  Kreis  und  allgemein  ein  ganzes 
Vielfache  eines  vollen  Kreises  hinzugeftigt  werden  darf.  Dieses 
Vielfache  nu^ge  wieder  wie  in  §  33  als  das  «  fache  bezeichnet 
werden;  alsdann  liegen  die  zugehörigen  n  ähnlichen  Dreiecke 
in  der  Art  neben  einander,  dass,  wenn  eine  fortwährend  in  dem- 
selben oben  näher  bezeichneten  Sinne  gedrehte  Linie  die  an 
dem  Punkte  0  liegenden  Winkel  der  sämmtlichen  Dreiecke  der 
Reihe  nach  durchläuft,  dieselbe  um  den  Punkt  0  eine  Zaid  von 
Umgängm  machen  muss,  die  durch  j?  +  1  ausgedrückt  wird. 
Die  sämmtlichen  n  Auflösungen  der  geometrischen  Aufgabe  ent- 
stehen, indem  der  Zahl  ,n*  nach  der  Reihe  die  n  Werthe  0,  1,2,.. 
H  —  l  beigelegt  werden. 

Das  \oi\  Ikiivartes  angegebene  in  §41  entwickelte  Merkmal 
tltr  diejenigen  geometrischen  Aufgaben,  die  mit  Hlllfe  des  Lineals 
und  des  ZfrAW^«  allein  construirt  werden  können,  findet  bei  der 
(MiHs«<*schen  Darstellung  der  complexen  Grössen  durch  die  Punkte 
einer  El>ene  eine  directe  Anwendung,  weil  die  zu  einer  com- 
plexen Grösse  j+y»  gehörenden  Coordinaten  -r  und  j/  die  mit 
(>ositiven  oder  negativen  Vorzeichen  versehenen  Masse  der  Längen 
gewisser  Linien  sind.  Da  die  Addition,  Subtraction.  Multipli- 
eation  und  Division  von  zwei  complexen  Grössen  a  -h  fei  und 
r+rfi  nur  die  Austlihmng  derselben  vier  Operationen  Ült  die 
reellen  I>estandtheile  a,  fe,  r,  d  voraussetzt,  so  muss  die  Con- 
struotion  eines  I^inktes  x-f  yi,  bei  dem  die  complexe  Grosse 
j*  +  V  •  aus  den  Gri^ssen  a-hbi  und  c  4-  di  beziehungsweise  durch 
Addition,  Subtraction.  Multiplioaiion  und  Division  entstanden 
ist,  wenn  die  l\inkte  iir-  fei  und  c-^di  gegeben  sind,  eine  mit 
Lineal  und  Zirkel  construirban"  Aufgabe  sein.  Deshalb  konnten 
vorhin  demrtig^  Constnictionen  jener  Gmndaafgaben  mitgetheilt 
werden. 

Was  die  n^inen  GleichnnA^en  Ides  men  Grades,  o^ier  die 
Bestimmung  der  «leu  Wurzeln  aus  einer  complexen  Gn>s>e 
A  --  Kl  anlangt,  so  ist  in  ^  >4  die  Autl(Vsang  der  nrifi^^  qu^rinj- 

..^*  =  .4  -^  Bi. 
ixier    die    KesrimumMmj   drr  \hMnirj^*ntrZ'.SH   -.«•.<    ii-r    x^^ji^^»^ 
t»r'<5!V  A  —  Ki  ani  die  Ausikhung  von  Qnadra:waneln  ans  p^»- 
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sitiven  reellen  Grossen  zurttckgeitlhrt  worden.  Es  muss  daher 
die  Auflösung  der  entsprechenden  geometrischen  Aufgabe,  wie 
die  Auflösung  jener  vier  Grundaufgaben  mit  Lineal  und  Zirkel 
construirt  werden  können.  Man  gelangt  zu  einer  solchen  Con- 
struction  durch  die  folgende  Ueberlegung. 

Denkt  man  sich,  wie  früher,  das  Dreick 

so  kommt  es  darauf  an,  den  an  dem  Punkte  0  entstehenden 
Winkel  desselben  zu  halbiren,  die  Halbirungslinie  von  dem 
Punkte  0  aus  nach  beiden  Seiten  durchzuziehen,  und  auf  jeder 
Seite  einen  Punkt  in  derjenigen  Entfernung  abzuschneiden,  welche 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  dem  absoluten  Betrage  P  der 
Grösse  A  +  Bi  ist.  Alsdann  repräsentiren  die  Endpunkte  der 
beiden  Strecken  die  beiden  in  Rede  stehenden  Quadratwurzeln 
aus  der  complexen  Grösse  A  +  Bi,  nämlich  nach  (2)  des  §  34 
die  beiden  complexen  Grössen 

VpUos  2  -f  i  sin  yl  -  l/p(cos  a>  4-  t  sin  ^V 

Wenn  man  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  der  reellen 
Werthe  in  der  Entfernung  P  von  dem  Anfangspunkte  einen 
Punkt  annimmt,  dem  in  der  eingeführten  Sprache  die  Bezeich- 
nung —  P  zukommt,  so  wird  der  Theil  der  Axe  der  reellen 
Werthe,  welcher  zwischen  dem  Punkte  1  und  diesem  Punkte 
—  P  liegt,  durch  den  Punkt  0  in  zwei  Abschnitte  getheilt, 
deren  Product  gleich  der  Grösse  P  ist.  Wenn  man  femer  die 
gerade  Linie,  welche  den  Punkt  0  mit  dem  Punkte -4.  +  Si  ver- 
bindet, über  den  Punkt  0  hinaus  rückwärts  verlängert,  und  hier 
in  der  Entfernung  1  von  dem  Punkte  0  einen  Punkt  annimmt, 

dem  die  Benennung zugehört,    so    wird    auch    die 

Strecke,  welche  zwischen  dem  Punkte  A  4-  Bi  und  diesem  Punkte 
liegt,  durch  den  Punkt  0  in  zwei  Abschnitte  getheilt,  deren 
Product  gleich  der  Grösse  P  ist.    Da  nun  die  beiden  Punkte 

l/p(co8  -    +  1  sin  ^1,  —  l/P|cos  y  4-  f  sin  -^  ) 

auf  derselben  durch  den  Punkt  0  gehenden  geraden  Linie  liegen, 
und  zwar  so,  dass  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen  jedem 
der  beiden  Punkte  und  dem  Punkte  0  ebenfalls  gleich  der  Grösse 
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P  iHt,  80  liegen  diese  beiden  Punkte,  deren  Gonstruetion  genucbt 
wird,  sowohl  mit  den  beiden  Punkten 

wie  auch  mit  den  beiden  Punkten 

A  H-Bt, p 

auf  demselben  Kreise.  Man  hat  daher  durch  drei  von  den  letzt- 
genannten vier  Punkten,  etwa  durch  die  Punkte  1,  A  +  Iii,  —P 
einen  Kreis  hindurchzulegen,  das  Centrum  dieses  Kreises  mit 
dem  Punkte  0  zu  verbinden,  und  die  auf  dieser  Verbindungs- 
linie senkrecht  stehende  Sehne  zu  ziehen,  so  trifft  diese  Sehne 
den  gezeichneten  Kreis  in  den  beiden  Punkten,  deren  Gonstrue- 
tion zu  bewerkstelligen  war. 

Wenn  man  je  zwei  aufeinander  folgende  von  den  vier 
Punkten 

1,  l/Wcos  ^  4-  t  sin  -^  y  A  -h  Bi,  -  l/p(cos  -^  +  •  sin  |) 

durch  gerade  Linien,  und  den  letzten  dieser  Punkte  mit  dem 
ersten  wieder  durch  eine  gerade  Linie  verbindet,  so  sind  diese 
vier  Sehnen  des  angegebenen  Kreises  die  dem  Punkte  0  gegenttber 
liegenden  Seiten  in  den  beiden  Paaren  von  ähnlichen  Dreiecken, 

welche  nach  der  allgemeinen  über  die  Gleichung  (o^  =  A  -\-  Bi 
angestellten  Erörterung  ttir  <len  Fall  n  =  2  /wischen  den  Ver- 
bindungslinien der  Punkte  0  und  1  und  der  Punkte  0  und  A-i-  Bi 
eingeschaltet  werden  sollten. 

I  43.    Zntamm»nhany  swlsoliMi  elnmr  Jansen  Fonotlon  «Ines 
b«liebl|f«a  OraöM  eln«r  Varlabl«  imä  den  Weiihen  der  Va- 
riable, fOr  welche  die  Fonotion  versohwindet ,  oder  den 
Wnrsein  der  ni^örifl^en  Oleiohnnir- 

Von  der  Hetrachtung  der  binomischen  Gleichungen  des 
fiten  Grades  wenden  wir  uns  zu  den  alhfenwifu^i  rationaiai 
gamefi  Ftoictiof^pi  des  nten  (rrades  eifier  Vap'iablc  x  zurück, 
deren  Bezeichnung,  wie  in  §  23,  diese  sein  mOge 

( I)  f(x)  =  a„  x°  +  (ij  x**"  -h  . .  4-  a^j  •**+«„> 

und  zu  den  correspondirende^i  Gleichungcfi  des  tUeti  Grades. 

Die  Frage  nach  deigenigen  Werthen  der  Variable  x,  welche 


§  43.    Ganze  Fanction  eines  beliebigen  Grades  mit  einer  Variable.       151 

die  Function  f{x)  zum  Verschwinden  bringen,  wird  gegenwärtig, 
wie  es  vorbin  bei  den  binomischen  Gleichungen  geschehen  ist, 
auf  alle  reellen  oder  complexen  Grössen  gerichtet,  welche  dieser 
Forderung  genügen.  Die  Einführung  der  complexen  Grössen 
in  die  Rechnung  entsprang  aus  der  Untersuchung  der  rationalen 
ganzen  Functionen  d^  zweiten  Grades  einer  Variable  x,  und  gab 
die  Möglichkeit,  die  beiden  in  §  28  enthaltenen  Sätze  aufzustel- 
len, dass  jede  solche  Function  als  ein  Product  von  ewei  Factoren 
des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  die  Variable  x  dargestellt  werden 
kann^  und  dass  die  zugeordnete  Gleichung  stets  zwei  Wurzeln 
hat  Zugleich  zeigten  die  Erörterungen  des  §  28  den  einfachen 
Zusammenhang,  der  zwischen  diesen  beiden  Wurzeln  und  jenen 
beiden  Factoren  Statt  findet.  Es  wird  jetzt  nachgewiesen  werden, 
dass  die  Bestimmung  der  reellen  oder  complexen  Werthe  von  Xj 
welche  die  Function  f(x)  zu  Null  machen,  oder  die  Bestimmung 
der  Wurzeln  der  Gleichung 

(2)  /(^  =  0, 

ZU  der  Zerlegung  der  Function  f{x)  in  Factoren,   die  rationale 

ganze  Functionen  von  x  sind,   in  einer  allgemeinen  Beziehung 

steht. 

Sobald  die  Function  f(x)  für  ein  unbestimmtes  x,  wie  hier 
immer  verstanden  wird,  als  ein  Product  von  zwei  rationalen  gan- 
zen Functionen  von  x  dargestellt  werden  kann,  so  braucht  man 
von  jedem  der  beiden  Factoren  den  Ausdruck,  dass  derselbe  ein 
algebraischer  Tlheiler  der  Function  f{x)  sei,  oder  dass  er  in  die 
Function  f(x)  algebraisch  aufgehe. 

Nach  dieser  Redeweise  geht  die  rationale  ganze  Function 
des  nullten  Grades,  die  nach  §  23  gleich  einer  reinen  Constante 
ist,  in  jede  rationale  ganze  Function  f{x)  auf,  da  f{x)  eine  ra- 
tionale ganze  Function  von  x  bleibt,  nachdem  die  sämmtlichen 
Coefficienten  durch  eine  Constante  dividirt  sind.  Bei  einer 
Function  f{x)  wird  das  Vorhandensein  eines  algebraischen  Thei- 
lers  vom  ersten  Grade  durch  den  folgenden  Satz  angegeben: 
(1)   Wenn  ^^  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(^)  =  0  ist,  so  geht  die 

Function  f{x)  durch  die  Differenz  x — §^  algebraisch  auf. 

Setzt  man  in  die  Function  /  {x)  statt  der  variablen  Grösse 
x  eine  beliebige  andere  variable  Grösse  y,  so  dass  nach  (1) 
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ist,  dann  entsteht  durch  Snbtraction  dieser  Gleichung  von  (1) 
die  Gleichung 

(3)  A^)-/(y)=«o(^°  -/)  +  «.  (^""'-  /'')+  V  +  a„_i(^-y). 

Nun  gilt  für  jeden  positiven  ganzen  Exponenten  s  die  durch 
directe  Rechnung  zu  bestätigende  Qleichung 

(4)  X'-y=(x  —  y)[x  +x  y  +  x  y4-..4-a:y  +y  J» 
wo  in  der  Klammer  der  rechten  Seite  die  Exponenten  von  x 
stets  um  eine  Einheit  fallen,  die  Exponenten  von  y  stets  um 
eine  Einheit  steigen.  Für  diese  rationale  ganze  Function  von 
X  und  y  erhält  man,  wofern  nur  nicht  x^=y  angenommen  wird, 
da  jede  von  Null  verschiedene  Grösse  als  Divisor  angewendet 
werden  darf,  die  Bezeichnung 

.-V  X  — y  8-1        8-a  8—2  .     8—1 

(5)  ^— =a;      +x     y  +  ..+xy      +y     . 

5/ ~—  y 

Mit  Hülfe  von  (4)  kann  man  jede  der  Diflferenzen  a;"  -—  y"  , 

a;°~"  — y*^"  , . .  als  das  Product  der  Differenz  x  —  ym  eine  ra- 
tionale ganze  Function  von  x  und  y  darstellen,  und  daher  der 
Gleichung  (3)  die  Gestalt  geben 

(6)  A^)-/-(y)=(a'-y)(a. *^°  +  «. -l~f'~\..  +  a-\ 

\      X — //  x — y  f 

bei   der  die  sämmtlichen  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden 

n  n       n— 1  n— 1 

X    ~~*  t/       «17         ^"^  f/ 

Quotienten ~, — , . .  die  Bedeutung  von  rationalen 

X — y  X — y 

ganzen  Functionen  der  Elemente  x  und  y  haben.     Die  ganze 

Klammer  ist  daher  gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  der 

Elemente  x  und  y. 

Die   höchsten  Potenzen   von  x  in  den   rationalen  ganzen 

n  n       n— 1  n— 1 

Functionen,  welche  durch  die  Quotienten  ■    , —<," 

x—y  X  —  y 

dargestellt  werden,  sind  beziehungsweise  x^  ,  x"  , . . ;  deshalb 
ist  in  der  genannten  Klammer  die  höchste  Potenz  von  x  die 
(n— l)te;  sie  erscheint  nur  in  dem  ersten  Summanden,  und  zwar 
mit  dem  CoefGcienten  a^  versehen,  da  dieser  Summand  gleich 

/    n— 1    ,       n— 2        ,  ,  11—2    ,       n  -1\ 

«0  v^       +a;      y4-..-fa;y      -f  y     ) 
ist.    Die  Gleichung  (6)  sagt   demnach   aus,    dass   die  Differenz 
f(x)  — f{y)  flir  beliebige  Werthe  von  x  und  y  gleich  dem  Pro- 


.  ^ 
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duct  der  Differenz  x  —  y  in  eine  rationale  ganze  Function  von 
X  und  y  ist,  bei  welcher  die  höchdte  Potenz  von  x  nur  in  dem 

Gliede  a^  x^"  vorkommt.  Wenn  jetzt  die  Variable  x  unbestimmt 
bleibt,  dagegen  die  Variable  y  gleich  dem  bestimmten  Werthe  ^, 
gesetzt  wird,  der  nach  der  Annahme  des  zu  beweisenden  Satzes 
(1)  die  Gleichung  f{^)^0  befriedigt,  so  verwandelt  sich  die 
Differenz  f(x)—f{y)  in  die  Function  f(x\  die  Differenz  rc—y 
in  die  Differenz  x—  ^^^  und  die  rationale  ganze  Function  der 
Elemente  x  und  y,  welche  den  zweiten  Factor  der  rechten  Seite 
von  (6)  ausmacht,  in  eine  rationale  ganze  Function  f^  (x)  der 
Elemente  x  und  ^^,  bei   welcher  die  höchste  Potenz  von  x  nur 

in  dem  Gliede  a^  x       vorkommt.    Also  gilt  die  Gleichung 

(7)  f{x)  =  {x-£,)f\{x\ 

und  die  Function  f(x)  wird  für  ein  unbestimmtes  x  gleich  dem 
Product  der  Differenz  x  —  ^^  in  eine  rationale  ganze  Function  von 
ar,  wie  behauptet  worden  war.  Das  angewendete  Verfahren  be- 
stimmt ausserdem  diese  Function  f^  {x)  als   eine  Function  des 

(n—l)ten  Grades,  deren  höchstes  Glied  den  Ausdruck  a^x^"  hat. 

Der  so  eben  bewiesene  Satz  (1)  bildet  den  Ausgangspunkt 
für  mehrere  Reihen  von  Sätzen;  es  folgt  jetzt  der.  Satz: 

(2)  Wenn  ^j  und  ^,  jswei  von  einander  verschiedene  Wur- 
zeln der  Gleichung  f(^)  =  0  sind,  so  geht  f{x)  durch  das  Product 
der  zwei  Factoren  {x  —  ^^)  {x — ^,)  algebraisdi  auf,  und  wenn 
allgemein  ^i,  f^,  .  •  ?«  ^^^  ^o^  einander  verschiedene  Wurzeln 
der  Gleichung  f{x)  =  0  sind  und  die  ZcM  q  kleiner  oder  höchstens 
gleich  der  Zahl  n  des  Grades  der  Function  f(x)  ist,  so  geht  fix) 
durch  das  Product  der  ^  Factoren  (x—^^)  {x  —  ^,)  • .  (^t  —  ^^  J 
aJgebraisch  auf. 

Aus  der  Gleichung  (6)  war  fllr  eine  Wurzel  fj  der 
Gleichung  f(§)  =  0  die  obige  Gleichung  (7)  abgeleitet  worden. 
Wofern  nun  fj  eine  von  f^  verschiedene  Wurzel  der  Gleichung 
/'(|)=0  ist,  so  ergiebt  die  Substitution  des  Werthes  f,  für  x 
in  (7)  die  Gleichung 

(8)  /"(?J  =  (?,-^.)A(IJ  =  0. 

Vermöge  des  Satzes,  dctös  ein  Product  von  zwei  Factoren 
7iur  dann  verschwinden  kann,  wenn  einer  der  beiden  Factoren 
gleich   Null   ist,    muss   von   den   beiden   Factoren  ^,  —  l^  und 
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/■j  (f,)  einer  gleich  Null  sein.  Der  Factor  ^,  —  f ,  ist  nicht 
gleich  Null,  da  nach  der  Voraussetzung  ^,  von  £,  verschieden 
sein  soll;  also  ist  noth wendig /"^  (^,)  =  0.  Hiermit  wird  aus- 
gedrückt, dass  ^,  eine  Wurzel  der  Gleichung  f^  (^)  =  0  ist. 
Weil  aber  /*,  {x)  eine  ganze  Function  des  (n—  1)  ten  Grades  ist, 

die  mit  dem  Gliede  a^x^~~  beginnt^  so  findet  auf  dieselbe  der 
Satz  (1)  Anwendung,  und  es  besteht  die  der  Gleichung  (7)  nach- 
gebildete Gleichung 

(8)  A(^)  =  (x-^.)AW, 

in  der  /*,  {x)  eine  mit  dem  Gliede  o„  x^~  beginnende  rationale 
ganze  Function  von  x  vom  (n  — 2)ten  Grade  ist.  Setzt  man 
diesen  Ausdruck  von  f^{x)  in  die  Gleichung  (7)  ein,  so  entsteht 
die  Gleichung 

(9)  /•(^)=(^~?.)(^-f.)A(^). 

Durch  dieselbe  wird  der  erste  Theil  des  Satzes  (2)  be- 
wiesen,  und  zwar  ist  der  letzte  Factor  der  rechten  Seite/*,  (a?) 

eine  mit  dem  Gliede  a^^x^"  anfangende  rationale  ganze  Func- 
tion von  X  vom  (n— 2)ten  Grade. 

Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  lässt  sich  auf  den 
Schluss  gründen,  dass,  wenn  aus  der  Gültigkeit  des  Satzes  flir 
Q — 1  Wurzeln  seine  Gültigkeit  für  q  Wurzeln  folgt,  derselbe 
flir  jeden  gegebenen  Werth  der  Zahl  q  gelten  muss. 

Von  dem  auf  zwei  Wurzeln  |j  und  f ,  bezüglichen  Satze 
kann  man  zu  dem  flir  auf  drei  Wurzeln  ^\,  £„  £,  bezüglichen 
Satze  übergehen,  und  diesen  Schritt  so  oft  wiederholen,  bis  man 
zu  dem  gegebenen  Werthe  der  Zahl  q  gelangt. 

Man  habe  für  ß—  1  Wurzeln  f, ,  f,,  . .  fp_i  die  Gleichung 

(10)  f{x)={x-^,){x^^,)...{x-^^_^)  f^_iix\ 

wo  die  Function  f^^iix)  eine   rationale   ganze  Function  von  x 

vom  (n — ^-f-l)ten  Grade  ist  und  mit  dem  Gliede  «o^n-p  +  i 
beginnt.  Die  Gleichung  (10)  fdllt  fUr  ^  =  3  mit  der  Gleichung 
(9)  zusammen.    Da  nun  die  Wurzel  f  der  Gleichung   fi^)=0 

von  den  sämmtlichen  Wurzeln  ^j,  ^^, , .  ^o_^  verschieden  sein 
soll,  so  ist  aus  der  Gleichung 

(11)  f(^e^=%-^^)(S^-S,)(^g-^^^)f^^^^)  =  ^^ 


§  43.    Ganze  Function  eines  beliebigen  Grades  mit  einer  Variable.        156 

yermöge  des  bei  der  Gleichling  (8)  angegebenen  Grundes  zu 
schliessen,    dass,   weil   die    sämmtliehen    Differenzen    f^ — f,, 

§o  —  f,>  .  •  •  ^o~~^o  1  ^^^  Nnll  verschieden  sind,  nnd  weil  das 
Product  dieser  Differenz  in  den  Ausdruck  fg_^  (ß\  verschwindet 

dieser  Ausdruck  verschwinden  muss.  Hieraus  folgt  gemäss  der 
Gleichung  (7)  die  Gleichung 

(12)  4-1  W=(^-fc»)/e(^> 

in  welcher  fg(x)   eine   rationale   ganze    Function   von   x  vom 

H      ff 

(n  — ^)ten  Grade  mit  dem  Anfangsgliede  a^x  ist,  nnd  die  Sub- 
stitution des  Ausdrucks  von  fg_^{x)  in  (10)  erzeugt  die  Gleichung 

(13)  f(x)  =  {x^^,){x-^^),,.{x^^g)fg{x\ 

welche  mit  der  Gleichung  (10)  die  gleiche  Gestalt  hat  und  sich 
auf  Q  Wurzeln  f  j,  ^„  . .  ^    bezieht.    Demnach  gilt  die  Gleichung 

(13)  fUr  einen  beliebigen  Werth  der  Zahl  q^  und  auf  diese 
Weise  ist  der  Satz  (2)  vollständig  gerechtfertigt. 

In  dem  Satze  (2)  ist  flir  die  Zahl  q  die  Beschränkung  an- 
gegeben, dass  sie  kleiner  oder  höchstens  gleich  der  Zahl  n  des 
Grades  von  f{x)  sein  soll.  Wenn  ^  =  n  ist,  so  wird  die  in  (13) 
erscheinende  Function  fg{x)  des  (n  —  ^)ten  Grades  mit  dem  An- 
fangsgliede a,  x^'^^  zu  einer  Function  des  nullten  Grades  mit 
dem  Anfangsgliede  a«  und  geht  daher  in  die  Constante  a^  selbst 
über.    Mithin  entsteht  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

(14)  nx)  =  a,{x^  ?J(^ -^.)  . .  (x^  LY 

Es  ist  nothwendig,  hier  eine  allgemeine  Bemerkung  ein- 
zuschalten. Die  in  der  Gleichung  (1)  des  gegenwärtigen  §  ge- 
gebene Definition  der  rationalen  ganzen  Function  f{x)  ist  aus 
dem  §  23  entnommen,  und  dieser  §  geht  der  Einftlhrnng  der 
complexen  Grössen  in  die  Rechnung  vorher.  Es  bedeuten  daher 
in  §  23  die  Coefßcienten  a^,  a^, . . .  a^  reelle   Grössen,  nnd  von 

dem  Coefßcienten  a^  ist  ausdrücklich  gesagt,  dass  derselbe  von 
der  Null  verschieden  sein  soll ;  durch  die  letzte  Bedingung  wird 
bewirkt,  dass  f{x)  von  keinem  niedrigeren  Grade  als  dem  nten 
Grade  sein  kann.  Dem  entsprechend  bezieht  sich  der  Satz 
(1)  dieses  §  zunächst  auf  die  Voraussetzung,  dass  a«, 
a^,  .  . .  a^  reelle  Grössen  sind  und  a,  nicht  gleich  Null  ist. 
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Für  die  Wurzeln  der  Gleichung  /*(ar)==0  sind  aber  reelle  und 
complexe  Werthe  zugelassen  worden,  bei  der  Zerlegung  einer 
rationalen  ganzen  Function  von  x  in  Factoren  dürfen  die  ra- 
tionalen ganzen  Functionen  von  x^  welche  die  Factoren  bilden, 
complexe  Grössen  zu  Coefficienten  haben,  und  der  Satz  (1)  er- 
streckt sich  gleichmä^sig  auf  die  Voraussetzung,  dass  ^^  eine 
reelle  Grösse  und  dass  ^,  eine  complexe  Grösse  sei.  Es  möchte 
dem  Anfängen  zu  rathen  sein,  dass  derselbe  den  Beweis  des 
Satzes  (1)  zuerst  unter  der  Annahme  eines  reellen  Werthes  von 
fj  ilihre,  und  hierauf  unter  der  Annahme  eines  complexen 
Werthes  von  ^j  wiederhole.  Hierbei  braucht  kein  Wort  des 
Beweises  geändert  zu  werden,  weil  alle  erforderlichen  Ope- 
rationen für  reelle  und  für  complexe  Grössen  laut  §  26  und  27 
nach  gleichlautenden  Gesetzen  ausgefllhrt  werden. 

Zwischen  der  Voraussetzung,  dass  f,  eine  reelle  und  dass 
^,  eine  nickt  reelle  Grösse  sei,  erwächst  ein  Unterschied  nur  für 
die  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  Function  f^  (x) ,  die  in 
der  Gleichung  (7)  auftritt,  und  deren  vollständiger  Ausdruck 
der  folgende  ist 

(15)         A  (:r)=a,(x°"*  +  0;°"%^  +  .  .  .  +  o;  C'  +  O 

Bei  einem  reellen  ^,  sind  die  Coefficienten  von  f^  (x)  ver- 
möge der  angenommenen  Realität  der  Grössen  a^,  a^y-M^^  selbst- 
verständlich alle  ebenfalls  reell,  bei  einem  nicht  reellen  ^^  darf 
man  dies  nicht  voraussetzen.  Wofern  man  nun  annimmt,  dass 
die  sämnUlichen  Grössen  ^,,  ^„  .  .  .  §    reell  sein  sollen,   so  wird 

bei  der  Beweisführung  des  Satzes  (2)  das  Gebiet  der  reellen 
Grössen  nicht  verlassen  und  es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  man 
unter  dieser  Annahme  den  Säte  (2)  mit  EinscMuss  der  Gleichung 
(14)  beweisen  Icann^  ohne  dass  überhaupt  die  complexen  Grössen 
in  die  Rechnung  eingeführt  sind. 

Wenn  aber  ^^  eine  nicht  reelle  Grösse  und  mithin  die  aus 
den  reellen  Grössen  a^,  a,,  . . .  a^  i^ach  der  Formel  (15)  ge- 
bildete Function  f^{x)  eine  Function  von  x  ist,  bei  der  man 
nicht  voraussetzen  darf,  dass  alle  ihre  Coefficienten  reell  sind, 
so  entsteht  das  Bedürfniss,  sich  davon  zu  überzeugen,  dass  der 


§  48.     Ganze  Function  eines  beliebigen  Grades  mit  einer  Variable.       157 

Satz  (1)  auch   ftir   eine   FunctioD    von    x   gültig  bleibt,  deren 
Coeffieienten  complexe  Grössen  sein  dürfen. 

Das  angewendete  Beweisverfahren  des  Satzes  (1)  bleibt 
auch  fllr  eine  solche  Function  f{x)  in  Kraft,  deren  Coeffieienten 
a,„  Oj,  .  .  ttn  complexe  Grössen  sind,  und  zwar  aus  dem  schon 
vorhin  geltend  gemachten  Motiv,  dass  die  zur  Anwendung  kom- 
menden Operationen  für  reelle  und  complexe  Grössen  nach  gleich- 
lautenden Gesetzen  ausgeführt  werden.  Es  besteht  demnach 
die  Gleichung  (7)  auch  für  eine  Function  f(x),  deren  Coeffieienten 
complexe  Grössen  sind. 

Es  lässt  sich  nun  ferner  leicht  erkennen,  dass  der  geführte 
Beweis  des  Satzes  (2)  und  der  Gleichung  (14)  ebenfalls  bei  der 
Voraussetzung  Stich  hält,  dass  die  Coeffieienten a^y  a^,  ,,a^  von 
f{x)  beliebige  complexe  Grössen  sind.  Das  eigentliche  Fundament 
dieses  Beweises  ist  der  Satz,  dass  ein  Product  von  zwei  Factoren 
nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  einer  der  beiden  Factoren 
gleich  Null  ist,  und  der  Beweis  dieses  Satzes  für  complexe 
Grössen  findet  sich  in  §  26.  Daher  gilt  der  Satz  (2)  und  die 
Gleichung  (14)  in  dem  so  eben  bezeichneten  Umfange. 

Ftir  eine  Function  f{x),  deren  Coeffieienten  complexe 
Grössen  sind,  wie  für  eine  Function,  deren  Coeffieienten  sämmtlich 
reell  sind,  bringt  es  die  Definition  mit  sich,  dass  der  Coefficient 
Oo  nicht  verschwinden  darf,  wofern  f{x)  von  keinem  niedrigem 
als  detn  nten  Grade  sein  soll.  Erwägt  man  aber  die  in  dem 
gegenwärtigen  §  angestellten  Erörterungen,  so  ist  an  keiner 
Stelle  die  Voraussetzung  gebraucht  worden,  dass  a^  von  Null 
verschieden  sein  müsse ;  die  nachgewiesenen  Sätze  gelten  daher 
für  solche  Functionen  des  wten  Grades,  bei  denen  ein  Ver- 
schwenden des  Coeffieienten  a^  oder  eine  Erniedrigung  des 
Grades  nicht  ausgescfdossen  ist.  Auf  die  gleiche  Voraussetzung 
bezieht  sich  der  Satz: 

(3)  Wenn  ei^ie  rationale  ganee  Function  des  nten  Orades  von 
X,  deren  Coefficientefi  reelle  oder  complexe  Grössen  sind,  für 
me/ir  als  n  vo7%  einander  verschiedene  reelle  oder  complexe 
Werthe  der  Variable  x  verschmndei  ^  so  sind  die  sämnU- 
liehen  Coeffieienten  der  betreffenden  Function  gleich  Null. 
Von  den  unter  einander  verschiedenen  Werthen  der  Variable 
X,  welche  die  gegebene  Function  f{x)  gleich  Null  machen  sollen, 
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mögen  zuerst  n  genommen  werden,  ^,,  ^«i  ••.  ^n-  Dann  besteht 
unter  Anwendung  der  früheren  Bezeichnungen  die  Gleichung  (14) 
f(z)=  a^ {x  — ^i)  (a;—  ^a)  •  •  •  (^  —  fn  )•  Sobald  nun  noch  eine 
einzige  von  1^,  ^g, . . .  In  verschiedene  Grösse  ^^^^  die  Eigen- 
schaft hat,  die  Function  f(x)  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
so  muss 

gleich  Null  sein.  Da  in  dem  auf  der  rechten  Seite  befindlichen 
Product  die  Differenzen  |n+i— li>  In+i  —  I»»  •  •  •  In+i  —  ?u  sämmt- 
lich  nach  der  Annahme  von  Null  verschieden  sind,  so  muss 
vermöge  des  mehrfach  benutzten  Satzes  der  Factor  a^  gleich 
Null  sein.  Daraus  folgt  aber  mit  Hülfe  der  Gleichung  (14), 
dass  die  Function  f{x)  ftir  jedes  beliebige  x  den  Werth  Null 
haben  muss,  und  das  kann  nur  auf  die  Weise  geschehen,  dass 
die  sämmtlichen  Coefficienten  der  Function  f{x)  gleich  Null 
sind.  Wollte  man  nämlich  annehmen,  dass  irgend  ein  Coefficient 
der  Function  f{x)  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe, 
so  würde  ein  Widerspruch  entstehen.  Da  das  Verschwinden 
von  Oo  nachgewiesen  ist,  so  könnte  nur  von  einigen  der  folgen- 
den Coefficienten  vorausgesetzt  werden,  dass  sie  nicht  ver- 
schwinden.   Gesetzt  es  wäre  a     der   Coefficient    der    höchsten 

r 

Potenz  von  rc,  der  nicht  gleich  Null  ist,  dann  würde  die  Func- 
tion f(x)  die  Gestalt  haben 

f{x)  =  af^x^~^  -f  a^_i  a;°"^*~  -h  . .  +  o^ 

Wenn    man  jetzt    von   den   n — /i  +  l    von  einander   ver- 
schiedenen Werthen  1^,  |„...|n-^+i  Gebrauch  macht,   welche 

die  Function  f{x)  zum  Verschwinden  bringen,  so  führt  die  An- 
wendung des  so  eben  benutzten  Verfahrens  zu  der  Consequenz, 
dass  der  Coefficient  a    gleich  Null  sein  muss,  während  derselbe 

nach  der  getroffenen  Supposition  gerade  von  Null  verschieden 
sein  sollte.  Diese  Supposition  muss  also  verworfen  werden,  und 
damit  ist  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen,  dass  unter 
den  in  Rede  stehenden  Bedingungen  die  sämmtlichen  Coeffi- 
cienten der  Function  f{x)  nothwendig  gleich  Null  sind. 

Wofern  der  Inhalt  des  Satzes   (3)  auf    das   Gebiet    der 
reellen   Grössen    beschränkt    wird,    so   wird  die    mitgetheilte 
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Beweisführnng  von  der  Anwendung  der  complexen  Grössen  nn- 
abhängig,  wie  dies  auch  bei  dem  Satze  (2)  und  der  Gleiehang 
(14)  der  Fall  war. 

§  44.    Fortsetnmgr. 

Der  Satz  (3)  des  vorigen  §  erlaubt  mehrere  Folgeningen 
von  grosser  Bedeutung. 

(1)  Wenn  zwei  rationale  gafune  Functionen  der  Variable  x  mU 
reellen  oder  complexen  Cocfficienien  für  ein  unbestimniies  x 
einander  gleich  sind,  so  sind  in  diesen  Functionen  noth- 
wendig  die  Coefficienten  der  gleich  hohen  Poteneen  von  x 
beziehungsweise  einander  gleich. 

Da  nach  der  im  §  23  aufgestellten  Definition  jede  rationale 
ganze  Function  einer  Variable  x  von  einem  endlichen  Grade  sein 
muss,  so  dari'  man  bei  der  Betrachtung  von  zwei  rationalen 
ganzen  Functionen  beide  als  Functionen  desselben  Grades  an- 
nehmen, wenn  man  nur  die  Möglichkeit  offen  lässt,  dass  der 
Grad  der  einen  Function  durch  Verschwinden  von  Coefficienten 
herabsinke.  £s  sei  demnach  die  Gestalt  der  beiden  Functionen 
p(x)  und  q(x)  die  folgende 

(  p  (x):=^b„  x^  -f  b^ x^"   +  .■ . .  4-  bn-ix  H-  6n  7 

lq(x)=CoX    +c^x       +  . . .  4- Cn-ia;  +  Cn, 

wo  6^,  6,, . .  b^-  und  c^,  ^,, . . .  Cq  bestimmte  reelle  oder  eomplexe 

Constanten  bedeuten.  Durch  die  Subtraction  entsteht  ftlr  die 
Differenz  j>  (o;) — q{x)  der  Ausdruck 

/2)         Pi^)'-Q  (^)  =  (6o  -  ^o)«''  +  (^1  —  ^i) ^"""^  +  •  • 

+  (b    ,  — c    ,)a:-4-(6  -c  ). 

^    n— 1  n— 1'  ^   n  n  ' 

Weil  nun  die  Functionen  p(x)  und  q(x)  für  ein  unbe- 
stimmtes X  einander  gleich  sein  sollen,  so  können  immer  beliebig 
viele,  also  auch  n  -f  1  von  einander  verschiedene  reelle  oder  eom- 
plexe Werthe  ^,,  ^„...?n+i  ^on  x  angegeben  werden,  für 
welche 

wird.  Damit  es  möglich  sei,  n  -f  1  solche  Werthe  aufzustellen, 
bedarf  es  nicht  der  Voraussetzung,  dass  für  alle  Wertbe  der 
Variable  x  überhaupt  die  Gleichung  p{x)  —  q  {x)  =  0  bestehe ; 
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es  genügt  vielmehr  die  Voraussetzung,  dass  diese  Gleiehung  für 
aile  Werthe  eines  beschränkten  Bereichs  gültig  sei,  etwa  nur  für 
alle  reellen  Werthe  von  x,  die  zwischen  ewei  von  einander  ver- 
schiedenen festen  reellen  Wertlien  a  ufui  ß  liegen ;  denn  zwischen 
den  reellen  Werthen  a  und  ß  lassen  sich  beliebig  viele  von  ein- 
ander verschiedene  reelle  W^er^Ae  annehmen.  Hat  man  nun  n  4- 1  von 
einander  verschiedene  reelle  oder  complexe  Werthe  f^,  f„  . .  Sj^^i 
welche  p  (x)  — g{x)  zu  Null  machen,  so  findet  auf  diese  Differenz, 
welche  selbst  gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  des  nten 
Orades  von  der  Variable  x  ist,  der  Satz  (3)  des  vorigen  §  di- 
recte  Anwendung,  und  lehrt,  dass  die  sämmtlichen  CoeilGcienten 
derselben  Function  gleich  Null  sein  müssen.  Diese  Coefficienten 
sind  die  Differenzen 

und  daher  bestehen  die  Gleichungen 

(3)  ^0=^0,    ^i  =  <^i,'"K=^nj 

welche  den  Inhalt  des  zu  beweisenden  Satzes  darstellen. 

(2)  Sobald  eine  rationale  ganze  Function  f{x)  für  ein  unbe- 
stimmtes X  als  ein  Product  vo9i  zwei  oder  metireren  rationalen 
ganzen  Functio'nen  der  Variable  x  dargestellt  ist,  so  beträgt 
die  Summe  der  Zahlen,  welche  den  (rrad  der  einzelnen  Fac- 
toren  bezeichnen,  cbe^iso  viel,  als  der  Grad  der  Function 
f{x). 
Es  sei,  da  der  Beweis  in  gleicher  Weise  fllr  beliebig  viele 

Factoren,  wie  für  drei  Factoren  geführt  werden  kann, 

f{x)=q^{x)x{x)ilf{x), 

dabei  hahefix)  die  in  (1)  des  §  43  angegebene  Gestalt,  femer  sei 

(p(x)  =  e^x    -f  Cj  rc  ~  +  . .  4-  (?^ , 
X{x)=f,x^-^f,x^''+  ..H-/-^, 

V  {x)=9ox''  4-  g,  x^  "^  +  . .  +  ^^ . 

Weil  es  sich  hier  um  die  wirklichen  Zahlen  handelt,  die 
den  Grad  der  vorkommenden  Functionen  ausdrücken,  so  ist  an- 
zunehmen, dass  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  tlUr  alle 
Functionen,  nämlich  a^,,  e^,  f^,  g^  von  Null  verschieden  sind. 
Bei  der  Multiplication  der  Factoren  (fix),  x(x),  ip{x)  wird  das 
die  höchste  Potenz  von  x  enthaltende  Glied  durch  die  Multipli- 
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cation  der  drei  Anfangsglieder  erhalten,  und  bekommt  dem- 
nach   den    Ausdruck  e^f^g^  a;^"*'^^*'. 

Die  Function  f(x)  hat  das  Glied  vom  höchsten  Exponenten 

a^  x^ .  Weil  nun  nach  dem  Satz  (1)  des  gegenwärtigen  §  in 
den  beiden  Darstellungen  von  f{x)  die  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  x  einander  gleich  sein  müssen,  so  sind  in  den 
beiden  Darstellungen  die  wirklich  vorhandenen  Glieder  vom 
höchsten  Exponenten  nothwendig  einander  gleich,  und  da  weder 
a,  noch  das  Product  e^f^g^  gleich  Null  sein  darf,  so  gelten 
die  Gleichungen 

n=X-{-fi  +  v,  a^  =  ej^g^, 
deren  erste  bewiesen  werden  sollte. 

Aus  dem  Satze  (2)  ergiebt  sich  das  Corollar,  dass  eine 
rationale  ganze  Function  eigner  Variable  x  keinen  algebraischen 
Theiler  hai>en  kann,  der  in  Bezug  auf  x  von  höherem  Grade  istj 
als  die  bezügliche  Function,    Man  hat  ferner  den  Satz: 

(3)     Eine  Gleichung  des  nten  Grades  kann  niemals  mehr  als  n 
von  einander  verschiedene  Wurzeln  hohen. 

Die  Function  des  wten  Grades,  welche,  gleich  Null  gesetzt, 
die  Gleichung  des  wten  Grades  hervorbringt,  sei  wieder  die 
Function 

in  der  a^  von  Null  verschieden  sein  muss,  damit  der  Grad  sich 
nicht  erniedrigen  kann.  Das  Vorhandensein  von  n-\-l  ver- 
schiedenen Wurzeln  ^j,  ^j,...  ^n+i  der  Gleichung  f(^)=0  zieht 

aber  vermöge  des  Satzes  (3)  des  vorigen  §  das  Verschwinden 
der  sämmtlichen   Coefficienten  a^,  ai, ,  .  a^    nach    sich.      Also 

kann  die  Gleichung  f{§)=0  nicht  n+l  von  einander  verschie- 
dene Wurzeln  haben. 

§  45.    FortMtsmifir. 

Wie  in  §  43  bemerkt  worden  ist,  lässt  sich  der  dortige 
Satz  (1)  auf  mehr  als  eine  Art  ausdehnen.  Nachdem  aus  dem 
Vorhandensein  einer  Wurzel  ?»  der  Gleichung  f{^)  =  0  die  in 
jenem  §  mit  (7)  bezeichnete  Gleichung  abgeleitet  ist 

f{x)=(x--^,)fAx), 

Lipschitx,  AnalyBis. 


162  Zerlegung  einer  p^aiizen  Function  in  Factoren.  §  45. 

WO  /*,  (x)  eine  mit  dem  höchsten  Gliede  a^  x"  beginnende  ra- 
tionale ganze  Function  bedeutet,  möge  f,  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f^{x)^=0  sein.  Dann  ist  aus  dem  angegebenen 
Grunde 

f,{x)  =  {x-£,)f,{x), 

und  /*,  (x)  eine  mit  dem  höchsten  Gliede  a^  x^"  beginnende  ra- 
tionale ganze  Function.  Es  sei  ferner  S^  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f^{x)  =  0,  und  dieser  Process  lasse  sich  immer 
weiter  fortsetzen.  Man  erhält  alsdann  eine  Reihe  von  Glei- 
chungen ,  die  mit  bestimmten  Gleichungen  des  §  43  den 
gleichen  Ausdruck,  jedoch  insofern  einen  verschiedenen  Inhalt 
haben,  als  dort  die  Werthe  f,,  f^»  •  •  •  sämmtlich  von  einander 
verschieden  angenommen  waren,  hier  aber  die  Möglichkeit  oflfen 
bleibt,  dass  mehrere  derselben  unter  einander  gleich  sind. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  es  zulässig  ist,  fllr  jede  neu  auf- 
tretende Function  eines  niedrigeren  Grades  eine  zugehörige 
Wurzel  anzugeben,  entsteht  zuletzt  die  folgetide  Darstdlung  der 
Function  f(x)y  die  mit  der  Gleichung  (14)  des  §43  gleich- 
lautend ist 

(1)  f(x)  =  a,  {X  -  f  J  (x-^,) . . .  (:!—$,  ). 

Durch  dieselbe  wird  die  rationale  ganze  Function  des  nten 
Grades  f(x)  für  ein  unbestimmtes  x  gleich  eitiem  Froduct  aus  n 
Factoren  des  ersten  Grades,    Hieran  schlicsst  sich  der  Satz: 

Fine  Zerlegung  der  Function  f{x)  in  Factoren  des  ersten 
Grades  Ihat  die  ausgezeichnete  Eigenschaft^  wenn  sie  überfhaupt 
möglich  ist,  nur  auf  eine  eitmge  Weise  möglich  zu  sein. 

Gesetzt,  man  habe  fUr  die  Function  f(x),  •  bei  der  der 
Coefficient  a^  als  von  der  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird, 
irgend  eine  andere  Zerlegung  in  Factoren  des  ersten  Grades 

(2)  f{x)={a,x+  ß,)(a,x+  ß,)  ... 

wo  «j,  a,,  . .  ,  ß^,  //j,  .  .  Constanten  sind,  so  muss  nach  dem 
Satze  (2)  des  vorigen  §  die  Anzahl  der  Factoren  nothwendig 
gleich  der  Zahl  n  des  Grades  der  Function  f{x)  sein.  Da 
ferner  das  Glied  vom  höchsten  Exponenten  in  der  Function  f{x), 

nämlich  a^,x^  ^  und  das  Glied  vom  höchsten  Exponenten  in  dem 

entwickelten  Product  a^a^ . ,  a^  x^  nach  dem  Satze  (1)  des  vo- 
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rigen   §  nothwendig  in  Bezug  anf  ihre   Coefficienten  ttberein- 
stimmeD,  so  ist 

und   weil  a^  nach    der  Annahme   von  Null  verschieden   ist,  so 
kann  auch  keine  der  Grössen  crj,a„..an   gleich  Null  sein.    Es 

ist  daher  gestattet,  die  Ausdrücke  des  ersten  Grades  a,  5;  +  /?,, 
^j  ^  +  /^  >  •  •  «n  ^  +  /^    beziehungsweise  durch  a^,  a„  . .  a^  zu  di- 

vidiren,  und  ttlr  f{x)  den  Ausdruck  zu  bilden 


.*'■ 


a 

n 


(3)  A-)  =  «.(^+«^)(^  +  -^-)-{ 

Offenbar  wird  die  Function  f(x)  gleich  Null,   sobald  man 
der  Variable  x  einen  der  n  Werthe 

beilegt.  Diese  Werthe  sind  demnach  Wurjgdn  der  Gleichung 
f(^=0.  Es  können  nun  die  n  Werthe  (4)  von  den  n  vorhin 
angenommenen  Werthen 

nur  in  der  Anordnung  verschieden  sein,  und,  was  daiQit  zu- 
sammen fällt,  die  Darstellung  von  f(x)  in  (1)  kann  sich 
von  der  Darstellung  von  f(x)  tn  (3)  nur  durch  die  Anord- 
nung   der    Factoren    des    ersten    Grades  unterscheiden.     Denn 

wollte  man    annehmen,    dass   der    Werth -—    keiner    der 

«1 

Grössen  (5)  gleich  wäre,  so  würde  daraus  ein  Widerspruch 
folgen.  Auf  der  einen  Seite  müsste  das  vermöge  der  Dar- 
stellung (1)  den  Werth  /"(—■)  ausdrückende  Product 

-.(-*-^.)K-*.)"(-f;-^.) 

gleich  Null  sein,  weil ^-*— eine  Wurzel  der  Gleichung /"(QsssO 


1 


ist.    Auf   der   anderen   Seite   könnte  dieses  Product  nicht  ver- 
schwinden, weil  keiner  seiner  Factoren  verschwinden  darf.    Es 

muss  daher  — -■-*-  nothwendig  mit   einer  der  Grössen  (5)  zu- 

«1 
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sammenfalleD,  üod  da  auf  die  AnordnüDg  derselben  nichts  an- 
kommt,  so  darf  vorausgesetzt  werden,  dass  -  *  =^i8ei.  Da- 
mit ist  ftir  die  Darstellungen  von  f{x)  in  (1)  und  (3)  die  Ueber- 
einstimmung  des  ersten  Factors  nachgewiesen.  Dividirt  man 
beide  Darstellungen   durch  diesen  Factor,   so  entstehen  ttir  die 

fix) 
Function  /*,  {x)  =    i.    die  beiden  Darstellungen 

Auf  dieselben  kann  die  gleiche  Schlussweise   angewendet 
werden,  und  führt  zu    dem  Ergebniss,  dass  der  Werth  —      * 


«« 


nothwendig  einem  bestimmten  unter  den  (w — 1)  Werthen 
?«»•••  ?n   gleich  sein  muss.    Dieses  Verfahren  ist  nun  so  lange 

ZU  wiederholen,  bis  die  n  Werthe    ^^ ,  — •    ,. . sämmt- 

lieh  erschöpft  sind;  da  aber  die  Werthe  f,,  $a,...  fn  in  der- 
selben Anzahl  vorhanden  sind,  so  sind  gleichzeitig  auch  die 
letzten  erschöpft  und  darin  liegt  der  Beweis  des  in  Rede  ste- 
henden Satzes,  dass  die  Zerlegung  einer  rationalen  ganzen  Func- 
tion des  nten  Grades  von  x  in  Factoreti  des  ersten  Grades^  wenn 
sie  überhaupt  möglieh  ist,  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist. 

Man  wird  in  diesem  Satze,  welcher  für  eine  Function  des 
zweiten  Grades  am  Schlüsse  des  §  28  aufgestellt  ist,  eine  ge- 
naue Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  (2)  des  §  7  erkennen, 
dass  jede  ganze  Zahl  nur  auf  eine  einzige  Weise  als  ein  Pro- 
duct  von  Priinzahlen  dargestellt  werden  kann.  Während  aber 
im  Eingange  des  §  7  gezeigt  worden  ist,  dass  es  immer  möglich 
ist,  eine  gegebene  ganze  Zahl  als  ein  Product  von  lauter  Prim- 
zahlen auszudrücken,  so  haben  wir  bis  jetzt  noch  nicht  festgestellt, 
ob  es  immer  möglich  sei,  eine  gegebene  rationale  ganze  Func- 
tion einer  Veränderlichen  x  in  Factoren  des  ersten  Grades  zu 
zerlegen,  und  werden  uns  mit  der  Entscheidung  dieser  Frage 
an  einer  späteren  Stelle  beschäftigen. 

Bei    der  rationalen  ganzen  Function  f(x)y  für  welche  die 
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Zerlegung  in  Factoren  des  ersten  Grades  gegeben  ist,  kann  man 
solche  Factoren  des  ersten  Grades,  welche  einander  gleich  sind, 
zu  einer  positiven  ganzen  Potenz  vereinigen. 

Es  sei  bei  der  Darstellung  (1)  der  Function  f{x)  die  Be- 
zeichnung der  Wurzeln   so  gewählt,   dass  ^j,  ?,, . .  .  1^   die  von 

einander  verschiedenen  Werthe  unter  den  Werthen  (5)  ausdrücken, 
es  sei  gleichzeitig  a,  die  Anzahl  der  Factoren  x  —  ^j,  a,  die 
Anzahl  der  Factoren  x  —  if,, . .  endlich  ax  die  Anzahl  der  Fac- 
toren x  —  ^xy  welche  in  f{x)  enthalten  sind,  dann  ist  die  Summe 
a,  -f  a,  -t-  .  .  -f-  0;^  gleich  der  Zahl  n  und  es  entsteht  für  die 
Function  f{x)  die  vollkommen  bestimmte  Darstellung 

(6)       /-(^)=a.(a;-f,r(^-?,r  ■■i^-ix)''- 

Die  Zahl  a^  bezeichnet  hier  die  höchste  Potenz  von  x — ^j, 

welclhe  in  f{x)  aufgelU\  denn  sollte  f[x)  auch  durch  {x  —  f  ,)°*  "*"  ^ 
theilbar   sein,  so  mtisste    ^^  einer   der  Grössen  ^,, . .  g^^  gleich 

sein,  was  der  Annahme  widerstreitet.  Das  entsprechende  gilt 
filr  die  anderen  Factoren. 

Die  Benennung  einer  Wurzel  ^  der  Gleichung  /"(5)=0 
richtet  sich  nach  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz  des 
Factors  x  —  f,  welche  vermöge  der  vorliegenden  Darstellung  in 
die  Function  f{x)  aufgeht.  Bei  dem  Exponenten  Eins  heisst  ^ 
eine  einfache,  bei  dem  Exponenten  2,  3,  4, . .  eine  zweifache,  drei- 
fache, vierfacJie  Wurzel  der  Gleichung  f{^)=0.  Auf  diese  Weise 
werden  die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  die  n  Grössen  (5) 
so  vertreten,  dass  jede  Wurzel  in  der  ihr  zugehörigen  Anzahl 
von  Malen  erscheint. 

§  46.  Symmetrlsohe  Verblndunffen  der  gegebenen  eänuntUchen 
Wurzeln  einer  Oleichnng.    Binomüioher  Iiehreats  fttr  ganze 

positive  Exponenten. 

Eine  der  wesentlichsten  Anwendungen  des  Satzes  (1)  aus 
§  44  besteht  darin,  dass  man  in  der  Gleichung  (1)  des  vorigen 
§  das  Product  der  rechten  Seite  entwickelt,  und  die  auf  beiden 
Seiten  auftretenden  Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  von  z 
einander  gleich  setzt.    Da  das  erwähnte  Product  den  von  Null 
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verschiedenen  Coefficienten  a^  als  Factor  enthält,  so  darf  man 
aaf  beiden  Seiten  durch  diesen  Goeilßcienten  dividiren,  und  er- 
hält dann  die  Darstellung 

(1)  -J-A^)=(^— $J(^-fJ...(^-5n)- 

Die  Wurzeln  der  61eichnng/*(^)  =  0  fallen  mit  den  Wurzeln 

der   Gleichung /*(^j  =  0  zusammen.    Demgemäss  werden  die 

in  dem  Ausdrucke 

(2)  ->-/(^)  =  f  +  4'-- 1»-'  +  . .  +  .  %zl_  ^  +  _2a 

erscheinenden  Quotienten 
(3) 


«0  '  «0         "  «0  «0 


I  1  •  •  • 


die  Coefficienten  der  Gleichung  f{S)=0  genannt.  Bei  der  Ent- 
wickelung  des  Products  (x  —  f  J  (a;  —  f ,)  •  •  •  (^  —  fn )   wird    der 

Factor  von  x^  gleich  der  Einheit,  der  Factor  von  x^~  gleich  der 
negativ    genommenen    Summe    aller   n    Grössen    f  j,  f „ .  . .  1^  , 

der  Factor  von  x^~  gleich  der  positiv  genommenen  Summe  aller 
Producte  aus  je  zwei  verschiedenen  von  diesen  Grössen,  all- 
gemein der  Factor  von  x^^^  gleich  der  mit  der  Einheit  (— l)** 
multiplicirten  Summe  aller  Producte  aus  je  q  von  einander  ver- 
schiedenen von  den  betreffenden  n  Grössen,  und  der  Factor  von 

x^  oder  das  von  x  freie  Glied  gleich  dem  mit  der  Einheit  (— 1)° 
multiplicirten  Product  ^,  ?»  . . .  f^. 

Die  so  eben  deiinirten  Aggregate  lassen  sich  in  der  Weise 
bezeichnen,  dass  ein  Summenzeichen  2f  eingetUhrt  wird,  welches 
beziehungsweise  mit  einem  Zeiger  a,  mit  zwei  Zeigern  a,  ß,  mit 
drei  Zeigern  a,  ß,  y,  u.  s.  f.  versehen  ist,  und  wo  die  Zeiger 
die  Bedeutung  haben,  dass  a  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n 
durchläuft,  dass  a  und  ß  alle  Paare  unter  einander  verschiedener 
ganzer  Zahlen  aus  der  Reihe  von  1  bis  n  durchlaufen,  u.  s.  f. 
Bei  diesen  Notationen  bringt  die  in  (1)  auszuHihrende  Gleich- 
setzung der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  das  folgetide  System 
von  Gleichungen  hervor 
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(4) 


a 


'0 


'^a,ß  §rt  5/9 


—  —5—  r=  '^  ^     B    ^ 


(-!)■> 


a. 


Sl  5«  •  •  •  5n  • 


Dasselbe  geht  f)ir  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  in  die  beiden  Gleichungen  (8)  des  §  28  ttber. 

Die  Verbindungen,  welche  auf  der  rechten  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichungen  erscheinen,  sind  rationale ganjse  Ausdrücke 
der  n  Elemente  ^,,  f  j,  .  •  .  ^n  >  welche  ausser  diesen  Elementen 
keine  anderen  Elemente  enthalten,  und  deren  Coeffkienien  lauter 
ganjse  Zahhm  nämlich  sämmtlich  gleich  der  Einheit  sind. 
Unter  diesen  Verbindungen  ist  die  erste  gleich  der  Sumrne^  die 
letzte  gleich  dem  Product  der  n  Elemente.  Nach  einer  allge- 
meinen Grundeigenschaft  der  Grössen,  welche  ftlr  die  positiven 
ganzen  Zahlen  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes,  fllr  die  reellen 
Grössen  im  Verlaufe  desselben  Abschnittes  und  flir  die  complexen 
Grössen  in  §  26  dieses  Abschnittes  entwickelt  ist,  sind  die 
Summe  und  das  Product  von  der  Anordnung  ihrer  Bestandtheäe 
unabhängig.  Man  kann  aber  aus  einer  bestimmten  Anzahl  von 
gegebenen  Elementen  noch  andere  rationale  ganee  Ausdrücke 
bilden,  die  sich  bei  einer  beliebigen  Vertauschung  der  Elemente 
unier  einander  nicht  ändern.  Diese  werden  symmetrische  Aus- 
drücke genannt,  und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  sämmt- 
lichen  aus  den  Elementen  f,,  f,,  • .  fn  eusammengeseteen  Verbin- 
dungen in  (4)  jene  Eigenschaft  besitzen,  und  desshalb  symme- 
trische  Verbindungen  der  n  Elemente  f ,,  f„  .  .  ^^  sind. 

Das  Bildungsgesetz  der  Aggregate  ^a  ^a^^a^ß^a^ß  •• 
schreibt  vor,  die  Elemente  f^,  ^„  . .  f^  auf  gewisse  Arten  zu 
combiniren.  Die  Anzahl  der  in  jedem  Aggregate  enthaltenen  Glieder 
wird  deshalb  durch  combinatorische  Betrachtung  gefunden.  Wenn 
n  Elemente  auf  n  Plätze  vertheilt  werden  sollen,   und  eine  be- 
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stimmte  Vertheilnng  als  die  erste  angesehen  wird,  so  lieisst  im 
eigentlichen  Sinne  jede  Aenderung  dieser  Vertheilang  eine  Per- 
mtUation]  man  pflegt  aber  diejenige  Vertbeilung,  bei  der  jedes 
Element  seinen  ursprünglichen  Platz  behält,  als  eine  Permatation 
mit  zu  zählen,  und  dann  tällt  die  Frage  nach  der  Zahl  der 
sämmtlichen  Permutationen  mit  der  Zahl  der  sämmtlichen  ver- 
schiedenen Anordnungen  der  n  Elemente  zusammen.  Da  jedes 
einzelne  Element  auf  jeden  der  n  Plätze  gebracht  werden  darf, 
so  bleiben,  wenn  man  mit  einem  bestimmten  Element  beginnt, 
und  dieses  als  das  erste  auifasst,  itlr  das  nächste  oder  zweite 
Element  noch  n — l  Plätze  verttigbar,  lür  das  folgende  oder 
dritte  Element  n  — 2  Plätze,  und  so  fort,  bis  das  letzte  Element 
nur  noch  einen  Platz  frei  findet.  Die  2^d  der  sämmtlicJien  Pcf- 
mutcUiofien  ist  dalier  gleich  dem  Prodmt  n  (n  —  1)(  w  —  2) . .  2.  1. 
Dieses  Product  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  n  wird  n-FactdUU 
genannt,  und  durch  das  Zeichen 

n! 
angedeutet.  Die  Cofnbmatimi  der  gegebenen  Elemente  kann 
damit  begonnen  werden,  dass  man  das  Element  selbst  als  eine 
Verbindung  auffasst.  Jedes  der  n  Elemente,  einzeln  genommen, 
heisst  eine  Union,  und  die  Anzahl  der  Unionen  ist  selbst- 
verständlich gleich  der  Zahl  n.  Wenn  ein  Element  mit  einem 
andern  cotnbinirt  wird,  so  heisst  die  Verbindung  eine  AmbCy 
eine  Verbindung  von  je  drei  verschiedenen  heisst  eine  Teme, 
u.  s.  f. 

Bei  den  vorzunehmenden  Verbindungen  wird  jetzt  voraus- 
gesetzt, dass  dieselben  von  der  Reihenfolge  der  Combination 
der  Elemente  unabhängig  sind.  Um  die  sämmtlichen  Amben 
zu  bekommen,  ist  jedes  der  n  Elemente  mit  einem  der  (w  —  1) 
übrigen  zu  verbinden ;  dadurch  entstehen  n(w  —  l)  Verbindungen. 
Weil  aber  jede  Verbindung  durch  Vertauschung  ihrer  Elemente 
ungeändert  bleiben  soll,  und  weil  jede  Verbindung  von  2  Ele- 
menten 1 . 2  Permutationen  erlaubt,   so  beträgt  die  ZaM  der  ge- 

suchten   Amben  —  .    Allgemein  wird  jede   Verbindung 

von  q  Elementen  erhalten,  indem  man  respective  das  erste 
Element  n  mal,  dass  zweite  Element  (w — l)mal,  und  in  derselben 
Weise  fortfahrend  das  gte   Element  {n—  q  -l-l)mal  abwechselt. 
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Dies  giebt  n  (n  —  1)  (»  —  2) . .  (n  —  3  +  1)  Verbindungen ; 
jede  von  diesen  Verbindungen  lässt  aber  1 .  2  .  3  . .  9  Permu- 
tationen zu,  und  diese  Permutationen  sollen  auf  die  betreffende 
Verbindung  keinen  Einfluss  ausüben,  also  ist  die  ZcM  der  ge- 
stickten Verbindungen  van  q  Elementen  gleich 

n(n—  l)(w— 2)..(n— « jf  J) 
1.2. 3.  .3 

Man  kann  dieser  Zahl  auch  den  Ausdruck  geben 

1  .  2.3...(n— l)n        _         n/ 

1.2. 3.. 3'. 1.2  . 3.  .(n—  q)  ~  q!{n  —  q)!   ' 

und  derselbe  lehrt,  dass  die  Anzahl  der  Verbindungen  von  q 
Elementen,  und  die  Anzahl  der  Verbindungen  von  («  —  3)  Ele- 
menten einander  gleich  sind.  Aus  diesen  Erörterungen  ergicbt 
sich  lür  die  Frage  nach  der  Anzahl  der  Glieder,  die  in  den 
Aggregaten  ^^  f„, ^^  ß^a^ß^  •  •  enthalten    sind ,    die    folgende 

Antwort : 

Die  Summe  der  Elemente  ^„f„    enthält    n   Glieder^    die 

Summe  der  Producte  aus  je  ewei  verschiedenen  Elementen 
^a  fl^a^ß  ^hält  — \- — -— —  Glieder,   und  dllgemein   die  Summe 

der   Producte    aus   je   q   verschiedenen  X,    ^      ^    5^   f «    •  •  ?«« 

n' 

enthält   —77 — '- — r-,   Glieder. 

q!{n  —  q)! 

Mit  Hülfe  des  Systems  von  Gleichungen  (4)  wird  es  möglich,  die- 
jenige Function  des  nten  Grades  einer  Variable  x  zxi  bestimmen,  welche 
ein  gegebenes  Systan  von  nWerthen  f,,  ^j, . .  ^n  ^^  ihren  n  Wurzeln 
hat,  sobald  die  n  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  2^  ^^ 

^a.ß^a  ^/9 » •  •  ^1  ?8  •  •  ^n  gegeben  sind.    Durch  die  n  symmetrischen 

Functionen  I^  ^a^  ^n  ß  ^«  ^ßy  •  •  ^1  ^s  •••fn**^^^^  ^*^  Quotienten 

-*-,  -  - , . .  - °    mit  abwechselnden  Vorzei^shen   unmittelbar    ausge- 


«o       «o  «0 


drückt,  und  man  erliält  die  Darstellung  der  Function 

Wenn    man    voraussetzt,    dass    die    sämmtlichen    Werthc 
^if   ^sy-'ln    einem    einzigen   Werthe    gleich    sein    sollen    und 
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• 

diesen  mit  —h  bezeichnet,  so  yerwandelt  sich  das  Prodnct 
(^— ^,)(x  — IJ..  (x  —  In)  in  die  nie  Potenz  des  zweigliedri- 
gen Ansdrnckes  oder  Binomiunis  x-^-h.  Gleichzeitig  yerwandelt 
sich  jedes  Glied   der  Samme  2^^^  in  die    Grösse    — *,  jedes 

Glied  der  Harome ^a  „      „   |^    f    ..f     indie  Grösse  (—1)*  A*- 

Die  bctreflenden  Summen  werden  daher  gleich  Prodncten  aas 
der  Anzahl  der  vorhandenen  Glieder  in  den  Werth  des  jedes- 
maligen einzelnen  Gliedes,  und  es  entsteht  ttir  die  positive  gatufe 
nte  Potenz  des  Binomiums  x  +  h  die  nach  den  Potenzen  der  Grösse 
X  und  Ä  fortschreitende  Entwickelung 

+  !L(?_-li) ->-Jjti)  ^-0  *<•  +  ..  +  A- ; 

1.2.   O  .  .  Q 

diese  Gleichung  heisst  der  binomische  Lehrsatz,  Die  Coef- 
ficicnten  der  Producte  aus  den  Potenzen  von  x  und  A,  welche 
Bifwmialcocfficienten  genannt  werden,  sind  vermöge  der  mitge- 
theilten  Ableitung  Anzahlen  von  gewissefi  Combinaiionen,  folglich 
positive  ganze  Zahlen,  und  zwar  tKllt  der  Coelficient  des  Gliedes 

o;"  *'A*^  mit  dem  Cocflicienten  des  Gliedes  :r^  A°"~^  zusammen. 

I  47.    BmU«  und  oompleze  Faotoren  des  ersten  Chrades  einer 

Function  einer  Variable. 

Die  Betrachtungen,  welche  bis  jetzt  in  Betreff  der  ganzen 
Functionen  einer  Variable  und  der  zugeordneten  Gleichungen 
angiV'ttellt  sind,  bezogen  sich  gleichmUssig  auf  reelle  und  com- 
plexe  (irösson.  Doch  war  es  nicht  nothwendig,  bei  der  Bezeich- 
nung der  complexen  Grössen  den  reellen  und  den  imaginären 
Theil  zu  trennen.  Indem  dies  gegenwärtig  geschieht,  mögen 
die  Coefficionten  der  Function  f(x)  die  Ausdrücke 

und  die  nach  einander  eingettlhrten  Wurzeln  der  Gleichung 
f{^)  =  0  die  Ausdrücke 

(2)  1^  =  ^^  -h  <T,  •;    |^=  g^  +  CT,  t\  .  .   ?n  =  ^n  -^^  ^n* 

erhalten.  Snbstituirt  man  eine  Wurzel,  etwa  f,,  in  die  Function 
f{x\  so  muss  bei  dem  resnltirenden  Ausdruck 
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(3)  (C«  +  D,i)  {Q,  +  a,  if  +  (C,  +  D,  i)  (q,  +  er, tf"'+  •  •  • 

-{-  G  +  D  i  =  r+  $i 

n  n 

der  reelle  und  der  imaginäre  Tbeil  für  sich  gleich  Null  werden. 
Nun  ist  der  Ausdruck  (3)  aus  den  Elementen  C^  +Z)^  t,  C,  -f  D,  i, . . 
C  -^B  i  und  dem  Element  Oy-^-oA  mit  Hülfe  von  Additionen 

n  n  ^11 

und  Multiplicationen  abgeleitet,  und  daher  folgt  aus  einem  in 
§  27  bewiesenen  Satze,  dass,  wenn  jedes  dieser  Elemente  durch 
die  entsprechende  ihm  conjugirte  Grösse  ersetzt'  wird,  das  her- 
vorgehende Resultat  gleich  der  zu  r -{- si  conjugirten  Grösse 
r— 51  werden  muss.  Weil  aber  in  dem  vorliegenden  Falle r=0 
und  5=0  ist,  so  wird  auch  die  Grösse  r — si  nothwendig  gleich 
Null. 

Werden   die  zu   den  Grössen  in  (1)  und  (2)  conjugirten 
Grössen  durch  HinzufUgung  eines  Striches  characterisirt,  so  dass 

(4)  a\  =  C-Di,  a\  =  C,^D,i,..a'^  =  C^^DJ, 

ist,  und  wird  die  Function 

(6)  g  (x)  =  a\  x'+a'^  a;°"V  . .  +  a'^^i x  +  a\ 

gebildet,  so  kann  das  gefundene  Resultat  den  Ausdruck  erhal- 
ten, dass   ' 

(3*)  9  (^t)  =  0, 

oder,  dass  ^\  mie  Wurzel  der  Gleichung  ^(^')==0  ist.   Es  folgt 

daraus  vermöge  der  Gleichung  (7)  des  §  43  die  Gleichung 

(7)  9{x)  =  {x-'^\)g,{x\ 

wo  aufs  neue  vermöge  des  angettihrten  Satzes  die  Coefficicnten 
der  Function  g^  (x)  zu  den  Coefficicnten  der  Function  f^  (x)  be- 
ziehungsweise conjugirt  sind.  Wenn  daher  ein  Werth  ^,  die 
Function  f^  {x)  zum  Verschwinden  bringt,  so  wird  aus  den  ent- 
wickelten Gründen  die  Function  g^  {x)  durch  Substitution  des 
conjugirten  Werthes  ^\  zu  Null  gemacht.  Dieser  Vorgang  wie- 
derholt sich  mit  jeder  neu  auftretenden  Wurzel  ^j,  f,, .  .  f„  und 
es  entifiteht  schliesslich  ilir  die  Function  g  (x)  die  Gleichung 

(8)  9{x)=a\  (x^^\){x^-  r,) . .  (^-^n), 

welche  der  Gleichung  (14)  des  §  43  und  der  Gleichung  (1)  des 
§45  zugeordnet  ist.  Es  ist  hiermit  nachgewiesen,  dass  die 
n  Wurzeln  |',,  |', . . .  Tn  ^^  Gleichung  g  (f')  =  0  den  n  Wurzeln 
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fn  fi)  •  •  ^n  ^^  Gleichung  f{§)  =  0  in  der  Weise  etifsprechen^  dass 
gu  je  eifier  Wurzel  der  letztern  je  eine  Wurzel  der  ersterbt  cati- 
jugirt  ist. 

Ein  Beispiel  illr  diesen  «allgemeinen  Satz  haben  uns  die 
binomischen  Gleichungen  geliefert.  Um  dieselben  hervorzabrin- 
gen,  ist  die  Function  f{x)  durch  den  Ausdruck 

/•te)  =  a?°  — (i4  +  JBi) 
zu  definiren.   Die  Function  g  (x),  deren  Coefficienten  die  respec- 
tive  conjugirten  Werthe  haben  sollen,  erhält  dann  die  Gestalt 

g{x)  =  x''-U-Bi), 

Am  Ende  des  §  39  wird  nun  nachgewiesen,  dass  je  eine 
nte  Wurzel  der  Grösse  A  —  Bi  je  einer  nten  Wurzel  der  Grösse 
A  +  Bi  so  zugeordnet  werden  kann,  dass  die  entsprechenden 
Wurzeln  einander  conjugirt  sind.  Dies  ist  aber  der  Inhalt  des 
in  Rede  stehenden  Satze»,  da  die  vorliegende  Function  f{x) 
durch  die  n  von  einander  verschiedenen  nten  Wurzeln  der  Grösse 
A  +  Biy  und  die  correspondirende  Function  g  (x)  durch  die  n 
von  einander  verschiedenen  nten  Wurzeln  der  Grösse  A  —  Bi 
zum  Verschwinden  gebracht  wird. 

In  der  gegenwärtigen  Erörterung  macht  sich  ftlr  dieje- 
nigen Functionen  f{^\  &«  denen  die  sämmtlichen  Coefficicntcfi 
a^,  «,,...  a„  reelle  Grössen  sind,  ein  besonderer  Umstand  gel- 
tend. Ist  eine  Wurzel  fi=^,  +o^i  der  zugehörigen  Gleichung 
eine  nicht  reelle  Grösse^  also  der  Factor  rr,  der  Grösse  i  von  der 
Null  verschieden,  so  fällt  die  Function,  deren  Coefficienten  be- 
ziehungsweise mit  den  Coefficienten  der  Function  fix)  conjugirt 
sind,  mit  der  Function  f{x)  selbst  zusammen,  dagegen  ist  der 
zu  f,  conjugirtc  Werth  ^\=r Q^=o^i  von  f,  nothwendig  ver- 
schieden, und  die  obige  Gleichung  (3*)  nimmt  die  Gestalt  an 
(9)  /•($',)  =0. 

Das  heisst  in  Worten: 

Wenn  ein^  rationale  ganze  Function  f{x),  deren  sämmtlicJw 
Coefßcienten  reelle  Grössefi  sind,  durdi  einen  niciU  reellen  Werth 
^, -fcTjt  von  X  zum  Verschwinden  gebracht  wird,  so  wird  die 
Function  f(x)  auch  durch  den  conjugirten  Werth  q^—a^i  vofi  x 
zum   Verschwinden  gebracht. 

Da  also  bei  einer  in  ihren  Coefficienten  reellen  Function 
f{x)  der  nicht   reelle  Werth  Ql'\'0^^  und  der  demselben  con- 
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jugirte  Werth  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  f{^)=:0 
darstellen,  so  mnss  nach  dem  ersten  Theile  des  Satzes  (2)  in  §  43 
die  Function  f(x)  das  Produet  der  beiden  Factoren  des  ersten 
Grades 

(10)  (x  —  Q^  —  aJ)  (x—g,  +a,i) 
zum  algebraischen  Theiler  haben. 

Dieses  Produet  ist  aber  gleich  einer  Function  von  x  vom 
zweiten  Grade 

(11)  (x^Q,y  +  a\, 
deren  Coeffidenten  redl  sind. 

Die  Gleichung  (9)  des  §  43  wird  demnach  zu  der  folgenden 

(12)  fix)  =  {{x-Q,r+a\)f,(x), 

wo  die  Function  des  (n  —  2)ten  Grades  /*,  (x)^  wie  die  Function 
f{x\  lauter  reelle  Coefficienten  haben  muss.  Die  Function  des 
zweiten  Grades  (11)  gehört,  weil  die  reelle  Grösse  rr^  nach  der 
Voraussetzung  nicht  gleich  Null  ist,  zu  denjenigen  Functionen 
des  zweiten  Grades,  welche  für  keinen  reellen  Werth  der  Va- 
riable X  zum  Verschwinden  gebracht  werden  können,  und  flir 
die  nach  einem  in  §  25  bewiesenen  Satze  eine  Darstellung  als 
Produet  von  Factoren  des  ersten  Graden  auf  dem  Gebiete  der 
reeUefi  Grössen  unmöglich  ist.  Die  Rechnung  mit  complexen 
Grössen  ist  gerade  eingeführt  worden,  um  mit  deren  Hülfe  ftlr 
diejenigen  Functionen  des  zweiten  Grades,  welche  für  keinen 
reellen  Werth  der  Variable  x  gleich  Null  werden,  die  Zerlegung 
in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  zu  bewerkstelligen.  Es  darf 
daher  mit  Benutzung  der  gegebenen  Entwickelungen  der  Satz 
ausgesprochen  werden: 

Wenn  eine  rationale  ganze  reelle  Function  f{x)  durch  einen 
nicht  reellen  Werth  Q^-¥o^%  von  x  zu  Null  gemacht  tvird,  so  ist 
dieselbe  durch  die  auf  d^m  Gebiete  der  reellen  Grössen  unzerleg- 
bare Function  des  zweiten  Grades  {x  —  g^Y  +<jJ  algebraisch  theil- 
bar.  Wenn  umgekehrt  die  betreffende  Ilinction  f(x)  einen  auf  dem 
Gebiete  der  reellen  Grössen  unzerlegbaren  Factor  des  zweiten 
Grades  x^  -{-b^  x  +  b^  hat^  so  zerfällt  dieser  bei  der  Anwendung 
der  complexen  Grössen  in  das  Produet 

und  die  Gleicfiungf{x)  =0  wird  durch  die  beiden  complexen  conjugir- 
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im     Wurzeln   ~   ^-  +  i^^«-^"  und-^f  ^i^ih^i 

erfuOt. 

Es  kann  nicht  zweifelhaft  sein,  dass,  wenn  bei  einer  ra- 
tionalen ganzen  Function  f{x)  mit  lauter  reellen  Coefficienten 
eine  reelle  Wurzel  ^  der  Gleichung  /'(f)  =  0  gegeben  ist,  nach 
Abtrennung  des  zugeordneten  Factors  x — f  als  zweiter  Factor 
eine  rationale  ganze  Function  des  (n— l)ten  Grades  mit  lauter 
reellen  Coefficienten  zurück  bleibt.  Wenn  daher  fllr  eine  solche 
Function  f{x)  das  in  §45  auseinandergesetzte  Verfahren  aus- 
geführt werden  kann,  so  erzeugt  jede  auftretende  reelle  Wurzel 
einen  entsprechenden  reellen  Factor  des  ersten  Grades,  jede 
auftretende  nicht  reelle  Wurzel  wird  aber  immer  von  der  zu 
ihr  conjugirten  Wurzel  begleitet,  und  bringt  deshalb  einen  reel- 
len Factor  des  zweiten  Grades  hervor.  Somit  toird  unter  der 
angegebenen  Voraussetzung  die  rationale  ganze  Function  f(x)  in 
reelle  Factoren  des  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegt^  von  denen 
die  letztern  auf  dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  unzerlegbar  sind. 

Unter  den  Factoren  des  ersten  Grades  können  mehrere 
unter  einander  gleiche  vorkommen  und  zu  einer  Potenz  vereinigt 
werden;  für  die  betrcflFenden  Factoren  des  zweiten  Grades  gilt 
das  gleiche.  Weil  aber  die  letztern  auf  dem  Gebiete  der  reel- 
len Grössen  unzerlegbar  sind,  so  bleiben  sie  von  den  genannten 
Factoren  des  ersten  Grades  völlig  getrennt.  Die  Darstellung 
der  Function  f{x)  in  (6)  des  §  45  darf  von  der  so  eben  beschrie- 
benen Darstellung  nur  in  der  Anordnung  der  Factoren  verschie- 
den sein  und  erluUt  demnach  vermöge  der  obwaltenden  Bedin- 
gung j  dass  die  Coefficienten  der  Function  f(x)  sämmtlich  reell 
sind,  die  Eigenschaft,  d<iss  neben  jeder  nicht  reellen  Wurzel  der 
Gleichung  f{§)  eine  zu  ihr  conjugirte  Wurzel  steht,  und  dass  für 
je  zwei  conjugirte  Factoren  des  ersten  Grades  die  zugeordneten 
Potenzexponenten  einander  gleich  sind, 

§  48.    Aiui  dem  Gebiete  der  reinen  Oleiohong^en  entnommene 
Beispiele  für  die  Zerlegnnfip  einer  Function  einer  Variable  in 

Factoren  dee  ersten  Qrades. 

Die  Function  des  nten  Grades 
(1)  a;"=l 
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kann  vermöge  des  Satzes  (2)  in  §  43  in  n  Factoren  des  ersten 
Grades  zerlegt  werden,  weil  die  zugeordnete  Gleichung 

(2)  w°— 1  =  0 

n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  hat,  nämlich  die  nten  Wur- 
eeln  der  Einheit  deren  Ausdrücke  in  (2)  des  §  35  gegeben  sind. 
Da  die  Coefficienten  der  genannten  Function  reell  sind,  so 
mlissen  die  nicht  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  einander 
paarweise  conjugirt  sein,  was  auch  schon  am  Schlüsse  des  §  35 
bemerkt  worden  ist.    Es  sei  die  eine  Wurzel 

eo\  2  71  ..       2  71 

(8)  «t*,  =  cos h  f  sin , 

so  lassen  sich  die  sämmtlichen  n  Wurzeln  als  Potenzen  von  (jj^ 
ausdrücken;    der   Potenzexponent  t  durchläuft    die   Reihe    der 

ganzen  Zahlen  von  0  bis  n — 1,  und  zwei  Wurzeln  w  und  w 
sind  zu  einander  conjugirt.    Demnach  entsteht  für  die  Function 
(1)  die  Zerlegung 

(4)  x^  — l  =  (rc—  1)  {x  —  o)^)  (x  —  o}\)  .,{x—  w""). 

Der  reelle  Factor  x — 1  lässt  sich  stets  von  den  übrigen 
Factoren  absondern ;  wenn  in  der  Gleichung  (4)  des  §  43  die 
Zahl  s  durch  die  Zahl  n  und  die  Grösse  y  durch  die  Einheit 
ersetzt  wird,  so  kommt 

(5)  x"  -  1  =  (x—l)  (.r°~^  +  x"'"'^  -+- . .  +  a:+  1) 

und  die  so  eben  gebildete  Function  des  (n—l;ten  Grades,  deren 
Coefficienten  wieder  ganze  Zahlen  sind,  wird  gleich  dem  Product 
der  übrigen  Factoren 

(6)  o;       +x       '\- .,  + x+ l=(x— iüj{x — cü*)..[x  —  w,    ), 
Es  genügefi  desshdlh  die  sämnitliclhen  nten  Wurzeln  der  Einheit^ 
mit  Ausnahme  der  positiven  Einfteit  selbst,  der  Gleichung 

^äj.\  d — 1  11—2  -  ^ 

(6*)  (Jt)       +0)       +..-fw+l=0. 

In  dem  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  stehenden  Producta 
sind  vermöge  der  in  Betreff  der  Wurzeln  der  Gleichung  ange- 
iUhrtcn  Regel  der  erste  und  letzte  Factor  einander  conjugirt, 
ebenso  der  zweite  und  der  vorletzte,  und  so  fort;  bei  einem  un- 
geraden Werthe  der  Zahl  n  ordnen  sich  auf  diese  Weise  alle 
Factoren  zu  Paaren,  bei  einem  geraden  Werthe  der  Zahl  n  bleibt 

3 

der  Factor  x  —  w^,  welcher  gleich  x-hl   und  somit  reell  ist, 
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in  der  Mitte  übrig.  Die  Mnltiplication  von  zwei  conjugirten 
Factoren  erzeugt  den  aaf  dem  Gebiete  der  complexen  Grössen 
nicht  zerlegbaren  Factor  des  zweiten  Grades 

(7)      \x—io^)[x  —  (ü^    )=\^  —  cos  j  +sin* , 

welcher  aach  die  Gestalt  annehmen  kann 

(7»)  x^'-2xcoB^^  +  l. 

Die  Function  x^"  +  x^~~  +  . . «  +  1  wird  daher,  je  nach- 
dem n  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist,  auf  die  folgende 
Weise  als  ein  Prodt4ct  von  reellen  Factorefi  dargestellt,  das 
Zeichen  U  möge  die  Bildung  eines  Products  andeuten,  bei  dem  i 
flir  den  einzelnen  Factor  innerhalb  der  beigefügten  Grenzen  die 
Reihe  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft, 

fürn ungerade,  rr"~  ^-x^"  +  ..  +  1 

=  n  '  /a;»-2a;co8-~+  ll 

V"J     \^  ,         n— l  n— 2  - 

Ifur  n  gerade,  x      +  x      +  . .  -f  1 

n--2 
=  Ä    '   lx^  —  2XQ0^~-+l\{^-^  1). 

Wenn  in  der  Gleichung  (6)  die  Variable  x  durch  die  Ein- 
heit ersetzt  wird,  so  bildet  die  rechte  Seite  das  Product  aller 
Differenzen  zwischen  der  Einheit  und  den  übrigen  Wurzeln  der 
Gleichung  (2)  oder  den  übrigen  nten  Wurzeln  der  Einheit.  Die 
linke  Seite  wird  gleich  der  Zahl  n  selbst,  und  es  entsteht  das 
Resultat 

(9)  w  =  (l-w,)(l-wf)...(l-(0- 

Dieselbe  Substitution,  auf  die  Gleichungen  (8)  angewendet,  Itihrt 
zu  Resultiiten,  in  denen  nur  reelle  Grössen  auftreten.  Der  all- 
gemeine Factor  der  Producte  darf  den  Ausdruck  erhalten 

2  —  2cos =  48in* 


n  n 

und   es  leuchtet  ein,  dass   im   ersten  Falle  die  Zahl  4  in  der 

-  --   ten  Potenz,   im  zweiten  Falle  die  Zahl  4  in  der  --- — ten 

Potenz  vorkommt;  diese  Potenz  ist  in  dem  zweiten  Falle  noch 
mit  der  Zahl  2,  die  aus  dem  Factor  x+l  hervorgeht,  zu  multipli- 
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ciren.    Hierdarch  ergiebt  sich  für  beide  Fälle  der  Zahlen-Coef- 
ficient  2"~ ,  und  man  erhält 


(10) 


flir  n  ungerade,  n  =  2°"    TT    ^     sin' 

t=i  n 


n  —  2 

'2 


n— 1  *~"ir~   •  ^  tn 


flir  n  gerade ,  n  =  2        11        sin* 

t  =  i  n 

Diese  Formeln  sind  dadurch  besonders  merkwürdig,   dass 

tn 

die  sämmtlichen  Sinnsfunctionen  sin ,  welche  hier  vorkom- 

nien,  sich  auf  Winkel  beziehen,-  die  positiv  sind  und  höchstens 

yj \  ^  ^_  2 

den  Werth  — ; —  n  oder  — r —  /r   haben ,    folglich    unter  dem 

2n  2n 

71 
Werthe  -    liegen.   Die  Sinnsfunctionen  sind  deshalb  lauter  po- 

sitive  Grössen,  und  darum  erzeugt  die  Ausziehung  der  positiven 
Quadratwurzel  aus  den  auf  beiden  Seiten  befindlichen  positiven 
Grössen  die  Gleichung 

n— 1         n~l 

für  n  ungerade,  l/n  =  2   ^     TT   ^    sin  — , 

t=i  w 

(10*)  ( 

°  —  ^ t  — — — 

für  n  gerade,  l/n  =  2  ^      if  ^    sin — . 

t  =  1  n 

Die  Ergebnisse,  welche  den  speciellen  Werthen  w  =  3  und 
n  =  5  entsprechen,  nämlich 


und 


1/3  =  2  sin-^ 
1/5  =  4  sin  -^  sm 


5  "       5  ' 

können  durch  die  in  §  41  entwickelten  Ausdrücke  der  betref- 
fenden Einbeitswurzcln  bestätigt  werden.  Aus  den  dortigen 
Gleichungen  (5)  folgen  durch  Erhebung  auf  das  Quadrat  die 
Gleichungen 

cosy  +  tsm-  =  -  +  ^l/3i, 

71      ^    .     .        71  1    +  Kö     ^  1/5    —  1/5      . 

COS  —  +  t  sin  —  = 7 4-  y  - — -Jl —  i, 

5  5  4  '  8 

Die  erste  derselben  liefert  unmittelbar  die  in  Rede  stehende 

LipBchitx,  Analysls.  ^^ 
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DarstelloDg  der  Grösse  sin    _  ;  mit  der  zweiten  ist  die  Gleiehung 

(7)  des  §  41  zu  verbinden 

271       .   .    271        —  1  + 1/5        l/ö  4- 1/5  . 
co8-4-tsin-  = +J^_^_,, 

um  die  Gleichung 

.       71     .      271  1/5  —  1/51/5  +  1/5 

sin-sm-=)/^— ^—  K— 8— 

zu  erhalten,  deren  rechte  Seite  den  angegebenen  Wertb  — 1/5 
liefert. 

I  49.  Transformation  einer  ganzen  Fonotton  einer  Variable 
dnroh  BinfHhmng  einer  neuen  Variable.  Entwiokelnnff,  die 
naoh  den  Potenzen  der  neuen  Variable  sr^ordnet  ist.    Ablei- 

leitungen  einer  ganzen  Funotion. 

Eines  der  wirksamsten  HUlfsmittcl  zum  Studium  der  alge- 
braischen rationalen  Functionen  besteht  darin,  dass  angenommen 
wird,  bei  einer  solchen  Function  oder  bei  mehreren  solcher 
Functionen  solle  die  Variable,  von  der  sie  abhängen,  oder  sollen 
die  Variabein,  von  denen  sie  abhängen,  als  bestimmte  rationale 
Functionen  von  einer  oder  von  mehreren  neuen  Variabein  be- 
trachtet werden.  Das  Ersetzen  der  ursprünglichen  Variabein 
durch  die  bezeichneten  Functionen  der  neuen  Variabcln  heisst 
eine  Substitution;  die  ursprünglich  gegebenen  Functionen  der 
ursprünglichen  Variabein  werden  dadurch  in  bestimmte  Functio- 
nen der  neuen  Variabein  verwandelt,  oder  erfahren  eine  Trans- 
farmcUion. 

Für  eine  rationale  ganze  Function  einer  Variable  x  wird 
eine  sehr  einfache  Transformation  erhalten,  indem  man  vor- 
schreibt, die  Variable  x  möge  gleich  dem  Aggregat  einer  neuen 
Variable  e  und  einer  Constante  k  sein.    Bei  der  Gleichung 

(1)  x  =  js-{'k 

gehört  zu  jedem  beliebig  gegebenen  Werthe  der  neuen  Variable 
£•  ein  völlig  bestimmter  Werth  der  Variable  x,  und  da  aus  (1) 
die  Gleichung 

(2)  e  =  x  —  k 

folgt,  so  entspricht  umgekehrt  jedem  beliebig  gegebenen  Werthe 
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der  ursprünglichen  Variable  x  ein  völlig  bestimmter  Werth  der 
neuen  Variable  j?.  Durch  die  Substitution  (1)  geht  die  wie  früher 
zu  notirende  Function  des  nten  Grades  f{x)  in  die  Function 

(3)  (p{e)=f{e+k)=aSe-\'lcf+  a»(ir  +  *)""*+..  +  an_i(ir  +  *)  4-a„ 

über,  welche  eine  rationale  ganze  Function  von  e  ist.  Die  ein- 
zelnen Potenzen  des  Binom  iums  e-\-k  können  durch  den  in  §  46 
angegebenen  binomischen  Lehrsatz  nach  den  Potenzen  der  Va- 
riable e  entwickelt  werden.    Da  nur   die    Potenz  {e  +  lcf  das 

Glied  z^  enthält,  so  ist  die  rationale  ganze  Function  q*  (e)  eine 
Function  des  nten  Grades  und  liefert  deshalb  die  nach  den 
Potenzen  der  Variable  z  geordnete  Entwickelung 

(4)  q>  (z)  =  Co  /  +  c,  ;ef""V  . .  +  o„_i  ^er  4-  c„ . 

Die  Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  auf  (3)  giebt 
die  Darstellung 

•     + 

+  a„_j  {e  +  h) 

+  a  . 

n 

Demnach   bestimmen    sich    die    Coefficienten  fo>  ^i«  •  •  •  ^n 
der  Potenzen  von  z  m  (p  (z)  folgendermassen : 


(5) 


nln — 1)      ,n— 2   .  (n — l)(n  — 2)      ,n— s 
n      ,n— 1      n — 1      ,n— 2  .  n — 2     ,11-8  / 

,11  ,n— 1  ,11—2        .  , 
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Die  erste  von  diesen  Gleichungen  lehrt,  dass  der  CoefGeient 

von  e^  in  9)  {z)  dem  Coefßcienten  von  x  in  f{x)  gleich  ist,  dass 
folglich,  wenn  die  Function  f(po)  in  Bezug  auf  x  von  keinem 
niedrigeren  Grade  als  dem  nten  ist,  die  Function  (f  {e)  in  Be- 
zug auf  s  ebenfalls  von  keinem  niedrigeren  Grade  als  dem  ttten 
sein  kann.  Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  entsteht 
offenbar  aus  der  Function /*(t),  indem  der  Variable  x  derWerth 
a;  =  A;  beigelegt  wird.  Von  dieser  Beobachtung  ausgehend  soll 
jetzt  das  Bildungsgesetz  der  sämmtlichen  Coeflficienten  in  der 
Entwickelung  von  ff  iß)  untersucht  werden. 

Aus   dem  Coefficienten  c    lässt   sich   der  Coefficient  c    . 

n  n — 1 


dergestalt  ableiten,  dass  mit  jedem  Summanden  a    li^^  von c 
auf  dieselbe  Weise  verfahren  wird.    Man  bildet  aus  der  Potenz 
k^"^  den  Ausdruck  (n  —  ix)  k^"^~  und  ttlgtdenFactora   hinzu, 

SO  dass  das  Glied  {n—f.i)a..lc^^  entsteht  Nach  dieser  Regel 
ist  auch  der  letzte  Summand  von  c  ,  nämlich  a    k*^  zu   behan- 

n  '  n 

dein  und  giebt  dann  für  c^_^  den  Betrag  Null.  Ich  werde  die- 
jenige Function  von  a:,  welche  bei  der  Einsetzung  des  Wcrthes 
x^=k  den  Coefficienten  c  __^  hervorbringt,  mit  f*  {x)  bezeichnen, 

diese  Function  die  erste  Ableitung  dei- Function  f{x)  nennen  und 
ihren  Ausdruck  neben  die  Function  f{x)  stellen,  so  ist 

I  fi^)  =  0  x^  +  a  x^~  -f-  . .  +  a    ,  a;  -4-  a  , 

\f'(x)=nax      -f(n— l)a  x      -f..-fa    , 

Die  erste  Ableitung  fix)  der  Function  f{x)  ist  eine  ratio- 
nale ganze  Function  von  x  von  einem  um  eine  Einheit  niedri- 
geren Grade  als  f(x).  Man  kann  nun  von  dieser  Function  aber- 
mals nach  derselben  Definition  die  erste  Ableitung  nehmen,  und 
erhält  eine  rationale  ganze  Function  f"{x)  von  a:,  die  um  zwei 
Einheiten  niedriger  ist,  als  f(x).  Durch  jede  Wiederholung  der 
eingetUhrten  Operation  entsteht  eine  um  eine  Einheit  niedrigere 
Function  von  Xy  so  dass  zuletzt  eine  Function  des  nullten  Grades 
oder  eine  Constante  erhalten  wird.  Man  bekommt  auf  diese 
Weise  die  Reihe  von  Functionen 
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f"(x)  =  nin-\)a^x'  "+(«— l)(n— 2)o^a;"~'''+..+2.1a^  ,, 


(7) 


/-  ''"te)  =  »(M— l)(«-2)..3o„a:» 

+  (»— 1)(»— 2)(n— 3)..2o,a;  +  (tt  — 2)(»— 3)..lo, 

/''~"(a;)=«(w— l)(n— 2)..3.2ä,a;+(n— 1)(«— 2),.2.1o, 
/°'(a;)  =  M(«  — l)(n-2)..3.2.1  a,,. 

Dieselben  mögen  respective  die  zweite,  dritte^  .  .  (n  —  2)te, 
(m — l)tc,  ntc  Ableitung  der  Functian  f{x)  genannt  werden. 
Diese  Functionen  von  x  zeigen  zu  den  in  (5)  dargestellten  Coef- 
ficienten  c^_.^,  c^_^y  ..  c^  die   Beziehung,    dass,    wenn    in    den 

ersteren  der  Reihe  nacji  der  Werth  z  =  h  eingeltihrt  wird,  nur 
die  Division  durch  einen  Zahlenfactor  erforderlich  ist,  um  aus 
denselben  der  Reihe  nach  die  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
zu  erhalten.  Die  betreffenden  Zahlenfactoren  bestimmten  sich 
dadurch,  dass  die  in  (5)  enthaltenen  Ausdrücke  der  Goefficienten 
^n»  ^n-i»-  •>C|)  ^Q  respective  mit  den  Gliedern  a^^  «n.i,..., 
a,,  a^  schliessen,  während  die  Endglieder  von  f(x)^  f{^)y 
f**  {x\ .  .  f^  {x)  respective  die  folgende  sind 

a  ,l!tt    ,,2!a    „  . . .  (w — 2)!  a  ,  (»  — 1)!  a,  ,  n!  a,. 

Demnach  entstehen  iUr  die  genannten  Goefficienten  die 
Ausdrücke 


(B) 


c„ 

n! 

c. 

c. 

(n-2)! 

Vi 

f"  (Ä) 
»         2! 

«n    , 

,=  r(Ä) 

C 

n 

-  fijc). 

Die  Einführung  derselben  in  (4)  giebt,  wenn  die  Glieder  in 
der  umgekehrten  Weise  geordnet  werden^  die  Darstellung 
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(9)  tp{js)=f{z+k)=f{k) +r{k)z  +  Q*^^»  + 


Vermöge  der  mit  (1)  heeeicJmeten  Substittdion  x^^z-^-k  giU 
somit  die  Transformation 

(10)  f{x)=<p{z)^nz-\-k). 

Aas  der  Gleichung  (9)  kann  sogleich  dadurch  Nutzen  ge- 
zogen werden,  dass  man  die  Voraussetzung  erwägt,  es  sei  die 
Grösse  k  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{^)  =  0.  Dann  verschwindet 
auf  der  rechten  Seite  von  (9)  das  erste  Glied  f(k),  und  da  die 
übrigen  Glieder  respective  in  die  erste,  zweite, . .  nte  Potenz 
von  J8  multiplicirt  sind,  so  sind  sie  sämmtlich  durch  js  alge- 
braisch theilbar,  und  daher  ist  es  auch  die  Function  q^ie)  selbst. 
Dieser  Satz  ist  seinem  Inhalte  nach  nicht  neu,  sondern  fällt  mit 
dem  Satze  (1)  des  §  43  zusammen.  Der  letztere  bezieht  sich 
auf  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(£)  =  0,  und  lehrt,  wofern  eine 
solche  Wurzel  jetzt  k  genannt  wird,  dass  die  Function  f(z) 
gleich  dem  Producte  der  Differenz  x — k  in  eine  rationale  ganze 
Function  von  x  ist.  Nun  geht  durch  die  Substitution  x=£!'{'k 
für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  die  Function  f{x)  in  die 
Function  tp  (z),  die  Differenz  x  —  k  in  die  Variable  z,  und  die 
rationale  ganze  Function  von  x,  welche  den  zweiten  Factor  des 
erwähnten  Products  bildet,  nach  den  gegebenen  Erörterungen 
in  eine  ganze  rationale  Function  von  z  des  gleichen  Grades 
über.  Also  wird  ^(£r)  gleich  dem  Productvon  z  in  eine  rationale 
ganze  Function  von  z,  wie  es  sich  so  eben  gezeigt  hat. 

Wir   sind   aber  auch   darauf  aufmerksam  geworden,  dass, 

nachdem  eine  Wurzel  k  den  Factor  x — k  angezeigt  hat,  die  von 

diesem  Factor  befreite  Function  f{x)j   welche  durch  den  Bruch 

fix) 

\,    angedeutet  werden   darf,   unter   gewissen  Verhältnissen 

nochmals  durch  den  Werth  k  zu  Null  gemacht  werden  kann.    In 

f{x) 
diesem  Falle  wird.   __/.«  eine  ganze  Function  von  x,  und  die 

Beurtheilung  der  in  der  gleichen  Weise  auf  einander  folgend 
erhaltenen  Functionen  von  x  lässt  sich  fortsetzen,  bis  man  zu 
der  höchsten  Potenz  des   Factors   x—k  gelangt,  durch  welche 
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f{x)  algebraisch  theilbar  ist.  Diese  Potenz,  welche  die  ate  sein 
möge,  wird  durch  eine  Gleichung 

(11)  f{x)=ix^kf  fjx) 

charakterisirt,  yfof^{x)  eine  rationale  ganze  Function  von  a;  und 

zwar  nach  dem  Satze  (2)  des  §  44  eine  Function  vom  (n  — a)ten 
Grade  ist,  und  die  Eigenschaft  haben  muss,  fiir  den  Werih 
x  =  k  nkht  zu  verschmtiden.  Denn  wäre  dies  der  Fall,  so 
würde  f  (x)  wieder  durch  x  —  k  algebraisch  theilbar  sein  und 

mithin  f{x)  durch  die  Potenz  (a;— Ä*)""*"    aufgehen,   so  dass  die 

Potenz  (x  —k)^  nicht  die  höchste  Potenz  von  x  —  k  bezeichnete, 
durch  die  f{x)  algebraisch  aufgeht.  Wenn  jetzt  auf  die  beiden 
Seiten  der  Gleichung  (11)  die  Substitution  x  =  jsi'\-k  angewendet 
wird,  so  verwandelt  sich  /'  (x)  in  eine  rationale  ganze  Function 

von  z  vom  (n  —  a)ten  Grade,  welche  filr  den  Werth  x  =  k,  das 
ist,  Hör  den  Werth  if  =  0,  nicht  verschwinden  darf,   und  (p   {e) 

heissen  möge,  und  es  kommt 

(12)  cp{z)  =  z'ip^(z). 

Bei  der  Vergleichung  dieser  Darstellung  der  Function  rp  (e) 
mit  der  allgemeinen  in  (9)  enthaltenen  Darstellung  folgt  aus 
dem  Satze  (1)  des  §  44,  dass  in  den  beiden  Darstellungen  die 
Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  der  Variable  e  einander 
gleich  sein  müssen.  Unter  den  obwaltenden  Bedingungen  ver- 
schwinden daher  mit  dem  ersten  Gliede  f(Jk)  zusammen  die 
Coefficienten   der    sämmtlichen  niedrigsten   Potenzen  von  z  bis 

zu  dem  Coefficienten  von  /~    einschliesslich;  dagegen  darf  der 

Coefficient  von  /  nicht  verschwinden.  Damit  nämlich  das  Ag- 
gregat der  in  (9)  noch  übrig  bleibenden  Glieder  mit  dem  Aus- 
drucke  z^  (p  {z)  zusammenfalle,   muss   der  erwähnte  Coefficient 

von  /  in  (9)  gleich  dem  von  z  freien  Gliede  in  der  rationalen 
ganzen  Function  (jp^  {z)  sein  und  wenn  dieses  Glied  gleich  Null 
wäre,  so  würde  fp  {z)  gegen  die  Annahme  flir  jBr  =  0  ver- 
schwinden. 

Es  müssen  also  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Gleichungen 
gelten 
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(13)    /•(*)= 0,  r  (*) = 0,  r  m = o, . . f''"''  (k) = o, 

und  gleichzeitig  darf  r{k)  nicht  gleich  Null  sein. 

Die  Voraussetzung^  dass  die  Function  f{x)  durch  die  Po- 
tenz (x — k)^  und  durch  keine  höhere  Potenz  der  Differenz  x  —  k 
algebraisch  theilbar  sei,  ist  in  §45  mit  dem  Namen  bezeichnet 
worden  y  dass  k  eine  afacf^  Wurzd  der  Gleichuny  /*(?)= 0  sei. 
Für  dctö  Eintreten  dieser  Erscheinung  bestdUj  wie  wir  soeben  ge- 
sehen  haben,  die  nothwendige  m^  hinreiclhctide  Bedingung  darin^ 
dass  durch  den  beireffenden  Werth  k  ausser  der  Function  f{x) 
cmch  die  Aleitungen  derselben 

f(.x\f"{x),...f-''{x) 

zum  Verschwindet^  gebracht  werden,  dagegen  die  Ableitung  f^  {x) 
nicht  zum  Verschwinden  gebracM  wird, 

%  50.    Besondere  Transformation. 

Die  Ableitungen  f*  (x),  f*'{x),,.  f^^^  (x)  der  Function  f{x) 
sind  rationale  ganze  Functionen  von  x,  deren  Grad  respective 
der  (n  —  l)te,  (n  — 2) te, ..  nullte  ist,  und  dem  entsprechend 
enthalten  dife  Coefficienten  c^,  c^,  c,, . . .  c^-u  c^    der  Function 

(p(z)  die  Grösse  k  im  nullten,  ersten,  zweiten,  ..(n  —  l)ten, 
nten  Grade.  Es  lässt  sich  deshalb  die  in  der  Substitution  (1) 
des  vorigen  §  auftretende  Constante  k  eifideiäig  durch  die  For- 
derung bestimmen,  dass  der  Coeffident  von  z^'^  in  der  Function 
q>{z) 

(1)  c,=na^k-¥  a,^ 

gleich  Null  werde.  Die  Grösse  a^  ist  nothwendig  von  Null  ver- 
schieden, wenn  f(x)  in  der  That  vom  «ten  Grade  sein  soll,  und 
die  ConstafUe  k  erhalt  den  bestimfnten  Werth 

(2)  *  =  --''i 


Die  Grösse  -  -^  ist  gleich  dem  Coefficienten  vof^  x^~     in   der 

a 

0 

durch  a^  dividirten  Fundion  f(x) 

(3)  A/-(a;)  =  x"  +  «>-a;"-'+..  +  -^!2rL^  +  «» 

«0  <*o  «0  a^ 
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diese  geht  dareb   die  Sabstitution  x=z-\-Tcy  weil   nach  (5)  des 
vorigen  §  die  Grösse  c^=^a^  ist,  allgemein  in  die  Function  von^r 

(4)  (p{e)z=zz   •\ — -  e      + . .  H e  -{ 

^O  ^ü  ^0  ^0 

über.   Durch  die  in  (2)  enthaltene  Bestimmung  der  Gonstante  k 

/» 
verschwindet  nun  der  Coefficient  — —  und  erhalten  die  folgenden 

Coefficienten  vermöge   der  Gleichungen   (8)  des   vorigen  §  die 
Ausdrücke 

'  (n-2)/  a,    \ 

(11-3)  r^x 

(5)  (C3_  1      ^         \      naj^^ 

Co       «0  (w— 3)!  " 


V 

Es  entsteht  somit  ans  (4)  die  Darstellung 

(6)  ^  7>(^)  =  /  +  6, /~'  +  6, /""  +  ..  +  6„, 

Co 

und  auf  Grund  der  Gleichung  (10)  des  vorigen  §  die  zuyefü/rige 

für  jede  rationale  ganze  Function  f{x)  geltende  Transformation 

1  1 

—  f{x)=      (p(z). 

Wenn  die  rationale  ganze  Function  f{x)  irgendwie  durch 
die  Substitution  x=z  +  k  in  die  rationale  ganze  Function  q){z) 
transforrairt  ist,  so  gehört  offenbar  zu  jedem  Werthe  von  ^,  der 
die  Function  q)(z)  zum  Verschwinden  bringt,  ein  solcher  Werth 
von  X,  welcher  f{x)  zu  Null  macht,  und  umgekehrt.  Man  er- 
luüt  deshalb  atis  jeder  Wurzel  ^  der  Gleichung  q>(t)  =  0  eine  be- 
stimmte Wurzel  ^  der  Gleichung  f(^)=0  vermittelst  der  Gleichung 

(7)  ^  =  C  +  Ä, 

und  umgekehrt   aus  jeder  Wurzd  ^  der  Gleichung  f(^)=0  eine 
bestimmte  Wurzel  tder  Gleichung  g)(t)=0. 

Aus  diesem  Grunde  ist  es  zulässig,  bei  der  Untersuchung 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  f{^  =  0  die  Function  f{x)  in  eine 
Function  qp(^)zu  transformiren,  und  die  Wurzeln  der  zuge- 
gehörigen    Gleichung  9)  (0=0  zu  studiren.     Die  Coefficienten 
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der  in  ^3)  entwickelten  Function  —  /'(or)  sind  die  CoefficiefUef^ 
der  Gleichung  f{^)=0,  die  Coeilicienten  der  in  (4)  entwickelten 
Function  —     ffiz)  die  CoefficiefUcfi  der  Gleichung  (f(u)=0, 

Co 

Durch  die  Gleichung  (2)  wird  die  Coustante  k  gleich  dem 
negativ  genommenen  nten  Theilc  des  Coefficienten  der  (w--l)ten 
Potenz  der  Unbekannten  in  der  Gleichung  /*(f)=0.  Wir 
können  also  bei  einer  Erörterung  der  allgemeinen  Gleichung  des 
nten  Grades  f{^  =  0  von  der  Gleichung  (p{^)  =  0  ausgehen,  bei 
welcher  die  betreffende  Function  durch  die  obige  Gleichung  (G) 
definirt  ist,  dass  heisst,  bei  welcher  die  (m — l)tc  Potenz  der 
Unbekannten  den  Coefficienten  Null  hat. 


I  51.    Allffemeino  Anflösimsr  der  Olelohimg  des  dritten  Orades 

mit  einer  Unbekannten. 

Wenn  man  die  besprochene  Transformation  auf  die  Func- 
iioth  des  zweiten  Grades  anwendet,  so  giebt  die  Gleichung  (2) 
des  vorigen  §  die  Bestimmung 


o 


2a 
ferner  das  System  (5)  den  Ausdruck 

6',  ^4a^n.^  — gf  ^^ 


c  4fl 


Es  wird  daher  die  zu  gebrauchende  Substitution  diese 

a. 


x  =  z  — 


2a  * 


und  die  Function f(x)   verwandelt  sich  in    die   Function 

4a,ö,— aj 
4aJ 

Diese  Trafisfonnation  fällt  mit  der  Darstellung  der  Functiofi 

f(x)  in  (4)    des   §   24    zusanmwnt^   und   erinnert  zugleich 

daran,  in  welcher  Wei^e   die  At*flösung  der  allgemeinen  quadra- 
tischen Gleichung  von   der  Auflösung   der  reinen   quadraiischen 

Gleichung  ^«4-  -Afi«^«~li^?-  =  o  abhängt 
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Indem  wir  uns  jetzt  zu  der  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung des  dritten  und  vierten  Grades  wenden^  setzen  wir  voraus, 
dass  die  allgemeine  Function  des  dritten  oder  vierten  Grades  /  {x) 
nach  den  Vorschriften  des  vorigen  §  in  die  Function  qi{e) 
tränst brmirt  sei,  deren  Gestalt  daselbst  in  (6)  angegeben  ist,  und 
beschäftigen  uns  mit  der  zugeordneten  Gleichung 

(1)        t''+ft,r'+ft,r''+-+6„=o, 

in  der  n  nach  einander  gleich  Drei  und  gleich  Vier  zu  setzen  ist. 

Hier  muss  über  den  Sinn,  in  welchem  das  Auflösen  einer 
Gleichung  zu  verstehen  sei,  eine  Bemerkung  gemacht  werden. 
Wir  sahen,  dass  die  Auflösung  der  ailgemeinen  quadrcUischen 
Gleichung  in  einer  Zurückßihrung  auf  die  Auflösung  einer  reinen 
qiiadratischen  Gleichung  besteht.  Das  heisst,  nachdem  die  be- 
zeichnete reine  quadratische  Gleichung  aufgelöst  ist,  werden 
die  Wurzeln  der  vorgelegten  allgemeinen  quadratischen  Gleichung 
durch  die  Coefficienten  derselben  und  durch  die  Wurzeln  jener 
reinen  quadratischen  Gleichung  mit  ausschliesslicher  Hülfe  von 
rationalen  Operationeth,  nämlich  von  Addition,  Subtraction,  Multi- 
plication  und  Division  ausgedrückt.  Die  Auflösung  der  Gleichungen 
des  dritten  und  vierten  Crrades,  welche  jetzt  entwickelt  werden 
soll,  wird  ebenfalls  in  einer  Zurückführung  auf  reine  Gleichungen 
bestehen.  Wir  stützen  uns  hierbei  auf  die  Lehre  von  den  reinen 
Gleichungen,  wie  sie  von  §  29  ab  vorgetragen  ist,  und  sehen  die 
n  Wurzeln  jeder  reinen  Gleichung  des  n  ten  Grades  als  Grössen  an, 
die  auf  eine  bekannte  Weise  dargestellt  werden  können. 

Indem  wir  in  (1)  die  Zahl  n  =  3  nehmen,  erhalten  wir  die 
zu  untersuchende  Gleichung  des  dritten  Grades  oder  die  cubische 
Gleichung 

(2)  ?^  + 6,^  +  63  =  0. 

Es  werde  t  gleich  dem  Aggregate  von  zwei  Grössen  gesetzt 

(3)  '  t=p  +  q, 

so  giebt  die  Einführung  dieses  Ausdruckes  in  (2)  die  Gleichung 

(4)  i)«  +  3p«  g  4-  3i> 2*'  +  2«  +  6,  Cp  +  g')  +  63  =  0. 

Da  die  Summe  der  beiden  Glieder  ^p^  q  +  ^pq^  gleich  dem 
Producte  der  Verbindung  ^pq  in  die  Summe/;  -^-q  ist,  so  kann 
man  die  drei  Glieder  32)*g+ 3|?g*-f- 6,  (p  +  g)  zu  dem  Aus- 
drucke 

(5)  (3i>2  +  M(l^  +  2) 
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rereioigen,  and  die  Gleichung  (4)  in  der  Weise  erfttllen,  dass 
rorgeHchrieben  wird,  es  solle  erstens  die  Summe  der  ttbrig 
bleibenden  drei  Glieder  fttr  sich  gleich  Null  sein,  und  es  solle 
zweitem  der  Ausdruck  (5)  zum  Verschwinden  gebracht  werden, 
indem  sein  erster  ;Factor  verschwindet.  Auf  diese  Weise  be- 
kommt man  ftlr  die  beiden  Grössen  p  und  g,  deren  Aggregat 
die  Wurzel  t  giebt,  die  beiden  Gleichungen 

Aus   der   ersten  derselben  folgt  ttir  die  Grössen  p  und  g, 
danH  die  Sumtne  ihrer  dritten  Potenzen  p*  4-  q*  gleich  dem  Werthe 

—  6,,  und  dass  ihr  Product  pq  gleich  dem  Werthe  =  -^   sein 

muss.  Maß  darf  deshalb  von  den  dritten  Potenzen  p^  und  q* 
sagen,  dass  ihre  Summ^  gleich  —b^,  und  dass  ihr  Product  gleich 

b  ft* 

der  dritten  Potenz  des  Werthes ^—  oder    gleich ^^ 

gegeben  sei. 

Nun  ist  im  §46  hervorgehoben,  dass,  wenn  fUr  n  Grössen 
die  Summe,  die  Summe  der  Producte  zu  je  zweien  und  so  fort, 
bis  zu  dem  Producte  der  n  Grössen  gegeben  ist,  vermöge  des 
dortigen  Systems  von  Gleichungen  (4)  diejenige  Function  des 
«ten  Grades  gebildet  werden  kann,  welche,  gleich  Null  gesetzt, 
jene  n  Grössen  zu  ihren  n  Wurzeln  hat.  In  dem  gegenwärtigen 
Falle  kann  demnach  diejenige  Function  des  zweiten  Grades  einer 
Variable  t  gebildet  werden,  welche  gleich  Ntdl  gesetzt,  die  Grössen 
p*  und  q*  zti  ihren  beiden  Wurzeln  JuU. 

Der  Goefficient  von  t  ist  gleich  dem  negativ  gesetzten 
Werthe   der  Summe,   also  gleich  b^,  und  das  von  t  freie  Glied 

gleich  dem  Werthe  des  Products ^*-  zu  nehmen,  so   dass 

die  betreffende  I<\inction  von  t  die  folgende  wird 

(7)  t*  +  Kt-  ^« . 

Die  beiden  Grössen  j?'  und  q*  sind  demnach  als  die  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  bestimmt,  die  verlangt, 
rlmiM  der  vorstehende  Ausdruck  (7)  gleich  Null  werde.  Das 
DburaktorUtlHchc  dieser  üostimmung  liegt  in    dem  Umstände, 
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dass  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung,  zusammen  ge- 
nommen, zwei  völlig  determinirte  Grössen  sind,  dass  aber  kein 
Anhalt  gegeben  ist,  zwischem  denselben  einen  Unterschied  zu 
machen,  und  dass  daher,  wenn  die  eine  Wurzel  r,  und  die  an- 
dere Wurzel  r,  genannt  wird,  die  Voraussetzungen 

(8)  i>'  =  ^i,9'  =  ^, 
und  die  Voraussetzungen 

(8*)  y  =  T„g«  =  T, 

durchaus  gleichberechtigt  sind.    Dasselbe  Sachverhältniss  spricht 

sich  aus,   wenn  man  die  reine  quadratische  Gleichung  einführt, 

von   deren    Auflösung  die    Darstellung  der  Wurzeln  t,  und  t, 

abhängt.    Es  sei  (o  eine  Wurjsel  der  reinen  quadratiselven  Gleichung 

(9)  -'=-27  +-4' 

so  ist  — 0)  die  andere  Wurzel  derselben,  und  die  Grössen  t^ 
und  Tg  haben  die  Ausdrücke 

(10)  - -^  +  w  und ~^2«  —  (o. 

Sobald  unter  lo  eine  bestimmte  von  den  beiden  Wurzeln  der 
reinen  Gleichung  (9)  verstanden,  und  von  den  beiden  Ausdrücken 

(10)  der  erste  t,,  der  zweite  t^  genannt  wird,  so  sind  dieselben 
vollständig  definirt.  Wenn  dagegen  hierauf  unter  (o  diejenige 
Wurzel  der  reinen  Gleichung  (9)  verstanden  wird,  welche  von 
der  früher  ins  Auge  gefassten  verschieden,  und  daher  derselben 
entgegengesetzt  gleich  ist,  und  wenn  zugleich,  wie  vorhin,  der 
erste  Ausdruck  in  (10)  t^  und  der  zweite  t,  genannt  wird,  so 
haben  diese  beiden  Grössen  im  Vergleich  zu  der  früher  ge- 
troffenen   Definition  ihre   Bedeutung  unter  einander  vertauscht. 

Wesentlich  ist  es,  nachdem  für  (o  ein  bestimmter  Werth 
unter  den  beiden  zulässigen  Werthen  gewählt  ist,  diesen  durch 
die  ganze  Untersuchung  fest  zu  halten.  Auf  Grund  dieser  Vor- 
aussetzung liefern  die  Gleichung  (8)  und  (8*)  für  p*  und  q^ 
entweder  die  Bestimmung 

(11)  P'  =  -\'-'^^o,q^=-^^-^w, 

oder  die  Bestimmung 

(11*)  p^  =  -  ^^-  -  io,  g«  =  -  \  +  io. 
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Die  erste  Gleichung  (II)  bildet  jetzt  iUr  die  Grösse  p  selbst 
eine  reine  Gleichmg  des  dritten  Grades 

(12)  (jf)'  =  -  V  -^  ^• 

Nan  haben  nach  §  39  die  reinen  Gleichungen  des  dritten 
Grades  stets  drei  Wurzeln ^  welche  aus  einer  beliebigen  von 
diesen  Wurzeln  erhalten  werden,  indem  man  diesellic  mit  den 
drei  dritten  Wurzeln  der  Einheit  niultiplicirt  Die  drei  dritten 
Wurzeln  der  Einheit  sind  nach  §  35  die  drei  Grössen 

271        ..271  471        .   .     4n 

1,  cos  — ;r-  +  t  Sm  — z— ,  COS  — r-  +  l  SIU 


3   '  3      •    *-'"     3    » 

oder   nach  §  41  Formel  (6)  beziehungsweise  die  drei  Groassen 

Ferner  sind  die  beiden  nicht  reellen  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  nach  §  48  Formel  (6*)  zugleich  die  beiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung 

^*  4-  ^  +  1  =  0. 

Da  die  Zahl  Drei  eine  Primzahl  ist,  so  ist  nach  einer  am 
Ende  des  §  36  gemachten  Bemerkung,  jede  der  beiden  nicht  re- 
ellen dritten  Wurzeln  der  Einheit    zugleich  eine  primitive  dritte 
Wurzel  der  Einheit,  das    heisst,  wenn  eine  der  beiden  nidU  re- 
ellen dritten  Wnrzeln  der  Einheit  mit  q  bezeichnet  wird,  so  sind 

die  drei   dritten  Wurzeln  der  Einheit.    Man  sieht  dies  übrigens 

2  TZ  2  9t 

sofort  ein,  da  bei  der  Annahme  g  =cos  — -  -  +  isin die 

'  3  3 

drei  angeführten  Werthe  ♦ 

-  271      ^      .     .         271  471       ,      .      .         471 

1,  cos  -r—  4-  t  sin  —5-,  cos  -^-  +  t  sin  — r— , 

und  bei  der  Annahme  ^  =  cos  -^ — \-  i  sin    --  -  die  drei  Werthe 

,  471    ...      471  871     ,    .    .      871 

1,  cos  —^  -  +  t  sm  -  "  -,  cos  ^^ — \- 1  sin  -^- 

erhalten  werden,  während 

871       ,      .      .         871  271       ...         271       .    ^ 

cos  -     +  1  sin    g    =  cos  — -  +  %  sm  — -  ist. 
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Wenn  demnach  mit  q>  eine  bestimmte  von  den  drei  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung  (12)  und,  wie  schon  bemerkt,  mit  q  eine 
bestimmte  der  beiden  nicht  reellen  dritten  Wurzeln  der  Einheit 
bezeichnet  wird,  so  entsteht  für  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

(12)  die  Darstellung 

(13)  y,  (pQ,  (pQ\ 

Hiermit  sind  dann  zu  gleicher  Zeit  die  drei  Werthe  der 
Grösse  2>  gefunden,  welche  aus  der  ersten  Gleichung  (11)  ab- 
geleitet werden  können.  Für  die  Grösse  g,  welche  einer  be- 
stimmten Grrjsse  p  zugehört,  hat  man  vermöge  der  zweiten 
Gleichung  in  (6)  die  Vorschrift 

während  zu  der  Determination  von  p^  und  g^  nur  die  Gleichung 

p*q*=  ^  -« 
^   ^  27 

verwendet  worden  war.  Es  crgiebt  sich  also  zu  jedem  von  der 
Null  verschiedenen  Werthe  der  Grösse  p  ein  einziger  zugeord- 
neter Werth  q  durch  die  Gleichung 

und  die  drei  in  (13)  angegebenen  Werthe  der  Gn'mse  p  fllhren 
der  Reihe  nach  respective  zu  den  folgenden  Werthen  der  Grösse 

Qj  bei  denen  g     =  q  ^  q     =zq  gesetzt  ist 

(15)  _-  J:«        -  J^»-  g^  _    A^  g. 

Diese  drei  Werthe  repräsentiren  dann  zugleich  die  drei 
Wurzeln  der  reinen  Gleichung  des  dritten  Grades  in  (11), 
welcher  die  Grösse  q  genligen  muss, 

(16)  ,i,s^-h.^aj. 

Die  Voraussetzung,  dass  kein  der  Grösse  p  beigelegter 
Werth  gleich  Null  sei,  ist  stets  erfüllt,  sobald  die  Grösse  6, 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Es  darf  aber,  ohne 
der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  zu  schaden,  angenommen 
werden,  dass  b^  nicht  gleich  Null  sei;  denn  wofern  b^  gleich 
Null  ist,  wird  die  vorliegende  Gleichung  (2)  zu  einer  reinen 
cubischcn  Gleichung  und  ihre  Auflösung  ist  bekannt. 
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Die  Verbindang  eines  jeden  der  drei  Werthe  von  p  ans 
(13)  mit  dem  zugeordneten  Werthe  von  q  ans  (ir>)  bringt  nun« 
mehr  vermUge  der  Gleichang  ^^p  +  q  ftlr  die  Wuredn  der 
aufetdösenden  Gleichung  (2)  die  Ausdrucke  hervor 


(17) 


Es  bleiben  jetzt  noch  die  Gleichungen  (11*)  in  Rücksicht 
zu  ziehen.  Die  Werthe  von  />,  welche  aus  der  ersten  der  beiden 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  folgen,  sind  die  drei  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung  (16).  Wenn  man  eine  derselben  mit  i/^ 
bezeichnet,  so  werden  nach  dem  schon  benutzten  Satze  alle 
drei  Wurzeln  durch  Multiplication  mit  den  drei  Ei nheits wurzeln 
dargestellt  und  sind  daher 
(18)  V',  M>Q\  V'^. 

Nun  müssen   aber   diese   drei  Wurzeln  mit  den  drei  Aus- 
drücken  (15)   zusammenfallen,    und    zWar    geschieht   dies   der 

Reihe  nach,  wotemV'  =  — g^- genommen  wird.    Da  ausserdem 

ftlr  jeden   Werth   von  p  das  zugehörige  q  durch  die  Gleichung 

pq= — ^-  gefunden   wird,    so   leuchtet  es   ein,   dass   für  die 

drei  Werthe  von  p  in  (18)  der  Reihe  nach  die  zugehörigen 
Werthe  von  q  in  (13)  angegeben  sind.  Es  vertauschen  deshalb 
in  dem  Ausdrucke  c=|>-f  g  der  gesuchten  Wurzeln  die  Grössen 
p  und  q  ihre  Rollen  mit  einander,  und  die  Gleichungen  (11*) 
erzeugen  dieselben  drei  Werthe  c,,  Cj,  L3,  deren  Ausdrücke  in 
(17)  mitgetheilt  sind. 

Mit    Hinzuziehung    der    Bedingung   (f  Hf=  —      *    kann 
man  denselben  femer  die  Gestalt  geben 

Diese  Darstellung  gilt  auch  in  dem  Falle,  dass  />,=^0  ist; 


§  52. 


Auflösung  der  cubiscben  Gleichung. 
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denn  alsdann  mass  entweder  9)'  oder  1/;'  gleich  Nnll  sejn,  und 
wenn  zum  Beispiel  ^^=  0  ist,  so  verschwinden  alle  drei  Werthe, 
die    fllr  xp  genommen  werden   können   und   es  bedarf  keiner 

Auswahl  durch  die  Gleichung  (pip  = ^  • 

Um  aus  den  drei  Grossen  t^,  C«,  C^  drei  Werthe  von  x 
abzuleiten,   welche   die  allgemeine  Function  des  dritten  Grades 


«O   '     '  «0  ^o  «o 

zu  Null  machen,  ist  zu  berücksichtigen,  dass  dieselbe  durch  die 
Substitution 


x^=e  — 


a, 


3  a. 


in  die  Function 


(f{z)  —  e^  +  6,  £r  +  h^ 


'0 


übergeht.    Die  Coefficienten  6j   und   ft,    erhalten  vermöge  der 
Gleichungen  (5)  des  vorigen  §  die  Ausdrücke 


(20) 


«i_  +  ^ 


3a 


2a" 
^        27  aj 


a 


3«; 


u 


und  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  f{^)=0  werden  folgender- 
massen  dargestellt 

a, 


(21) 


^.  =  - 


3  a, 
a, 


+  g>      •{-  tp 


%  62.    Fortsetsniiff. 

Die  Aussage,  mit  der  wir  den  vorigen  §  geschlossen  haben, 
bedarf  noch  einer  Rechtfertigung.  Durch  den  Satz  (3)  des  §  44 
ist  festgestellt,  dass  die  Gleichung  des  dritten  Grades  niemals 
mehr  als  drei  von  einander  verschiedene  Wurzeln  Juxben  kofm. 
Man  muss  sich  also  die  Sicherheit  verschaffen,  dass  die  drei 
gefundenen  Ausdrücke  ^,,  ^„  f,    nicht   blos   der  Form   nach, 

Lipschitz,  Analysifi.  1° 


Idi  Aaflörang  der  cabiscben  Gleichang.  9  ^^* 

sondern  in  der  That  unter  einander  verschieden  sind,  wenn  ans 
dem  erwähnten  Satze  geschlossen  werden  soll,  dass  die  Gleichung 
des  dritten  Grades  durch  diese  drei  Werthe  und  nur  durch 
diese  drei  Werthe  befriedigt  wird. 

Um  zu  untersuchen,  ob  zwei  der  Ausdrücke  {„  ^,,  f,  zu- 
sammenfallen oder  nicht,  bilden  wir  die  drei  Differeneen 

und  nehmen  von  diesen  das  Product.  Sobald  dieses  Product 
von  Null  verschieden  ist,  kann  keine  der  Differenzen  gleich 
Null  und  daher  auch  keine  der  drei  Grössen  ^„  ^„  B^  einer  an- 
deren gleich  werden.    Aus  (21)  des  vorigen  §  folgt 

f  ^«-?s  =  y(^— ^•)  +  ^'(^"-^). 
DieFactoren  von  q>  und  i/'  sind  hxtx  Differenzen  ans  dritten 

Wurzeln  der  Einheit^  und   deshalb  einer  Vereinfachung  fähig. 

Wegen  der  im  vorigen  §  angeltthrten  Gleichung 

^»+^■1-1  =  0 
findet  sich 

l-^«  =  (l-e)(l  +^)  =  -^-(i-^), 
und  daher  auch 

Es  ist  deshalb 

U.-I.  =  (l-^)  (?>-^'V0 

(2)  jl,-?3=(l-^-)(?>-eV) 

Nun  haben  wir,  wenn  in  (4)  des  §  48  die  Zahl  v=3  ge- 
setzt wird,  für  die  Function  x^^  1  die  Zerlegung  in  Factoreu 
des  ersten  Grades 

a:*—  1  =  {x — l)(x — q)  (x  —  q*). 

Ersetzt  man  die  unbestimmte  Variable  x  durch  den  Werth 

-j^  und  multiplicirt   auf  beiden  Seiten  mit  i/^'y  so  entsteht  die 

Relation 

(3)  (p'—^'-^{v—^)((p—9tp){(p-Q'itf). 

Wenn  daher  die  drei  Differenzen  ?,— f„  f,— 1„  f,—?, 
mit  einander  multiplicirt  werden,  so  ergiebt  das  System  (2)  die 
Bestimmung 

(4)(|,-|.)(?,-|.)(|.-?,)=(l-^)(l-^-)(^-^«)(^--V''). 
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Die  drei  ersten  Factoren  der  rechten  Seite  sind  drei  DiflFe- 
renzen  ans  den  verschiedenen  dritten  Wurzeln  der  Einheit,  und 
ihr  Product  hat  einen  nothwendig  von  Null  verschiedenen  Zahlen- 
werth;  in  Folge  der  Gleichung  (9)  des  §  48  ist  (1  —  ^)(1  —  ^')==3, 

femer  wird  q  —  g*  gleich  der  in  i  oder  — i  multiplicirten  1/3^ 

mithin   (1  -  ^)  (1  —  ^»)(^  -  ^•)    gleich  ±3l/3».     Die   linke 
Seite  von  (4)  kann    somit  nur  verschwinden,   sobald  die  Diffe- 
renz (p^ — t/^'  gleich  Null  wird.    In  Folge  der  Gleichungen  (12) 
und  (Iß)  des  vorigen  §  ist  aber 
(5)  g)^  — i//»  =  2w. 

Weil  nun  die  Grösse  w  als  eine  Wurzel    der  dort  mit  (9) 
bezeichneten  reinen  quadratischen  Gleichung 

w«  =  -«-  4-  -^ 
27        4 

definirt  ist,  so  kann  dieselbe  niemals  verschwinden,  wofern 
nicht  die  Verbindung 

(0)  1^  +  Y 

gleich  Null  ist.  Unter  der  Voraussetzung ,  dass  diese  Verbindung 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hcU^  sind  daher  die  drei  ge- 
fundenen Ausdnicke  ^1,  fj,  f,  nothwendig  von  einander  verschieden, 
Damit  die  Verbindung  (6)  gleich  Null  werde,  muss  zwischen 
den  Coefficienten  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  eine  be- 
stimmte Beziehung  eintreten.  Wofern  diese  Beziehung  nicht 
obwaltet,  repräsentiren  die  drei  Ausdrücke  |,,  $,,  §,  die  drei 
von  einander  verschiedenen  Wursteln  der  allgemeinen  cubischen 
Gleichung y  und  führen  nach  dem  Satze  (2)  und  der  Gleichung 
(14)  des  §43  zu  der  Zerlegung  der  betreffenden  Function  des 
dritten  Grades  in  drei  Factoren  des  ersten  Grades 

(7)        X-  +  ""^x*  +  ^'-^  +  I'-  =  (^-fi)  (^-?,)(^-f.). 

«o  Qq  «q 

Die  Gleichungen  zwischen   den   Coefficienten   der  gleich- 
hohen Potenzen  von  x, 


(8) 


na 


^  ~  —  §1  ba  b3> 


«0 
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welche  gelten  müsseii,  sobald  die  Verbindung  (0)  einen  beliebigen 
von  Null  versehiedenen  Werth  hat,  können  aber  ihre  Gültigkeit 
nicht  verlieren,  sobald  diese  Verbindung  den  Werth  Null  annimmt. 
Daher  besteht  die  in  (7)  angegebene  Zerlegung  der  Function 
des  dritten  Grades  und  die  zugehörige  Daratellung  der  drei 
Wurzeln  f^,  f„  f,  für  alle  Fälle. 

Wie  im  vorigen  §  im  voraus  bemerkt  worden  ist,  erfolgt 
die  Auflösung  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung  durch  die 
ZnrttckfUhrung  auf  reine  Gleichungen.  Die  betreifenden  reinen 
cubischen  Gleichungen  werden  aus  den  Coefflcienten  der  ge- 
gebenen cubischen  Gleichung  und  der  Wurzel  einer  reinen 
quadratischen  Gleichung  durch  rationale  Operationen  gebildet, 
und  hierauf  werden  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen 
Gleichung  vermöge  der  Wurzeln  der  reinen  cubischen  Glei- 
chungen und  vermöge  der  Coefficienten  der  gegebenen  cubischen 
Gleichung  rational  dargestellt  Der  bessern  Uebersicht  wegen 
möge  der  ganze  Hergang  noch  einmal  zusammengcfasst  werden. 
Aus  den  Coefficienten  der  Function 

—  f(x)  =  ic'  +  — ^  ir*  -f  ~*  a:  +     ' 
sind  nach  (20)  des  vorigen  §  die  Ausdrücke 

3a;  ^  a, 

»        27al         3a;    "^  a, 
abzuleiten.     Dann   ist   nach  (9)  desselben  §  die  reine  quadra- 
tische Gleichung 

27         4 

aufzustellen,  und  ftir  eine  bestimmte  aber  beliebig  zu  wählende 
Wurzel  (0  derselben  nach  (12)  und  flfi)  desselben  §  die  reine 
cubische  Gleichung 

8  ^3        . 

und  die  reine  cubische  Gleichung 

e/;^  =  —  -^  —  w 

zu  bilden.    Mit  einer  bestimmten   aber  beliebig    zu  wühlenden 


«1 

3ao 

+ 

(PQ 

+ 

ifjQ^ 

Ol 

3ao 

+ 

fpQ' 

'  + 

XpQ. 
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Wurzel  dc^r  einen  von  diesen  beiden  reinen  Gleichungen  hat 
man  hierauf  diejenige  Wurzel  der  anderen  zu  verbinden,  iUr 
welche  die  Gleichung 

erittllt  ist,  und  erhält  mit  Hülfe  einer  nicht  reellen  dritten 
Wurzel  der  Einheit  q  für  die  drei  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  /'(^)  die  Ausdrücke  (21)  des  vorigen  §: 


§  63.    Difonsslon  der  BetohafTenlielt  der  Wnrseln  bei  etner 
onbisohen  Oleiohnng,  deren  Ooettoienten  reell  sliid« 

Es  sollen  jetzt  die  Ausdrücke  der  drei  Wurzeln  der  cu- 
bischen Gleichung  angewendet  werden,  um  bei  einer  Gleichung, 
derefi  Coefficienten  reelle  Grössen  sind,  zu  beurtheilen,  unter 
welchen  Bedingungen  drei  reelle  Wurzdn  oder  eine  reelle  Wured 
und  zwei  cofnplexe  conjugirte  Wurzeln  auftreten.  Denn  nach 
§47  existiren  keine  anderen  Möglichkeiten,  da  mit  einer  nicht 
reellen  Wurzel  z^leich  stets  die  conjugirte  Grösse  als  Wurzel 
vorkommt.  Aus  der  reellen  Beschaffenheit  der  Coefficienten 
bei   der  Gleichung  /'(f)  =  0,  oder,  was  dasselbe   ist,    bei    der 

Function    —  f(x)  folgt  die  gleiche  Eigenschaft  der  Coefficienten 
6g  und  ig  bei  der  zugeordneten  Function  q>  (z).   Ein  Unter- 


u 


schied  zwischen  dem  Reellen  und  Imaginären   macht  sich  erst 
bei  der  Auflösung  der  reinen  quadratischen  Gleichung 


6'  5* 

geltend,  und  zwar  dadurch,   dass  die    Verbindung  -~z-  -f  -j— , 

welche  nach  der  Voraussetzung  einen  reelleti  Werth  hat,  entweder 
positiv  oder  negativ   oder  gleich  Null  sein  kann.    Diese  Unter- 
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Scheidung  lässt  sich  auch  so  ausdrücken,  dass  die  quadratische 
Gleichung,  welche  in  dem  Nullsetzen  des  Ausdruckes  (7)  in 
§  51  besteht,  in  dem  ersten  Falle  zwei  reelle  und  verschie- 
dene, in  dem  zweiten  Falle  zwei  complexe  conjugirte,  und 
in  dem  dritten  Falle  zwei  reelle  einander  gleiche  Wurzeln 
liefert. 

Es   sei  erstens  -^-  +  —^  positiv ,  dann  wird  lo  durch  die 

Ausziehung  einer  Quadratwurzel  aus  einer  positiven  Grösse  er- 
halten, und  hat  zwei  numerisch  gleiche  und  dem  Vorzeichen 
nach  entgegengesetzte  reelle  Werthe ;  bei  der  Fortsetzung  des 
AuflOsungsvertahrens  darf  jeder  von  beiden  genommen  werden. 
Was  nun  die  reinen  cubischen  Gleichungen 

anlangt,  so  weiss  man  durch  §  29,  dass  ans  jeder  positiven  oder 
negativen  reellen  Grösse  eine  und  nur  eine  reelle  dritte  Wurzel 
gezogen  werden  kann,  während  ausser  dieser  nur  zwei  nicht 
reelle  Wurzeln  vorhanden  sind.  Wenn  daher  für  qr  die  reelle 
dritte  Wurzel  des  ersten,  und  tür  ip  die  reelle  dritte  Wurzel 
des  zweiten  Ausdruckes  genommen  wird,  so  liefern  dieselben 
ein    reelles    Product,    und    gentlgen    deshalb    der   Bedingung 

q>ip  = ~,  Bei  dieser  Verfügung  wird  der  für  f,  angegebene 

Ausdruck  ^ 

gleich  einer  reellen  Grösse.  In  den  für  f^  und  ^,  aufgestellten 
Ausdrücken  kann  der  reelle  und  imaginäre  Theil  leicht  ge- 
trennt werden,  indem  man  tür  die  nicht  reelle  dritte  Wurzel 
der  Einheit  q  ihren  Ausdruck  setzt. 

Es   ist  dann   aber  nothwendig,    zwischen  den  beiden  zu- 
lässigen Werthen  von  q  zu  wählen,  und  man  nehme 

271    ...     271  l       iVd 

^  =  cos  -3-  -4-  tsin  -3-=  -  2  +  -  2-' 

mithin 

,  471    ...     471  l       »1/3 

^.=  cos---  +  tsin    -=---     2-. 
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Demgemäss  kommt 

Diese  beiden  Grösssen  sind  complex  und  zn  einander  con- 

jugirt;   der  Factor  von  i  kann   nicht  verschwinden,    weil   aas 

der  Gleichung  (p  =  ip  die  Gleichung  (jp*=  i/;*  folgen  würde,  und 

weil  diese  Gleichung  nicht  eintreten  kann,   ohne  dass  (o  gleich 

b^  b^ 

Null  würde,  was  gegen  die  Annahme  -of-  +  -j-^O  verstösst 

Dir.  gegebene  cubische  Gleichung  hat  daher ^  sobald  die  Verbindut^g 

-l  +     '-  positiv  istj  eine  reelle  und  zwei  complexe  cotyugirte 

Wurzeln, 

Es  sei  zweitens  -  *    -\ — j-  negativ.    In   diesem  Falle  ist 

(0  rein  imaginär,  nämlich  gleich  einer  in  4-  i  oder  in  —  t  multi- 
plicirten  Quadratwurzel  aus  einer  positiven  Grösse,  und  die 
reinen  cubischen  Gleichungen 

enthalten   die   beiden    complexen   und  zu  einander  conjugirten 

Grössen ~  +  lo  und ^ w.     Es    wird    daher   noth- 

wendig,  die  Auflösung  der  reinen  cubischen  Gleichungen  in 
demjenigen  Umfange  anzuwenden,  in  welchem  dieselbe  oben 
entwickelt  worden  ist 

Nach    der  Vorschrift  des   §  33  ist  die  complexe  Grösse 

~-  +  w  in  die  Gestalt  zu  bringen 

—  ^  +  CO  =  P(co8  a>  +  i sin  (P), 

wo  mit  P  der  absolute  Betrag  der  complexen  GrössCj  mit  0  ein 
innerhalb  des  Intervalls  einer  ganzen  Kreisperipilierie  vollständig 
bestimmter  Winkel  bezeichnet  wird.  Hieraus  folgt  itlr  die  con- 
jugirte  complexe  Grösse  die  Gleichung 

^'-  —  w  =  P(cos  (P  —  i  sin  O), 
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Die  reelle  positive  Grösse  P  ist  durch  die  Gleichung 

-?5.  _  ctl«  =  P» 
4 

liestimmt.   Weil  aber  w*  =  -^^  +  -^  ist,  so  kommt 

27  ~^  ' 
und  es  leuchtet  ein,    dass  in  dem  gegenwärtigen  Falle  b^  eine 
fwgative  Grösse   sein  muss.    Um  die  drei  dritten  Wurzeln  aus 

der  Grösse '  +^^  darzustellen,  hat  man  erstens  die  posi- 
tive Cubikwur/el  aus  der  positiven  Grösse  P  zu  bestimmen,  und 
zweitens  die  Theilung  des  Winkels  0  in  drei  gleiche  Theile 
auszutlUhren.    Nun  ist  gegenwärtig  P"  gleich  der  dritten  Potenz 

der  positiven  Grösse ^  ,  folglich  wird  die  positive   Cubik- 

wurzel  aus  der  positiven  Grösse  P  gleich  der  positiven  Quadrat- 
wurzel aus  der  positiven  Grösse  — •    _*—    Die  drei  Wcrthe  der 

Grösse  (p  werden  deshalb  mit  Hülfe  der  nicht  reellen  dritten 
Wurzel  der  Einheit  q  folgendermassen  dargestellt 


V-s'Ht"^*""?)^*- 


In  §  39  ist  gezeigt  worden,  dass  die  wtcn  Wurzeln  einer 
complexen  Grösse  A  +  Bi  zu  den  »tcn  Wurzeln  der  eonju- 
girten  Grösse  A  —  üi  paarweise  coujugirt  sind.  Demzufolge 
hat  die  Grösse  if.f  die  folgenden  drei  Werthe,  welche  den  auf- 
gestellten Werthen  der  Grösse  9)  der  Reihe  nach  conjugirt  sind 

r  -  3  ('^''T"* '•"  3 )'  ^~  H""^  3--*"*°  3 ) p'' 


r-y(co8y-*8in*)e. 


Auf  diese  Weise  wird,  indem  man  den  ersten  Werth  der 
ersten  Reihe  tllr  f/>,  den  ersten  Werth  der  zweiten  Reihe  Itir  1/' 
nimmt,  der  Forderung  Genüge  geleistet,  dass  das  Product  fp  i!*  den 

reellen  Werth ~  haben  soll;    denn  dieser  Werth  fällt  hier 

V 
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mit  der  genieinsamen  Norm  der  complexen  conjugirten  Grössen 
q)  and  ip  zusammen.  Weil  nun  sowohl  die  Grössen  (p  und  ip, 
wie  auch  die  Grössen  (pg  und  ipg^,  wie  auch  die  Grössen  <pQ* 
und  ifjQ  einander  conjugirt  sind,  so  heben  sich  die  imaginären 
Theilc  in  den  drei  Ausdrücken  f,,  f^  ^g,  fort  und  die  drei 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  erweisen  sich  als  reell.  Man 
erkennt  hieraus,   dass  die  gegebene  cuhische  Gleichung^  wofern 

die  Verbindung  ^  +  "T"  '^^gativ  ist,   drei   reelle    Wursteln  hat. 

Für  die  Darstellung  der  drei  Wurzeln  ist  es  zweckmässig,  wieder 
einen  bestimmten  unter  den  beiden  zulässigen  Werthen  der 
dritten  Wurzel  der  Einheit  q  in  die  Rechnung  einzuflihren.    Es 

sei  wie  oben  ^=cos— ^  -f-isin— ^-,  dann  nehmen  die  zu- 
sammengehörigen Wurzeln  der  beiden  reinen  cubischen  Glei- 
chungen diese  Gestalt  an 

\ - Vr«« 3- + ^«"'t)' \-^\ """^[-rr *'"'(  "3-) /' 

l/       «•»/        /<l>  +  4»\,   .   .    /<»+4h\\ 

V-  3  (««« 3 -*«'°  3 )' V -i\ ««H~F-)-»«'°h^  ) } 

wofern  der  Winkel  0  in  dem  Intervall  zwischen  0  und  27r  ge- 
wählt ist,  so  lallt  der  Winkel  (P+27r  in  das  Intervall  zwischen 
2  7rund47r,  der  Winkel  Ö>+47r  in  das  Intervall  zwischen 
4  TT  und  6/r.  Die  drei  Ausdrücke  ^,  $,,  ^3  gehen  somit  in  die 
folgenden  über 

Es  ist   aber  auch  gestattet ,  dem  Winkel  (Z>  ein  anderes 
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eine  ganze  Kreisperipherie  betragendes  Intervall  anzuweisen; 
schreibt  man  zum  Beispiel  vor,  dass  der  Winkel  (D  in  dem 
Intervall  von  2  tt  bis  4  tt  enthalten  sein  soll,  so  tritt  die  Aende- 
rnng  ein,  dass  das  frühere  f,  zu  dem  neuen  S^,  das  frühere 
^,  zu  dem  neuen  ^,  und  das  frühere  §,  zu  dem  neuen  f.  wird. 
Durch  eine  neue  VeriUgung  über  den  Winkel  O  kann  nur  eine 
Vertauschung  der  Ausdrücke  ^,,  ^„  f,  unter  einander  hervor- 
gerufen werden. 

Sowohl  in  dem  Fcdhy  dass  die  Verbindung  07  +  -f-  positiv j 

wie  auch  in  dem  Fcdle^  dass  dieselbe  negativ  istj  müssen  die  drei 
Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichung  unter  einander  vor- 
schieden  sein.  Denn  es  ist  im  vorigen  §  bewiesen  worden,  dass 
ein  Oleichwerden  von  je  zweien  der  Ausdrücke  ^,,  f,,  f,  nur 
dann  eintreten  kann,  wenn  die  betreffende  Verbindung  gleich 
Null  wird.  Weil  aber  aus  dem  am  Schlüsse  des  vorigen  §  an- 
gefahrten Grunde  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in 
allen  Fällen  durch  die  drei  Ausdrücke  f^,  f„  f,  dargestellt 
werden,  so  wird  eine  vollständige  Discussion  der  cubischen 
Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  erhalten,  indem  wir  die  Be- 
schaffenheit der  Ausdrücke  ^^  ^,  f,  noch  fllr  den  Fall  erörtern, 

b*       6* 
in  welchem  die  Verbindung  ^  +  -f-  gleich  NuU  ist 

Unter  dieser  Annahme  hat  die  Grösse  (o  nur  den  einen 
Werth  Nidly  und  ttir  die  Grössen  q^  und  ifj  entstehen  die  mit 
einander  zusammenfallenden  Gleichungen 

r  =  -^/  r  =  -  ^-. 

Es  erhält  demnach  q)  als  einzigen  reellen  Werth  die  reelle 
Gubikwurzel  aus  der  reellen  Grösse  — * ,  welche  vermöge  der 

Gleichung  ^  =  —  -^^  gleich  der  mit  dem  Vorzeichen  der  Grösse 
—  6,  zu  versehenden  Quadratwurzel  aus  der  positiven  Grösse 
— ^  ist,  und  der  zugeordnete  Werth  von  ifß  muss  wegen  der 

Gleichung  (pip= — ^  derselbe  sein. 

Um  diesen  Werth  der  Grössen  tp  und  ip  in  die  Ausdrücke 
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^i>  ^%f  is  einzuführen,  notiren  wir  denselben  dureh  das  gemein- 
same Zeichen  and  erinnern  ans  daran ,  dass  ^  +  ^*  =  — - 1  ist. 
Dann  nehmen  ^^  ^,,  f^  die  Gestalt  an 

Es  findet  sich  somit  das  Resultat,  cUnss,  wenn  die  Verbindung 

b^       6* 

ttI"  + -f-  gleich  Null  isty    die  gegebene  cubische  Gleichung  drei 

redle  Wurzeln  hat^  von  denen  zwei  einander  gleich  sind. 

Die  drei  Fälle,  welche  bei  der  Beurtheilung  der  Realität 
der  drei  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung,  deren  Coefficienten 
reell  sind,  zu  sondern  waren,  unterscheiden  sich  auch  durch  die 
zur  Darstellung  der  Wurzeln  der  Gleichung  erforderlichen  Hülfs- 

Operationen.    In  dem  ersten  Falle,  in  dem^^  +  -^  positiv   ist, 

muss  zuerst  eine  Quadratwurzel  aus  einer  gegebenen  positiven 
Grösse,    dann  eine  Cubikwurzel   aus  einer  gegebenen  positiven 

Grösse  gezogen  werden ;  in  dem  zweiten  Falle,  in  dem  «t"  "^  ^ 

negativ,  muss  zuerst  eine  Quadratwurzel  aus  einer  gegebenen 
positiven  Grösse  gezogen,  dann  ein  gegebener  Winkel  in  drei 
gleiche  Theile  getheilt  werden,   in  dem  dritten  Falle,   in  dem 

-'+ -^  gleich   Null   ist,  genügt  es,   eine  Quadratwurzel  aus 

einer  gegebenen  positiven  Grösse  zu  ziehen. 

§  54.  Ausdrücke  der  Wnrseln  einer  oubleoheii  OletehiiBip 
durch  AnwendiiBip  vca  Wnrs^lieiclieiL    Allgemetne  Dentmiir 

der  WorselselcheiL 

Bei   Gelegenheit    der    Auflösung    der    reinen    Gleichung 

ü)^  =  Ä+  Bi  ist  in  §  39  erwähnt,  dass  die  n  Wurzeln  dieser 
Gleichung  mit  dem  Namen  der  n  ten  Wurzeln  aus  der  complexen 
Grösse  A-^-  Bi  bezeichnet  werden.    Es  ist  aber  an  jener  Stelle 
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nicht  angefahrt,  dass  auch  ttlr  die  Notation  dieser  »ten  Wurzeln 
das  WureeUdchen 

VA  +  Bi 
gebraucht  wird.  In  der  That  liegt  darin  ein  gewisser  Missstand, 
dass  das  Wurzelzeichen  in  einer  doppelten  Weise  zur  Anwendung 
kommt.  Ich  habe  bis  jetzt  d«aö  Wurzelzeichen  nur  in  dem  Sinne 
angewendet,  welcher  in  §  18  und  §20  definirt  ist,  so  dass  für 
einen  reellen  positiven  Werth  G  die  eindeutig  bestimmte  reelle 
positive  Wureel  der  reinen  Gleichung 

10"=  C 

n 

durch  1/^  dargestellt  wird.  Die  zweite  Art  der  Anwendung^ 
von  der  gegenwärtig  zum  ersten  Male  gesprochen  wird,  besteht 

u 

darin,   dass  durch  das  Zeichen  \/A  +  Bi  jede  beliebige  voti  dcfi 

n  Wurzeln  der  reinen  Gleichung  w^^^A+Bi  ausgedrückt  werden 
sott.     Nach   der   ersten   Art  der  Anwendung   wird  durch   das 

n 

Wurzelzeichen  1/  nur  eine  bestimmte  Grösse  repräsentirt,  nach 
der  zweiten  Art  der  Anwendung  wird  durch  das  Wurzelzeichen 
eine  beliebige    unter   n   bestimmten   Grössen  repräsentirt.     Man 

n 

sagt  deshalb,  dass  das  Wurzelzeichen  \/  in  dem  ersten  Falle  ein 
eindeutiges^  in  dem  zweiten  Falle  ein  fnehrdeutiges  und  zwar 
n-detUiges  sei.  Hierbei  muss  aber  festgehalten  werden,  dass  ein 
Zeichen,  insofern  es  in  einer  Rechnung  vorkommt,  jedes  Mal 
immer  nur  eine  Grösse  bedeuten  kann,  und  dass,  wenn  ein 
Zeichen,  das  mehrdeutig  ist,  in  einer  Rechnung  vorkommt,  damit 
vorgeschrieben  wird,  die  Rechnung  mehrere  Male  auszuitihren, 
und  dabei  jenes  Zeichen  nach  einander  durch  die  verschiedenen 
Grössen  zu  ersetzen,  welche  das  Zeichen  vertritt. 

Dieses  Sachverhältniss  richtig  zu  erfassen,  ist  tUr  den  An- 
fänger meistens  schwierig;  die  an  und  ftlr  sich  vorhandene 
Schwierigkeit  wird  aber  bei  der  Anwendung  des  Wurzelzeichens 
durch  die  Möglichkeit  der  Verwechselung  zwischen  den  beiden 
angegebenen  Definitionen  noch  vergrössert.  Eine  solche  Ver- 
wechselung tritt  vorzugsweise  dann  leicht  ein,  wenn  es  sich  um 

eine  reine  Gleichung  to^  =  A  +  Bi  handelt,  in  der  die  Grösse 
A  +  Bi  gleich   einer  reellen  positiven  Grösse  C  ist.    Dasselbe 
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n' 

Zeichen  l/C  hat  alsdann  nach  der  ersten  Definition  nor  eine 
Bedeutung,  nach  der  zweiten  Definition  dagegen  n  verschiedene 
Bedeutungen.    Dieser  Unterschied   läuft  bei  der  Quadratwurzel 

darauf  hinaus,  dass  VV  vermöge  der  ersten  Definition  einen 
bestimmten  postitiven  Werth,  vermöge  der  zweiten  Definition 
entweder  den  erwähnten  positiven  oder  den  gleichen  und  ent- 
gegen gesetzten  Werth  bedeutet. 

Unter  Zugrundelegung  der  zweiten  Definition  des  Wurzel- 
zeichens entstehen  iür  die  beiden  Wurzeln  der  allgemeinen 
quadratischen  Gleichung 


«0 

«*:: 

=  0 

nach  §28  die  Aus 

drücke 

—  _  «« 
2  a, 

^r- 

1. 

•4a.a,  +  aJ 
4aJ 

?, 

_        «1 

2  a. 

.y- 

4a.o»+aJ 
4a; 

Femer  nehmen  die  drei  Wurzeln  der  allgemeinen  cubischen 
Gleichung 

t8  +  «L  w  4.  3- 1^.  fa.  =  0 

«0  «0  öo 


nach  §  52   diese  Gestalt  an ,  indem  lo  mit  1/  -*  +  -f- ,   ferner 


(f  mit  l  — 


y  _ '. ,  y|R. .  mit  f -  \  -  ]/y.  .-f  ^ 


zeichnet  wird  und  q>ilf  = ^  sein  muss, 


s 


1 

»♦1 

3a„ 

+ 

2 



3ao 

+ 

^ 

8 ,        S 

f        2»^  27        4^1        2        ^27^4- 


Für  die  im  vorigen  §  erörterte  Annahme,  dass  die  Coeffi' 
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denten  der  cubischen  Gleichung  reelle  Grössen  sind,  enthält 
der  vorstehend  mit  ^,  bezeichnete  Ausdruck  die  Auflösung 
der  cubisdien  Gleichung  durch  die  Cardanisciie  Regel,  Das 
Quadrat  Wurzelzeichen  und  das  Cnbikwurzelzeichen  sind  hier- 
bei im  reellen  Sinne  zu  interpretiren.  Damit  dann  der  in 
Rede    stehende   Ausdruck    reell    sei,    muss    die    Verbindung 

^  +  -j-  positiv  oder  gleich   Null  sein,    was   dem  ersten  und 

dritten  Falle  des  vorigen  §  entspricht  Der  Fall,  in  dem  die 
genannte  Verbindung  einen  negativen  Werth  hat,  und  der  mit 
dem  zweiten  Falle  des  vorigen  §  zusammen trifll,  schien  anfangs 
der  Cardanischen  Regel  zu  wiederstehen,  und  wurde  deshalb  der 
eamM  irreducibüis  genannt.  Nachdem  eine  vollständigere  Er- 
kenntniss  in  die  Auflösung  der  reinen  Gleichungen  gewonnen 
war,  fügte  sich  auch  dieser  Fall  dem  allgemeinen  Gesetze. 

Zum  Schlüsse  mögen   flir    die    Auflösung  der   cubischen 
Gleichung  zwei  Beispiele  behandelt  werden.    Es  sei  erstens 

/•(a;)=a;'— 6a;»  +  15  a:  — 13 ; 
dann  geht  durch  die  Substitution 

x  —  2  +  e 
die  Function  f(x)  in  die  Function 

y(£r)  =  £r«  +  3£r+  1 

über,  indem  2»,  =  3,  b^=\  wird.     Jetzt  kommt  die  Gleichung 

c.«  =  -^, 

mitbin  ist  w  =  --  1/5,  und  daher 

Die  cubiscbe  Oleichang  /*(!)  =  0  hat  demnach  eine  reelle 
Hud  Kwei  coniplexe  conjagirte  Wurzeln,  und  deren  Werthe  sind 


I 


.  =  2^      l/=i^V    l/=i^ 


l.  =  2  +  ,    |/--1±-^J+,.1/Zll^'^ 


S 


{.=2+»-y-t'^+«»^=i^'^'. 
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Man  habe  zweitens 

f(x)  =  a;»  +  (>a;*  +  9a:  +  3. 
Durch  die  Substitution 

verwandelt  sich  f{x)  in  die  Function 

(p  (jb)  =  ;er»  —  3;er  +  1, 

wobei  ft,  =  —  3,  ä,  =  1  ist.    Es  findet  sich  nun  die  Gleichung 

3 
CO«  =  -  4  , 

so  dass  (0=  9  V^  3  wird.    Deshalb  ist 

Die  cubische  Gleichung /"(!)  =0  hat  demnach  drei  von 
einander  verschiedene  reelle  Wurzeln,  welche  durch  Radikale 
iblgenderma.ssen  dargestellt  werden: 


^'  ^  22^         2  2 

8 8  


3^ 
2 


3 
2 


Um  dieselben  in  reeller  Gestalt  auszudrücken,  bemerken  wir,  dass 

ist,  dass  also  bei  der  in  §  53  gebildeten  Gleichung  — *  +  cu  = 

dl 

P(cosa>+isina>)  die  Grösse  P=l,  der  Winkel  O  gleich  ^ 
wird.    Man  bekommt  daher  die  Bestimmung  -—  =  -r—,  -5-  +-^ 

o  9       3         o 

=  -r- ,  -^  +  -TT  =  — r— ,  und   fttr  die  drei  reellen  Wurzeln  der 
gegebenen  cubischen  Gleichung  die  Darstellung 

^,  =  -2  +  2co8-^ 

^,  =  -2 +  2008-^''- 
I,  =  _  2  +  2  C08  -g-. 
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§  55.    Allgemeine  Anflömmg  der  Oleiehnng  des  vierten  Oradee 

mit  einer  Unbekannten. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Behandlung  der  GM- 
chmg  des  tmrte^i  Grcules  oder  d/ir  hiquadratiscltefi  Gleichung^ 
welche  aus  (IJ  des  §  51  durch  die  Annahme  n=4  hervorgeht 
nämlich 

(1)  i:*H-^?;'+63c+Ä,=o, 

und  setzen  t  gleich  einem  Aggregat  von  drei  Grössen 

(2)  t=p  +  3  +  r. 

Das  Ergebniss  den  Einitlhrnng  dieses  Ausdruckes  in  die 
Gleichung  (1)  lässt  sich  in  einer  dem  vorliegenden  Zwecke  an> 
gemessenen  Weise  ordnen,  wenn  man  iür  die  folgenden  sf^mmr- 
irischen  Verbindungen  der  Grössen  /),  q^  r  und  der  Grössen 
|)',  (/',  r*  besondere  Zeichen  anwendet 

(3)  ^+(^  +  r=.9, 

(4)  p»  +  3^H-r>=w, 

Die  Erhebung  von  i?  +  g  +  r  auf  das  Quadrat  giebt 

C«=|)«+g'+r«  ■\'2pq-\'2pr+2qr, 
das  ist 

c»  =  w, +25,. 

Hieraus  fogt 

C*  =  u\  +4w,5^  +4s*. 
Man  hat  aber 

s\  =p^q^  +i)*  f  *  +  5'  r*  +  2^  gr  ( jf)  4-  3  +  r) , 
oder 

s\  =  u^  +  2s^s,, 
und  deshalb 

C*  =  wJ  +  4W,  5^  +  4W,  +  8SgS,. 

Demnach  verwandelt  sich  die  Gleichung  (l)  in  die  folgende 

(5)  wj  +  4w,5j-f  4w,  +^s^8^  +^4(1/,  4-  25j)+63,9j4-?>^  =  0. 
Dieselbe    kann  in  der  Weise  erfllllt  werden,  dass  erstens 

das  Aggregat  der  Glieder,  welche  in  5^  multiplicirt  sind,  zweitens 
das  Aggregat  der  Glieder,  welche  in  s^  multiplicirt  sind,  und 
drittens  das  Aggregat  der  noch  Übrigen  Glieder  zum  Ver- 
schwinden gebracht  wird.    80  erhält  man  die  drei  Gleichungen 
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(6)      8s^  +  b^  =  0,  4tt, +  26,  =  0,  wj  +  4w, +ft,Wj  +  ft^  =  0, 
durch  welche  sich   die  Verbindangen  Wj,  Wg,  «3  folgendermassen 
bestimmen : 


(7) 


Hierzu  kommt  durch  Qnadriren  der  letzten  Gleichung  die 
Bestimmung 

(8)  t4,=p'q'r'  =  ^^-' 

Vermöge  des  Umstandes,  dass  die  drei  symmetrischen  Ver- 
bindungen Uj,  u^y  w,  der  drei  Grossen  jo*,  g*,  r*  durch  die  Coef- 
ficienten  der  Gleichung  (1)  ausgedrückt  vorliegen,  lässt  sich 
jetzt  nach  dem  auch  für  die  Auflösung  der  cubischcn  Gleichung 
benutzten  Satze  des  §  46  diejenige  Function  des  dritten  Grades 
einer  Variable  u  aufstellen,  die,  gleich  Ntdl  gesetjs:t,  die  Grössen 
i>*,  q*,  r'  als  ihre  drei  Wurzeln  liefert.    Es  ist  dies  die  Function 

^^  2  \16        4/64 

Demnach  hängt  die  Bestimmung  der  drei  Grössen  p',  g*,  r* 
von  der  Auflösung  der  ^zugeordneten  cubischen  Gleichung  ab. 
Durch  das  vorhin  entwickelte  Verfahren  werden  die  drei  Wurzeln 
^/ii  ']2^  1»  dieser  cubiscJien  Gleichung  vermittelst  der  successiven 
Auflösung  von  reinen  Gleichungen  des  zweiteti  und  dritten  Grades 
dargestellt,  und  man  hat  jp'  gleich  der  einen,  g'  gleich  einer 
zweiten,  r*  gleich  der  dritten  Wurzel  zu  nehmen.    Es  sei 

(10)  P^  =  ^ii  ?'='?i,  ^•  =  ^»7 

dann  ist  zu  der  Determination   von  p,  q,  r  selbst  nur  noch  die 

Auflösung  der  reinen  quadratischen  Gleichungen 

(11)  ©?  =  '?„  ©1=1?,,  ©I=';3 

zu  bewirken.  Hierbei  ergeben  sich  für  die  erste  Gleichung  zwei 
Werthe,  die  mit  ©,  und  —  ©^  bezeichnet  werden  können  und 
auf  gleiche  Art  fllr  die  zweite  Gleichung  zwei  Werthe  ©„  und 
—  ©„  itlr  die  dritte  Gleichung  zwei  Werthe  ©3  und  —  ©g.  Weil 
nun   flir   das   Prodnct  jpgr  durch   die  letzte  Gleichung  (7)  der 

LipschlU,  AxuÜTfllt.  14 
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Werth ~  vorgeschrieben  ist,  so  kann  man  von  den  je  zwei 

Werthen,  die  sowohl  fttr  j),  wie  auch  ftlr  q^  wie  auch  fttr  r  zu- 
lässig sind,  bei  der  ersten  Grösse  p  und  bei  der  zweiten  Grösse 
q  eine  beliebige  Wahl  treffen,  erhält  aber  den  Werth  der  dritten 

Grösse  r  durch   die   Gleichung  p  qr=^ ^  ,  wofern   b^  nicht 

o 

gleich  Null  ist  und  in  Folge  dessen  weder  p  noch  q  noch  r 
gleich  Null  sein  kann. 

Von  der  Grösse  ft,  darf  hier  ohne  Verletzung  der  All- 
gemeinheit angenommen  werden,  dass  dieselbe  von  Null  ver- 
schieden sei;  wenn  nämlich  b^=^0  ist,  so  geht  die  Gleichung 
(1)  in  eine  quadratische  Gleichung  fllr  'C*  über,  und  die  Lösung 
folgt  aus  dem  bisher  Mitgetheilten.  JBs  möge  nun  &^  und  ('J^ 
beliebig  gewählt,  und  der  Werth  0^,  dessen  Vorzeichen  verfügbar 
ist,  so  angenommen  sein,  dass  die  drei  Werthe  Ö^,  @„  &^  die 
Bedingung 

(12)  ©,  0^  ©3  =  «  ^ 

erfUllen,  dann  lassen  sich  die  zusammengehörigen  Werthe  von 
jp,  g,  r,  deren  Product  unverändert  den  Werth  6^  0,  ©3  haben 
muss,  nach  dem  so  eben  Gesagten  auf  die  folgenden  vier  Arten 
determiniren 

i)=  +  0„    q=  +  G^,    r=+03 
^    ^  ^l?=-0„    «=  +  0.,.r=-0, 

l^==-0n       <?=-©*,        /•=+03. 

Hierdurch  liefert  die  Gleichung  L=^p  4-  g  +  r  ßr  die  Wurzeln 
der  aufzulösenden  Gleichung  (1)  dk  folgenden  vier  Ausdrücke 

/  L',  =  +  ©^  +  0^  +  ©^ 

K,=  + 0,-0,-0, 

(?.  =  -0/-0.+  0«. 

Man    erkennt   zugleich,    dass,    wofern   die    drei    Wurzeln 

^1)  '7t'  ^8  d^r  aufgestellten  cubischen  Gleichung  auf  irgend  eine 

Art  unter  einander  vertauscht  werden,  was   auf  6  verschiedene 

Arten  möglich  ist,  hieraus  eine  entsprechende  Vertauschung  der 


§  55.  Auflösung  der  biquadraÜBOhen  Gleichung.  211 

drei  Werthe  ©j,  ©,,  ©.  hervorgeht,  dass  bei  jeder  dieser 
Vertauschungen  C^  ungeändert  bleibt,  dagegen  t„  £,,  C^  unter 
sieh  die  Bedeutung  wechseln,  und  dass  deshalb  dieses  Ver- 
fahren keinen  neuen  Ausdruck  einer  Wurzel  zu  den  vier  ge- 
fundenen liinzufUgt. 

Aehnlich  wie  bei  der  cubischen  Gleichung  ist  hier  die  Be- 
merkung hinzuzufügen,  dass  die  Ausdrücke  K^,  t,,  t^,  ^^  auch 
bei  der  Annahme  &,  =0  anwendbar  bleiben.  Durch  diese  An- 
nahme verschwindet  das  Product  ©J  &l  &l  und  deshalb  einer 
seiner  Factoren.  Wenn  etwa  ©J  =0  ist,  so  verschwindet  4-  ©^ 
und  —  ©„  und   es   wird   überflüssig  und   unmöglich  durch  die 

Gleichung  ©,  ©^©3= — -■  zwischen   den   Werthen   +  ©.  und 

—  ©3  eine  Entscheidung  zu  treflfen. 

Die  Werthe  von  x,  welche  die  allgemeine  Function  des  vierten 
Grades 

zum  Verschwinden  bringen,  werden  aus  den  gefundenen  Aus- 
drücken abgeleitet,  nachdem  diese  Function  durch  die  Sub- 
stitution 

x  =  s: — 7—' 

in  die  Function 

1 


Co 


g)(^)  =  jer«  +  6,jEf'  +  b^jg+b. 


transformirt  ist.     Die   Coefficienten  6,,  ftj,  h^  bekommen  nach 
den  Gleichungen  (5)  des  §  50  die  Ausdrücke 


(15) 


a!  a,a„    .    a. 


''>        Sal         2a?    ^  a. 


256  aj  16  a;  4  a;  a^ 


Demnach    haben  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  /'(?)=0 
diese  Ausdrücke 
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4a 


0 


f.=  — :?^-0i  +  0.-0s 


4a, 

welche  sich  ans  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  und 
den  drei  Wurzeln  von  reinen  quadratischen  Gleichungen 
®i>  ®»  ®8  national  zusammensetzen;  die  Grössen  ©;  =  i;j, 
®i  =  9«>  ®s=^»  sißd  dJ®  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung, 
deren  Goefficienten  rationale  Verbinduugen  aus  den  Coef- 
ficienten  der  gegebenen  biquadratischen  Gleichung  /*(f)=0 
sind,  und  lassen  sich  in  der  angegebenen  Weise  darstellen. 

Die  ■  biquadratische  Gleichung  kann  ausser  diesen  vier 
Ansdrticken  keine  andere  Wurzel  haben,  wofern  diese  vier  Aus- 
drücke von  einander  verschieden  sind. 

Damit  dies  festgestellt  werde,  betrachten  wir,  wie  dies  bei 
der  cubischen  Gleichung  geschehen  ist,  das  Product  der  sämtnt- 
lichen  atis  den  Ausdrücken  ^j,  f „  f«»  ^*  ^^  bildenden  Differeneex^ 
^(t  "~  ^ßf  ^^*  denen  der  Zeiger  a  kleiner  ist  cds  der  Zeiger  ß,  so 
dass  von  den  beiden  aus  denselben  Elementen  entstandenen 
Differenzen  £^  —  ^ß  und  f^  —  f^^  immer    nur   die   eine   auftritt. 

Aus  den  Gleichungen  (16)  folgen  die  Gleichungen 

f-^,=  20,  +  2  0„f,-^t^=20,  +  203,^^~f  =20,-K2©, 

(17)  f.-f3=20,-2©„f,-f  =20,-203 

?,-t-20,-20,. 
Daher  erhält  das  in  Rede  stehende  Product  //  (f „  —  ^  J  die 
Darstellung 

(18)  r/(f„-^t^)  =  2*(0J-  0j)(0j-0;)(0j-0j). 

Wir  werden  dadurch  auf  die  merkwürdige  Erscheinung  hin- 
gewiesen, dass  das  betreffende  Differenzcnproduct  gleich  dem 
Product  aus  der  Zahl  2^  in  das  Differenzcnproduct  der  drei 
Wurzeln  0J,  0J,  0J  derjenigen  cubischen  Gleichung  ist,  durch 
deren  Auflösung  die  Darstellung  der  Ausdrücke  ^„  ^„  fg,  |^ 
gewonnen  ist,  und  die  durch  das  Nullsetzen  der  obigen  Func- 
tion (9)  entsteht.     Das   Differenzcnproduct   der  Wurzeln    einer 
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cubischen  Gleichung  ist  aber  nach  der  Formel  (4)  des  §  52 
gleich  dem  Product  des  Zahlenfactors  ±  81^3  i  in  die  Differenz 
g)«  —  I//S  ^QY  beiden  Wurzeln  von  derjenigen  quadratischen 
Gleichung,  von  der  die  Lösung  der  cubischen  Gleichung  ab- 
hängt. Die  Differenz  der  beiden  Wurzeln  der  betreffenden  qua- 
dratischen Gleichung  ist  endlich  gleich  dem  doppelten  Werthe 
der  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen  Verbindung  der  Coef- 
ficienten  dieser  quadratischen  Gleichung.  Also  wird  das  aus 
den  vier  Ausdrücken  ^^,  ^,,  ^,,  §^  gebildete  Differenzenproduct 
//(^„— -^^)  gleich   dem  Product  aus  dem  Zahlenfactor  2*,  dem 

Zahlenfactor  ±3l/3i,  dem  Zahlenfactor  2  und  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  zuletzt  bezeichneten  Verbindung,  die  durch  eine 
Reihenfolge   von   rationalen  Operationen  aus   den  Coefficienten 

der  Function     -f(x)   abzuleiten   ist.    Diese  Verbindung   erhält 

0 

ftir  beliebige  Werthe  dieser  Coefficienten  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth,  und  deshalb  sind  die  gefundenen  Ausdrticke 
^P  ?%j  ^8»  ?*>  sobald  die  genannte  Verbindung  nicht  verschwindet, 
von  einander  verschieden.  Diese  vier  Ausdrücke  repräsentiren 
also,  wofertf  die  in  Rede  stehende  Verbindung  nicht  gleich  Null 
ist,  die  vier  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der  biquctdra- 
tischen  Gleichung  /*(§)  =  0,  und  vermitteln  daher  nach  dem  Satze 
(2)  und  der  Gleichung  (14)  des  §  43  die  Zerlegung  der  Function 

fix)  in  vier  Factor en  des  ersten  Grades 


«0 


(19)  '  X'  +  "*  a;»  +  -^-rr*  +  ^ic  +  - 


«0  ^0  ^0  <*o 


Auch  hier  findet  eine  Bemerkung  ihren  Platz,  die  in  ähnlicher 
Weise  tHr  die  Function  des  dritten  Grades  gemacht  worden  ist 
Aus  (19)  folgen  die  Gleichungen 


(20) 


a 


a 


~a    """^«»/»»y  ^n^ß^Y 


~       "~  bl  §1  §8  »4 
^0 
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unter  derjenigen  Yoraassetzung ,  unter  der  die  Zerlegung  ab- 
geleitet worden  ist,  dass  nämlich  die  charaeterisirte  Verbindung 

der  Coefficienten  der  Function  — f{x\   deren   von    Null    ver- 

schiedener  Werth  die  Verschiedenheit  der  vier  Ausdrucke 
?i»  ?i>  ff»  ^4  55ur  Folge  hat,  nicht  gleich  Null  sei.  Weil  aber 
die  Gleichungen  (20)  auch  dann  gültig  bleiben,  wenn  jene  Ver- 
bindung den  Werth  Null  annimmt,  so  besitzt  die  in  (19)  aus- 
gedrückte Zerlegung  der  Function  — f(x)   und  die   zugehörige 

Darstellung  der  vier  Wurzeln  f^,  f,,  fj,  $^  eine  unbedingte 
Gültigkeit. 

§  56.    Bisoiuision  der  Betohaitaihelt  der  Wurieln  bei  einer 
biqoadratiioheii  Gleiohiinflrf  deren  Ooeflioienten  reell  sind« 

Sobald   die    Coefßcientefi  der  Function  des  vierten  Grades 

f{x)  reelle  Grössen  sind,  so  kann   die  zugeordnete  Gleichung 


«0 


des  vierten  Grades /'(f)  =  0  vermöge  §47  nur  entweder  tn^ 
reelle  Wurzeln^  oder  zwei  reelle  und  ein  Paar  von  complexen 
cof^ugirten  Wurzeln,  oder  zwei  Paare  von  complexen  conjugirten 
Wurzeln  haben.    Die   reelle    Beschaffenheit   der    Coefficienten 

— J{x)  zieht   die   reelle  Beschaffenheit  der    Coefficienten  der 

Function  —  fp(^)^  in  welche  —  f{x)  transformirt  worden  ist,  nach 

sich,  und  die  Oriterien  dafür j  oh  die  Wurzeln  einer  gegebenen 
biquadratischen  Gleichung  mit  reellen  Coefficietiten  in  die  erste, 
zweite  oder  dritte  Kategorie  gehören,  sind  von  der  cuhischen 
Gleichung  zu  entnehmen,  deren  Wurzeln  im  vorigen  §  mit  j^^, 
^s>  ^„  bezeichnet  worden  sind,  und  die  aus  dem  Nullsetzen  der 
Function 

2  \16        4  /  64 

hervorgeht.  Da  die  Grösse  &.  gegenwärtig  reell  angenommen  ist, 
so  kann  das  von  u  freie  Glied  —  — *      niemals  einen   positiven 

64 

Werth  haben,  und  muss,  wenn  wir  in  Uebereinstimmung  mit 
einer  im   vorigen  §  gemachten   Bemerkung  von  jetzt  ab  den 
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Werth    63=0   ansschliessen,  negativ  sein.     Das   Glied  —    -• 

64 

ist  Stets  gleich  dem  negativ  genommenen  Produet  der  drei 
Wurzeln  jy„  iy,,  15^  der  vorliegenden  cubischen  Gleichung.  Wenn 
daher  diese  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  hat,  so  müssen  die- 
selben, um  ein  Produet  von  positivem  Vorzeichen  zu  liefern, 
entweder  alle  drei  positiv  sein ,  oder  zwei  derselben  negativ,  und 
eine  positiv;  wenn  jene  Gleichung  dagegen  eine  reelle  und  zwei 
complexe  conjugirte  TTMr^rfwhat,  so  muss  die  reelle  Wurzel  zu- 
gleich positiv  sein;  denn  das  Produet  der  beiden  complexen 
conjugirten  Wurzeln  ist  gleich  der  gemeinsamen  Norm  derselben 
und  deshalb  stets  positiv,  und  bei  einer  negativen  reellen  Wurzel 
würde  das  Produet  der  drei  Wurzeln  negativ  ausfallen,  was  mit 
der  geltenden  Voraussetzung  im  Widerspruche  steht.  Aus  diesen 
Gründen  hat  die  betreifende  cubische  Gleichung  stets  wenigstens 
eine  reelle  und  positive  Wureel\  nennen  wir  diese  17,,  so  ist  9, 
immer  eine  reelle  Grösse.  Die  gesuchte  Entscheidung  ergiebt 
sich  nun  folgendermassen : 

Wenn  iy,,  j^j,  r^^  sämmtlich  positiv  sind,  so  werden  ©,,  ©„ 
©,  sämmtlich  reell,  und  die  vier  Wurzeln  der  biquadratischen 
Gleichung  1^,  ^,,  ^„  ^^  alle  reell. 

Wenn  t]^  positiv  ist,  dagegen  r}^  und  rj^  negativ  und  von 
einander  verschieden  sind,  so  werden  0,  und  ©^  rein  imaginär 
und  nothwendig  von  einander  verschieden,  folglich  die  vier  Wurzeln 
der  biquadratischen  Gleichung  complex,  und  zwar  wird  nach  der 
eingeführten  Bezeichnung  ^^  mit  ^,  conjugirt,  und  ^^  mit  f^ 
conjugirt. 

Wenn  ly,  positiv  ist,  ly,  und  t}^  negativ  und  einander  gleich 
sind,  so  kommt  ein  Paar  von  complexen  conjugirten,  und  ein  Paar 
von  einander  gleichefi  reellen   Wurzeln. 

Wenn  rj^  positiv  ist,  Vj^  und  r^^^  complex  und  conjugirt  sind, 
so  können  ©^  und  ©^  so  gewählt  werden,  dass  sie  einander  d>en- 
falls  conjugirt  sind,  und  damit  ist  das  Vorzeichen  der  reellen 
Grösse  ©,  bestimmt.  Dann  werden  in  der  eingeführten  Bezeich- 
nung f,  und  ^,  reelle,  dagegen  ^j  und  ^^  complexe  utul  conju- 
girte Grössen,  so  dass  die  biquadratische  Gleichung  zwei  reelle 
und  zwei  complexe  conjugirte  Wurzein  erhalt. 

Ausserdem  erlaubt  die  Gleichung  (18)  des  vorigen  §  die  Fol- 
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gening,  dass  die  Wurzeln  der  biqnadratischen  GleiehuDg  ^^,  ^„ 
^s9  ^4  unter  einander  verschieden  sind  oder  zwei  einander  gleiche 
enthalten,  je  nachdem  die  drei  Wurzeln  der  zugehörigen  cubischcn 
Oleichung  t]^,  rj^,  7;,  unter  einander  verschieden  sind,  oder  zwei 
einander  gleiche  enthalten. 

957.  VerblndmiffMi  dMrWurseln  einer  Olelohnnff  des  iweiten, 
dritten  und  vierten  Oradee,  die  eine  bestimmte  Beslehnng 
m  der  Auflösunff  der  betrefltoden  Olelohong  haben.  Anmahl 
der  Werthe  dieser  Verbindonfl^en  bei  vollständiger  Ver- 
tansohong  der  Wurieln  nnter  einander. 

Nachdem  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  des 
zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  in  der  Weise  entwickelt 
worden  ist,  dass  die  Wurzeln  der  betreffenden  Gleichung  mit 
Htllfe  der  Wurzeln  von  reinen  Gleichungen  dargestellt  sind,  ge- 
währt es  ein  Interesse,  nach  einander  die  Wurzeln  der  Glei- 
chungen des  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  als  gegeben 
zu  betrachten,  und  durch  die  gegebenen  Wurzeln  die  bei  der 
Auflösung  der  zugehörigen  Gleichung  eingeführten  HUlfsgrössen 
*   auszudrücken. 

Die  allgemeine  Auflösung  der  quadrcUischefi  Gleichung  ist 
in  den  Gleichungen  (G)  des  §  28  enthalten 

(1)  <  a 

wo  CO  die  Wurzel  einer  reinen  quadratischen  Gleichung  bedeutet. 
Vermittelst  der  Addition  und  der  Subtraction  dieser  Gleichungen 

werden  -   *     und    w    durch   f  ^    und   ^,    folgendermassen    aus- 

gedrückt 

(2)  «0        ^'      *• 

Die  erste  dieser  Gleichungen  enthält  den  schon  bekannten 
Satz,  dass  die  Summe  der  beiden  Wurzeln^  die  erste  der  in  §  46 
auftretenden  symmetrischen  Verbindungen^   gleich   dem  negativ 
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genommenen  Cocfficienten  — ^-  ist.    Die  zweite  Gleichung  lehrt, 

dass  der  doppelte  Werth  der  Grösse  lo  gleich  ^ex  Differenz  der 
beiden  Wureeln  f,— f,  ist.  Nun  sind  die  gegebenen  Wurzeln 
einer  Gleichung  immer  als  unter  einander  gleichberechtigte 
Grössen  aufzufassen.  Man  darf  daher  in  den  Gleichungen  (1) 
mit  den  Wurzeln  f  ^  und  ^^  die  einzige  Vertauschung  vornehmen, 
deren   zwei   Grössen    fähig  sind,   und  f,  mit  ^,   verwechseln. 

Diese  Verwechselung  äussert  sich  bei  der  Darstellung  von 


«0 


und  io  in  (2)  auf  die  Weise,  dass  die  Summe  ?, +  f,  als  sym- 
metrische Verbindung  ungeändert  bleibt,  dass  dagegen  die  Diffe- 
renz fj— ?,  sich  in  die  Diflferenz  — ?i  +  ?«»  das  heisst  in 
den  mit  der  negativen  Einheit  multiplicirten  früheren  Werth 
verwandelt.  Wenn  bei  einer  aus  einer  gegebenen  Anzahl  von 
Elementen  gebildeten  Verbindung,  die  wir  uns  als  eine  rationale 
ganze  Verbindung  der  Elemente  denken  wollen,  alle  möglichen 
Vertauschungen  der  Elemente  vorgenommen  werden,  und  wenn 
die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen  Werthe,  welche  die 
Verbindung  hierbei  annehmen  kann,  mit  m  bezeichnet  wird,  so 
heisst  diese  Verbindung  ciwe  m-werthige  Verbindung,  Nach 
dieser  Definition  wird  jede  symmetrische  Verbindung  der  Ele- 
mente auch  eine  einwerthige  Verbindung  der  Elemente  genannt. 
Die  Differenz  ^^  —  ^^  ist  aber  eine  zweiwerthige  Verbindung^  bei 
welcher  der  eine  Werth  durch  Multiplication  mit  der  negativen 
Einheit  in  den  anderen  Werth  übergeht.  Durch  diese  zwei* 
werthige  Verbindung  ^^  —  f ,  wird  in  (2)  die  Grösse  2  (o  dar- 
gestellt. 

Das  QuadrcU  der  Verbindung   f ,  —  ^^  kann  nur  einwerthig 
sein,  da  die  positive  wie  die  negative  Einheit,  auf  das  Quadrat 
erhoben,  gleich  der  positiven  Einheit  ist.    Bildet  man  daher  die 
Gleichung 
(3)  4cü>=(^,-g.y, 

so  folgt  aus  derselben,  dass  4  cu*  gleich  einer  einwerthigen  oder 
symmetrischen  Verbindung  der  Grössen  |j  und  $,  sein  muss.  Es 
ist  aber  lo  die  Wurzel  einer  reinen  quadratischen  Gleichung,  und 
zwar  hat  cd*  nach  (7)  des  §  28  die  Bestimmung 
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4  „»  =  Zlif. £._+??. 


a; 


Folglich  ist  die  symmetrische  Verbindung  (^^  —  |,)*  gleich  dem 
vorstehenden  rationalen  ganzen  Ausdrucke  der  Coefficienten  der 
betreffenden  quadratischen  Gleichung 

(4)  (|-f.V=— "'^^^- 

Die  allgemeine  Auflösung  der  cubischen  Gleichung  wird 
durch  die  Gleichungen  (21)  des  §  51  dargestellt,  in  denen  q  eine 
nicht  reelle  dritte  Wurzel  der  Einheit,  g)  eine  dritte  Wurzel 
aus  einer  gewissen  Grössenverbindung,  ip  ebenfalls  eine  dritte 
Wurzel  aus  einer  gewissen   Grössenverbindung  bedeutet,  femer 

tlß  mit  q)  durch  die  Gleichung  qpi^= -*-    verbunden  ist, 

«5 


f. 

«I 

8  a. 

+  <p 

+  «/' 

1. 

^ 

8  a. 

+  <Pf  +tpQ* 

•■ 

a. 

•     . 

(5) 


Sobald  diese  drei  Gleichungen  zu  einander  addirt  werden, 
so  verschwindet  sowohl  der  Factor  von  (p  wie  von  t/'  wegen 
der  Gleichung  ^•  +  ^+l==0.  Wenn  die  erste  mit  1,  die 
zweite  mit  ^',  die  dritte  mit  g  multiplicirt  und  hierauf  die  Ad- 
dition   vorgenommen  wird,    so  wird  der   Factor  von    —    ^'- 

aus  der  angegebenen  Ursache  gleich  Null,  der  Factor  von  i/', 
da  1  +  ^*  +  ^*  =  1  +  ^  +  ^*  ist,  ebenfalls  gleich  Null,  und  der 
Factor  von  (p  gleich  der  Zahl  3.  Wenn  die  erste  Gleichung 
mit  1,  die  zweite  mit  q,  die  dritte  mit  q^  multiplicirt  und  dann 
die  Addition  ausgeführt  wird,  so  verschwinden   der  Factor  von 

—  r— *-  und   von   er,  während   der  Factor  von  w  den  Werth  3 

.erhält.    Man  findet  somit  die  drei  Bestimmungen 

(6)  /        "" 

von  denen  die  erste  die  von  frtther  her  bekannte  Eigenschaft 
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der  symmetrischen  Verbindung  ^,  +  ^,  +  |j  ausspricht.  Wir 
denken  uns  jetzt  die  3  Grössen  ^^^  ^,,  ^^  auf  alle  Arten  unter 
einander  vertauscht,  und  untersuchen  die  Verwandlungen,  welche 
dadurch  bei  der  Verbindung  ^^4-^*^, +  ^^3  hervorgerufen 
werden.  Um  einem  Missverständniss  vorzubeugen,  erinnere  ich 
hierbei  daran,  dass  zwar  für  q  jede  der  beiden  nicht  rellen 
dritten  Wurzeln  der  Einheit  genommen  werden  darf,  dass  aber, 
nachdem  eine  bestimmte  gewählt  ist,  während  des  Ganges  der 
Betrachtung  diese  eine  nothwendig  beibehalten  werden  muss. 

Man  kann  die  sechs  möglichen  Permutationen  von  drei 
Elementen  in  der  folgenden  Weise  hervorbringen.  Es  seien  die 
drei  Elemente  etwa  auf  drei  in  einem  Kreise  liegende  Plätze 
vertheilt,  und  man  nehme  mit  denselben  eine  Permutation  vor, 
bei  der  jedes  Element  an  die  Stelle  des  nächstfolgenden,  das  letzte 
an  die  Stelle  des  ersten  rückt;  eine  solche  Permutation  heisst 
eine  cyclische  Permutatian,  Durch  eine  nochmalige  Wiederho- 
lung dieser  Permutation  wird  eine  neue  Anordnung  erhalten; 
wendet  man  aber  die  Permutation  ein  drittes  Mal  an,  so  kehrt 
die  ursprüngliche  Anordnung  wieder.  Durch  cyclische  PemudO' 
Hon  derselben  Anordnung  von  drei  Elementen  werden  also  drei 
verschiedene  Anordnungen  und  nur  diese  erzeugt.  So  entstehen 
aus  der  Anordnung  |^,  ^,,  |,  nur  die  folgenden 

b»»   b8>   bi 
b«>    bi;  b«* 

Nimmt  man  jetzt  mit  der  ersten  Anordnung  eine  Aende- 
rung  vor,  welche  nicht  diesem  Cyclus  angehört,  wählt  also  zum 
Beispiel  die  Permutation  §^,  ^g,  f„  und  wendet  auf  diese  die 
cyclische  Permutation  an,  so  erhält  man  die  drei  Anordnungen 
eines  zweiten  Cyclus,  welche  von  den  drei  Anordnungen  des 
ersten  Cyclus  verschieden  sind,  und  deshalb  mit  jenen  zusam- 
mengenommen die  0  vorhandenen  Permutationen  erschöpfen. 

Nach  dieser  Methode  mögen  die  drei  Elemente  |^,  ^„  $, 
in  der  Verbindung  ^,  4-  ^*  ^,  +  ^.f,  permutirt  werden.  Durch 
cyclische  Permutation  kommen  die  Ausdrücke 

Is  +  P"   Ix  +  «If 
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Durch  VertauschuDg  der  Elemente  f,  und  f,  und  eine  hierauf 
erfolgende  cyelische  Permutation  ergeben  sich  die  ferneren  Aus- 
drücke 

?i  +  ^*  f.  +  ^f. 

Diese  sechs  Ausdrücke  sind  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden, und  daher  ist  die  Verbindung  ^^  +  q*  ^g+^?8  ^^ 
sechswerthige.  Allein  zwischen  den  drei  Ausdrücken  des  ersten 
Cyclus  findet  ein  merkwürdiger  Zusammenhang  statt,  und  das 
gleiche  gilt  von  den  drei  Ausdrücken  des  zweiten  Cyclus.  Die 
nicht  reellen  dritten  Wurzeln  der  Einheit  haben  vermöge  ihrer 
Definitionsgleichung  ^'=  1  die  Eigenschaft,  dass  in  der  Reihe 
der  Potenzen 

h  Qj  Q*^  Q\  Q*>  ?',  •  • 
das  vierte  Glied   dem  ersten   gleich   ist,   und   dass  von  da  ab 

sich  die  Glieder  regelmässig  wiederholen.    Aus  dieser  Ursache 

können   die   drei  Ausdrücke   des   ersten  Cyclus   so   dargestellt 

werden 

und  die  Ausdrücke  des  zweiten  Cyclus,  wie  folgt, 

^(?,  ^-^^,-*■^"?3)• 
Die  Ausdrücke,  welche  aus  der  Verbindung  ^,  +  ^^,4-^*^, 

durch  cyelische  Vertauschung  der  Elemente  f,,  $,,  $,  hervor- 
gehen, werden  also  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  die  Ver- 
bindung beziehungsweise  mit  den  drei  dritten  Wurzeln  der  Einheit 

multiplicirt.  Durch  die  Vertauschung  der  Elemente  ^,  und  f^ 
geht  die  ursprüngliche  Verbindung  li  +  ^'^8+  ^f^,  die  in  (6) 
den  Werth  3qp  ausdrückt,  in  diejenige  Verbindung  über,  welche 
in  (6)  den  Werth  von  3i/'  darstellt,  und  die  Anwendung  der 
cyclischen  Permutation  auf  diese  letztere  Verbindung  hat  aber- 
mals dieselbe  Wirkung,  wie  eine  Multiplication  mit  den  drei 
dritten  Wurzeln  der  Einheit.    Es   fallen   daher  die  sechs  durch 
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alle  möglichen  Yertaaschungen  der  Elemente  ^^,  ^^,  f^  aus  der 
Verbindung  ^i+^*fa  +  ^fa  abzuleitenden  Ausdrücke  mit  den- 
jenigen Ausdrücken  zusammen,  durch  welche  nach  (6)  respective 
die  sechs  Grössen 

dargestellt  werden.  Jetzt  lässt  sich  der  Schluss  ziehen,  dass 
der  Cubus 

(7)  i^^+Q'^^  +  Q^y. 

bei  allen  möglichen  Vertauschungen  der  Elemente  ^^,  ^^j  ^,  nur 

zwei  von  einander  verschiedene  Werthe  annehmen  kann.  Durch 
eine  cyclische  Permutation  der  Elemente  bleibt  der  Cubus  unge- 
ändert,  da  zu  der  Basis  nur  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  als 
Factor  hinzutritt,  und  jede  dritte  Wurzel  der  Einheit  durch  die 
Erhebung  auf  den  Cubus  zur  positiven  Einheit  wird.  Durch 
die  Vertauschung  von  ^^  mit  ^g  geht  dieser  Cubus  in  den  Cubus 

(8)  (?.  +  /?,  + p*  ^.r 

über,  welcher  bei  einer  cyclischen  Permutation  sich  ebenfalls 
nicht  ändert.    Offenbar  wird  durch  (7)  die  Grösse  27  y*,  durch 

(8)  die  Grösse  27?/;»  ausgedrückt. 

Die  Bestimmung  der  Grössen  (/>'  und  xp*  erfolgt  in  §  51 
durch  die  Auflösung  einer  quadratiscJien  Gleichung,  welche  man 
aufstellen  kann,  weil  bekannt  ist,  dass  die  Summe  </)'  4-  ip' 
gleich  der  Grösse  — ftg,  und  dass  das  Product  cpipj  wie  schon 
in   dem  gegenwärtigen  §  erwähnt   worden,   gleich  der  Grösse 

—    *   sein  muss.    Nun  liefert  das  Aggregat 

eine  Darstellung  der  Summe  27  y«  4-  27  (/;»  =  — 2763,  und  das 
Product 

eine  Darstellung  des  Products  9qpi/^=  —  36,.  Die  Verbindungen 

(9)  und  (10)  der  Elemente  ^,,  ^„  ^g  erweisen  sich  aber  als  ein- 
tverthig  oder  symmetrisch.  Denn  in  (9)  bleibt  bei  einer  cyclischen 
Permutation  jeder  Cubus  ungeändert,  und  geht  bei  einer  nicht 
cyclischen  Permutation  der  eine  Cubus  wechselsweise  in  den 
anderen  über.  In  (10)  bewirkt  eine  cyclische  Permutation,  dass 
zu  jedem  der  beiden  Factoren  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit 
als  Factor  hinzukommt,  jedoch  so,  dass  das  Product  der  beiden 
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dritten  Wnrzeln  der  Einheit  immer  gleich  der  positiven  Einheit 
ist;  eine  nicht  cyclische  Permutation,  wie  die  Permutation  von 
f,  mit  §8,  bewirkt  dagegen  eine  gegenseitige  Verwandlung  des 
einen  Factors  in  den  andern.  Indem  die  Grössen  b^  und  63 
nach  (20)  des  §  51  durch  die  Coefficienten  der  zugehörigen  all- 
gemeinen cubischen  Gleichung  ausgedrückt  werden,  erhalten  die 
symmetrischen  Verbindungen  (9)  und  (10)  die  in  Bezug  auf  die 
Coefficienten  der  Gleichung  rationalen  ganzen  Ausdrücke 

(11)  {^.+e»|.+el.)'+  i^.+ei.+Q'i,y=-^}  +  ^v"- -^~'. 

Wir  betrachten  jetzt  die  allgemeine  Auflösung  der  biqua- 
dratiscJieti  Gleichung.  Die  vier  Wurzeln  fi,  ^j,»  ^s»  ?4  werden 
durch  die  Gleichungen  (16)  des  §  55  ausgedrückt,  nämlich 


(13) 


?, 

= 

4a„ 

+  0. 

+  0. 

+ 

©. 

^. 

= 

— 

«1 
4  a« 

+  0. 

-0. 

— 

f-K 

f. 

=^ 

— 

4  a. 

-ö. 

+  0. 

0. 

Jt 

a. 

—  ö 

—  A 

4- 

f'i 

WO   ©i,  0„  ©3    Quadrat «vurzeln    aus    bestimmten   Grössenver- 

_b, 
8 

genügen.     Um   diese    4   Gleichungen    nach    den    Unbekannten 


bindungen  sind,  welche   der   Bedingung  ©j,  ©„  ©«  =  —     ' 


«0 


-,  ©,,  ©„  ©3    aufzulösen,    multipliciren    wir    dieselben     der 


Reihe  nach  mit  passend  gewählten  Factoren,  und  addiren  sie 
hierauf.    Die  Factoren  sind 

erstens  +  1,  +  1,  -f  1,  +  1, 

zweitens  +  1,  +  1,  —  1,  — - 1, 

drittens  4-  1,  — -  1,  4-1,  —  1, 

viertens •+  1,  —  1,-1,  H-  i. 

Dadurch  entstehen  die  folgenden  Resultate,  von  denen  das 

erste  wieder  bekannt  ist, 
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(14) 


«0 


4©,  =  f,  +|.~f,-f. 

Die  ÄDzabl  der  sämmtlichen  Pennutationen ,  welche  mit 
den  vier  Elementen  f ,,  ^j,  ^j,  f^  gebildet  werden  können,  beträgt 
nach  der  in  §  46  angegebenen  Regel  vier  und  zwanzig.  Die  Ver- 
bindung ^1  +  b8  —  f 8  —  f 4  bleibt  aber  angeändert,  wenn  die 
beiden  ersten  Elemente  verwechselt  werden  und  wenn  die  beiden 
letzten  Elemente  verwechselt  werden;  dadurch  fallen  immer  die 
Wirkungen  von  vier  Permntationen  zusammen  und  diese  Ver- 
hindung  nimmt  nur  sechs  von  einander  verschiedene  Werthe  an. 

Vier  Elemente  lassen  sich  auf  dreierlei  Art  in  zwei  Paare 
abtheilen,  und  bei  jeder  von  diesen  Theilungcn  ist  eine  Vertaa- 
schung  des  einen  Paares  mit  dem  anderen  möglich.  Setzt  man 
fest,  dass  bei  den  Elementen  ^^,  ^3,  ^,,  ^\  die  Elemente  des 
einen  Paares  mit  dem  positfven  Zeichen,  die  Elemente  des  an- 
deren Paares  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen,  nnd  alle  vier 
addirt  werden,  so  entstehen  die  sechs  verschiedenen  Ausdrücke 

in  welche  die  Verbindung  ^^  +  ^^ — f,  —  ^^  überzugehen  im 
Stande  ist.  Jeder  in  der  zweiten  Zeile  befindliche  Ausdruck  wird 
aus  dem  darüber  stehenden  durch  Multiplication  mit  der  nega- 
tiven Einheit  hervorgebracht,  und  nach  Massgabe  der  Oleichan- 
gen  (14)  dienen  die  sechs  vorstehenden  Ausdrücke  beziehungs- 
weise zu  der  Darstellung  der  sechs  Grössen 

4©,,        40„        4@3 
-40„  ~40„  -40.. 
Da  bei  der  Erhebung  auf  das  Quadrat  die  negative  Ein- 
heit zu  der  positiven  Einheit  wird,  so  ist  das  Quadrat 

(15)  (l.  +  l,-|.-|«V 

eine  dreiwerthige  Verbindung  der  Elemente  ^j,  f,,  ^g,  ^^.  Vermöge 

dieser  Verbindung  und  ihrer  unter  einander  differenten  Permn- 
tationen werden  die  Grössen  160^  16  02,  1602  dargestellt. 

Nun  rührt  die  Bestimmung  der  Grössen  0*,  ©J,  Gl  von 
den  Gleichungen  (7)  des  §  55  her ;   denn  dieselben  liefern  die 
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Coeffieienceii  deijenigen  mÜseA^ii  GUickmng^  deren  Wurzeln  die 
^nteen  ^*  =  rj,  ^*  =  r^,  ''*  =  ^»  *ind,  wihrend  andererseits 
^  =  jrj.  €^  =  r,,  öj  =  i^  genommen  ist.  E*  bestehen  dem- 
BdKb  Ar  €r..  6,.  6^,  die  Gleichungen 


ne» 


©1    ©J    ©3    =    ~      O    • 


Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  werden  daroh  die  Elemente 
li-  lif  It*  ?«  folgendermassen  ansgedrfickt 

1       16  ^©r  +  &;  + er =i5.+l.-l,-^\v  +  <^.-?,+ ?.-?.' 

I  ^'M^^i       ^J       ^•*     ^x       ^i       ?3       =>«' 

J  j./t  t    -1.  t    _  t  \i     t  t    _  t    _t  >« 

I  ^^  VM      ^t^^^3       ^*-      >»       -i       ^j      S"»     ' 

Bei  den  hier  erscheinenden  Verbindangen  der  Elemente 
lir  li'  lj>  ?♦  ^riw  abermals  die  Eigenschaft  herror.  e%H9Cfrtkip  zu 
sein.  Die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  ist  die  Snmme  der 
drei  verschiedenen  Werthe  des  ÄHsdrudes  ^ i  +  c^  —  5,  —  ^,  *". 
die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  die  Snmme  aus  den  Pro- 
dueten  ro»  je  zwei  Wertken  des  ÄHsdrucles  {^^  -r  5j  —  5,  —  ^,  »* : 
hier  sind  nur  diejenigen  Permutationen  von  Bedeutung,  durch 
welche  die  Torkommenden  Qmadrate  eine  Aenderung  erfahren, 
und  zwar  wird,  indem  mfoi  fbr  die  Zeiger  1.  2,  3.  4  suecessive 
die  Zeiger  1,  3,  4,  2  und  die  Zeiger  1.  4,  2.  3  einsetzt. 
51  +  1*  —  SS  —  54  >o  >i  -~ ?i  +  sj  —  ?4-  dann  in  5^  —  £,  —  c,  -e  i» 
li~si  +  lj—|«  io  ?»— ^,  — ^,  +  ^,,  dann  in  ?» -r-^,  — ^,  — ^, 
?i  — It  —  Is  +  54  in  51  +  li  —  55  —  54-  ^auu  lu  ?» "  ?,  ■^  5,  —  5, 
Terwandelt,  so  dass  jene  beiden  Summen  ungeändert  bleiben 
mflssen.  Die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  behält  tlir  die 
so  eben  bezeichneten  Permutationen  ihren  Werth,  indem  vou 
den  drei  Factoren  jeder  in  den  nächsttbigenden  und  der  letzte 
in  den  ersten  ttbergeht.  Die  Permutationen  aber,  bei  welchen 
die  auftretenden  Quadrate  ungeändert   bleiben,   üben   auf    das 
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Product  deshalb  keinen  Einfluss,  weil  vermöge  derselben  von 
den  drei  Factoren  immer  zwei  zugleich  in  den  entgegengesetzten 
Werth  übergehen,  während  der  dritte  Factor  sich  nicht  ändert. 
Die  aus  den  Elementen  $„  ^j,  ^g,  ^^  gebildeten  in  Rede  stehen- 
den symmetrischen  Verbindungen  können  als  rationale  ganze 
Ausdrücke  der  Coefficienten  der  betreffenden,  biqnadratischen 
Gleichung  dargestellt  werden,  indem  man  in  die  obigen  Glei- 
chungen (16)  die  aus  (15)  des  §  55  entnommenen  Ausdrücke  von 
'^2>  ^3>  ^4  einfllhrt.  Das  Ergebniss  hievon  sind  die  folgenden 
Gleichungen 


(18) 


2M0J-f©*  +  0J)  = 


3aJ       Sa, 


«5        «o 


2**  (0*0*4-0*  0*4-0*  @M=       A?JL_1?_^»^«  +  V^^i^« 

**o  **o  *'o 

16  aj        64  a, 


+       ,. 


«0  ^0 


2-0    0    0   =-^4--^^^--?^ 
welche  mit  den  obigen  Gleichungen  (14)  vereinigt  werden  müssen. 

§  68.    Darstellbarkelt  der  rationalen  Jansen  ssrnimetrlsohen 
Verbindungen  von  n  Elementen  duroh  n  symmetrlsohe 

ChrundTerblndongen. 

Bei  der  im  vorigen  §  angestellten  Erörterung  der  Auflö- 
sungen von  den  Gleichungen  des  zweiten  bis  vierten  Grades  ist 
die  Beobachtung  gemacht  worden,  dass  die  auftretenden  aus 
den  Wurzeln  einer  Gleichung  gebildeten  symmetrischen  Verbin- 
dungen als  rationale  ganze  Ausdrücke«  von  den  Coefficienten  der 
betreffenden  Gleichung  darstellbar  sind.  Die  Coefficienten  der 
Gleichung  sind  aber,  wie  zuerst  in  §46  hervorgehoben  ist,  mit 
abwechselnden  Vorzeichen  genommen,  gleich  den  symmetrischen 
Grundverbindungen,  nämlich  gleich  der  Summe  der  Wurzeln, 
der  Summe  aus  den  Producten  von  je  zwei  Wurzeln  u.  s.  f.  In 
der  That  haben  wir  es  hier  mit  einem  Satze  zu  thun,  der  sich 
auf  die  symmetrischen  Functionen  von  beliebig  vielen  Elementen 
bezieht  und  der  folgendermassen  ausgesprochen  werden  kann: 

Jede  algebraische  rationale  ganze  symmetrische  Verbindung 
von  n  Elementen  ^,,  ^i, . . .  ^n  *^****  ^-^  ^  rationale  ganzer  Aus- 
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druck  der  n  symmetrischen  Grundverbif^dutigeft,  der  Summe  d^r 
Elemente  2    £  ,  der  Summe  der  Producte  ton  je  ztcei  Elementeft 

^   i»  I  f Ä  n.  8.  f.  bis  eu  dem  Product  dller  Elemente  £  ,f  , .  .  £ 

dargestdlt  werden^  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Wcisr. 

Jede  gegebene  rationale  ganze  symmctrisebe  Verbindung 
o  der  n  Elemente  f,,  f,, .  ..|n  *^^  gleich  einem  Aggregat  einer 
endlieben  Zahl  von  Gliedern  von  der  folgenden  Gestalt 

wo  die  Exponenten  A,  //,  i, . . ,  /',  /<',  >' . .  positive  ganze  Zahlen 
mit  Einscbluss  der  Nnll  sind,  and  M,  M\ .  .  Coefficienten  bedeu- 
ten, die  von  den  Elementen  f,,?», ..1^  ^^^^^  abhängen.  Man 
stellt  sieb  vor,  dass  die  Glieder  des  gegebenen  Aggregats,  welche 
sich  nur  in  Betreflf  der  Coefficienten  unterscheiden,  immer  durch 
Addition  zu  einem  Gliede  vereinigt  sind,  so  dass  Itir  Je  zwei 
Glieder  der  vorliegenden  Darstellung  (Ij  nicht  gleichzeitig  die 
Gleichungen  A  =  X\  fi  =  fi%  y  =  y', . .  bestehen. 

Wir  wollen  nun  ein  Princip  aufstellen,  nach  welchem  die 
einzelnen  Glieder  geordnet  werden  können.  Den  Elementen 
f„  I,, . .  £^  werde  eine  gewisse  Reihenfolge  gegeben,  welche 
durch  die  Reihenfolge  der  Zeiger  1,2, ..n  ausgedrückt  sein 
möge.  Bei  zwei  verschiedenen  Gliedern  werde  dann  /.ucrst  der- 
jenige Exponent  verglichen,  mit  welchem  in  denselben  das  erste 
Element  ^^  behaftet  ist;  wenn  einer  der  beiden  Exponenten 
A  und  A'  grösser  ist,  so  möge  dem  betreffenden  Gliede  eine 
höhere  Ordnung  zukommen.  Wenn  dagegen  A  =  >.'  ist,  so  werde 
der  Exponent  verglichen,  zu  dem  in  den  beiden  Gliedern  das 
zweite  Element  erhoben  *ist;  wofern  einer  von  diesen  beiden 
Exponenten  fi  und  fx'  den  anderen  übertrifft,  so  möge  wieder 
das  betreffende  Glied  das  Glied  der  höheren  Ordnung  genannt 
werden.  Auf  diese  Weise  ist  so  lange  fortzufahren,  bis  man  in 
den  beiden  zu  vergleichenden  Gliedern  auf  zwei  Exponenten  des- 
selben Elements   kommt,   die  einander  nicht  gleich  sind.     Von 

den  beiden  Gliedern  MS  b"  ^[..  und  Jfef  f ,  f "  f'  . .  hcisst  also 
das  erste  das  Glied  der  höheren  Ordnung,  wofern  entweder 
k  >  l\  oder  X  =  l'  und  /£  >  /«',  oder  X  — 1\  it  =  //'  und  v  >  v' 
ist,  u.  s.  f.  Da  nun  fllr  zwei  verschiedene  Glieder  des  vorliegenden 
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Aggregats  nicht  die  sämmtlichen  Gleichungenil =>l',  /u  =/i',  v=i'', . . 
erfüllt  sein  dürfen,  so  gehören  nach  dem  angegebenen  Princip 
alle  verschiedenen  Glieder  des  Aggregats  zu  verschiedenen  Ord- 
nungen. 

Dieses  Princip  ist,  wie  man  sieht,  auf  jeden  rationalen 
ganzen  Ausdruck  gegebener  Elemente  anwendbar,  und  fällt  bei 
einem  Ausdrucke,  der  nur  ein  Element  enthält,  mit  der  Ord- 
nung nach  den  Potenzen  dieses  Elements  zusammen,  welche  ftlr 
die  rationalen  ganzen  Functionen  einer  Variable  in  §  23  einge- 
führt und  seitdem  beibehalten  ist.  Gebraucht  man  das  Princip 
bei  zwei  rationalen  ganzen  Ausdrücken  gegebener  Elemente, 
multiplicirt  diese  Ausdrücke^  mit  einander  und  ordnet  das  Pro- 
duct  nach  demselben  Princip,  so  zeigt  sich  durch  eine  einfache 
IJeberlegung,  dass  die  Glieder  der  höchsten  Ordnung,  die  in 
jedem  der  beiden  Ausdrücke  vorkommen,  mit  einander  multi- 
plicirt, das  Glied  der  höchsten  Ordnung  hervorbringen,  dass  in 
dem  gebildeten  Product  auftritt.  Desgleichen,  wenn  mehrere 
rationale  ganze  Ausdrücke  derselben  Elemente  mit  einander 
multiplicirt  werden,  erzeugen  die  Glieder  der  höchsten  Ordnung, 
die  in  den  einzelnen  rationalen  ganzen  Ausdrücken  vorhanden 
sind,  durch  Multiplication  das  Glied  der  höchsten  Ordnung, 
welches  in  dem  aus  der  Multiplication  der  einzelnen  rationalen 
ganzen  Ausdrücke  entstandenen  Producte  vorkommt. 

Die  Eigenschaft  eines  rationalen  ganzen  Ausdruckes  gege- 
bener Elemente,  in  Bezug  auf  diese  Elemente  symmetrisch  zu 
sein,  zieht  eine  besondere  Beschaffenheit  des  Gliedes  der  höchsten 
Ordnung  nach  sich,  welches  in  dem  Ausdrucke  enthalten  ist. 
Es  sei  in  dem  symmetrischen  Ausdrucke  or  das  Glied  der  höchsten 
Ordnung 

(2)  M^\f^i^...C 

dann  gilt  fllr  die  Exponenten  A,  //,  v, . .  w  das  Gesetz,  dass  jeder 
Exponent  den  folgenden  übertreffen  oder  ihm  wenigstens  gleich 
sein  muss.  Der  Grund  hicvon  ist  leicht  einzusehen.  Da  sich 
der  Ausdruck  a  bei  keiner  möglichen  Vertauschung  der  Elemente 
si>  ^aj-^n  ändern  darf,  so  müssen  in  dem  Aggregate  v«  Gliedern, 
aus  dem  a  besteht,  auch  alle  diejenigen  Glieder  enthalten  sein,  die 
aus  dem  Gliede  der  höchsten  Ordnung  durch  irgend  eine  Ver- 
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taaschung  der  Elemente  entstehen.  Gesetzt  nun,  es  wäre  in  (2) 
der  Exponent  A  kleiner  als  der  Exponent  ^.  Jetzt  umss  in  a 
auch    dasjenige   Glied   yorkommen,   welches   aus   dem   Gliede 

Jlf  f  j  ^  ^l'"^n  durch  Vertauschung  der  beiden  Elemente  ^,  und  ^^ 

hervorgeht.    Dies  ist  das  Glied  3/  |^  ^^  $, . . .  f  „ .  Wofern  aber 

Z    u     V  CO 

il  kleiner  wäre  als  /i,  so  würde  das  Glied  Jf  f ,  ^,  ^, $„  von 

niedrigerer  Ordnung  sein,   als  jenes,  und  das  widerspricht  der 

X    u     V  (o 

bestehenden  Voraussetzung,  dass  M^^  ^^  $s  •  •  •  ^n  ^^  Glied  der 
h(k)hsten  Ordnung  sei.  Darum  ist  die  Annahme,  dass  l  kleiner 
sei  als  /i,  unzulässig.  Ein  ähnlicher  Widerspruch  ergibt  sich, 
wenn  angenommen  wird,  dass  zwar  i-^fi,  dagegen  ^<v  sei. 
Denn   alsdann  wUrde   das   nothwendig  in  a  enthaltene  Glied 

3f  f,  5,  §^  . .  ^,  welches  aus  dem  Gliede  -S/f^  f,  $, . .  ^^  durch 
Vertauschung  der  Elemente  £,  und  |,  entsteht,  von  höherer  Ord- 
nung sein,  als  das  Glied  der  höchsten  Ordnung  MS^  $^  f » •  •  In  • 
Das  Gleiche  gilt  von  jeder  Annahme,  welche  dem  aufgestellten 
Gesetze  zuwider  läuft,  so  dass  dasselbe  vollständig  bewiesen  ist. 
Wenn  man  jetzt  aus  den  Exponenten  l^  /i,  r, . .  m  des  in 
dem  Ausdrucke  a  vorkommenden  Gliedes  der  höchsten  Ordnung 
die  Diflferenzen  bildet,  und  die  Reihe  der  Diflferenzen  mit  dem 
Exponenten  oi  von  ^^  schliesst, 

X  —  li^  /ti  —  y, . . .  w, 
so  mnss  jede  dieser  Zahlen  entweder  positiv  oder  gleich  Null 
sein,  und  man  kann  jenes  Glied  (2)  folgendermassen  darstellen 

Betrachten  wir  die  symmetrischen  Grundverbindun^n 

**a  >« '  •"«,  ;>  ^«  ^;» '  * '  ^1  '  f  •  •  ="»  • 
80  sind  die  Glieder  der  höchsten  Ordnung,  welche  in  demselben 
auftreten,  nach  der  Reihe  die  folgenden 

Wen»  man  daher  den  Coefticienten  J/,  die  zu  der  nicht 
negativen  ganzen  Potenz  des  Grades  il  —  u  erhobene  Verbindung 
3^^,   die  zu   der  nicht   negativen  ganzen   (ii  — rUen   Potenz 
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erhobene  Verbindung  2^  g  ?„  iß,  u.  8.  f.  bis  zu  der  nicht  nega- 
tiven ganzen  wten  Potenz  der  Verbindung  f  i  f > . .  ^n ,  zu  einem 
Produetc  vereinigt, 

(3)     p=jifp„  ?„/"'' (2-„,^i„i/"'..(i.  f.. .§„r, 

so  ist  dasselbe  ein  aus  den  n  symmetrischen  Grundverbindungen 
gebildeter  rationaler  ganzer  Ausdruck,  und  zugleich  eine  sym- 
metrische Verbindung  der  n  Elemente  ^j,. .  ^^,  bei  der  nach 
einer  vorhin  gemachten  Bemerkung  das  Glied  der  höchsten  Ord- 
nung dem  Gliede  der  höchsten  Ordnung,  das  in  a  vorkommt, 
gleich  ist.  Wird  daher  die  Differenz  a — p  genommen,  so  fällt 
in  derselben  jenes  Glied  der  höchsten  Ordnung  fort.  Die  Diffe- 
renz a—p  ist  also  eine  symmetrische  Verbindung  der  n  Ele* 
mente  Ij,  fj, .  .fjj,  in  welcher  nur  Glieder  vorkommen,  deren 
Ordnung  niedriger  ist,  als  die  Ordnung  des  in  a  befindlichen 
Gliedes  der  höchsten  Ordnung. 

Das  Glied  der  höchsten  Ordnung,  welches  in  der  symme- 
trischen Verbindung  a—p  enthalten  ist,  sei 

(4)  M,i:f:i:...c. 

Dasselbe  muss,  wie  aus  dem  eben  Gesagten  folgt,  von  niedri- 
gerer Ordnung  sein  als  das  Glied  der  höchsten  Ordnung  (2)  in 
der  Verbindung  a\  es  muss  femer  in  seinen  Exponenten  das 
Gesetz  befolgen,  welches  wir  fttr  die  Exponenten  eines  Gliedes 
der  höchsten  Ordnung,  das  in  einer  symmetrischen  Verbindung 
vorhanden  ist,  nachgewiesen  haben,  so  dass  von  den  ganzen 
Zahlen 

keine  negativ  ist.    Man  kann  demnach  das  Product  aufstellen 

welches  ein  rationaler  ganzer  Ausdruck  in  Bezug  auf  die  n  sym- 
metrischen Grundverbindungen  und  eine  symmetrische  Verbin- 
dung der  n  Elemente  ist,  die  dasselbe  Glied  der  höchsten  Ord- 
nung hat,  wie  die  Verbindung  a—p.  Vermöge  dessen  enthält 
die  aus  a—p  durch  Subtraction  von  j?j  hervorgehende  symme- 
trische Verbindung  a—p — p,  nur  solche  Glieder,  die  von  nie- 
drigerer Ordnung  sind,  als  das  Glied  (4),  welches  in  der  Ver- 
bindung a—p  die  höchste  Ordnung  vertritt. 
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Dieses  Verfahren  lässt  sieb  fortsetzen,  indem  man  nach 
einander  immer  neue  Producte  aas  den  auftretenden  Coefiicienten 
und  bestimmten  positiven  Potenzen  der  n  symmetriscben  Grund - 
Verbindungen  bildet,  die  i>„  i^,,  . .  genannt  werden  mögen,  und 
dasselbe  erreicht  nothwendig  nach  einer  bestimmten  Zahl  von 
Wiederholungen  sein  Ende.  Denn  das  höchste  Glied  in  der 
Verbindung  p^  ist  von  niedrigerer  Ordnung,  als  das  höchste 
Glied  in  p,  und  überhaupt  folgen  die  Ordnungen  der  höchsten 
Glieder,  welche  in  p,  p^,  i^,,..  vorkommen,  einander  in  abstei- 
gender Reihe.  Die  Anzahl  von  Gliedern,  die  in  einer  symme- 
trischen Verbindung  die  höchste  Ordnung  einnehmen  können, 
und  deren  Ordnung  zugleich  niedriger  ist,  als  die  Ordnung 
eines  bestimmten  Gliedes  dieser  Art,  ist  aber  eine  beschränkte. 
In  einem  Gliede,  welches  in  einer  symmetrischen  Verbindung 
die  höchste  Ordnung  einnehmen  kann,  darf,  wie  wir  gesehen 
haben,  der  Exponent  von  ^^  von  keinem  der  übrigen  Exponenten 
übertrofTen  werden;  damit  ein  solches  Glied  von  niedrigerer 
Ordnung  sei,  als  das  höchste  in  der  Verbindung  a  vorkommende 
Glied  (2),  in  welchem  die  Exponenten  von  f  „  ^j, . .  fn  ebenfalls 
nicht  grösser  sein  dürfen,  al^  der  Exponent  A  von  ^,,  ist  es 
unmöglich,  dass  in  dem  betreffenden  Gliede  irgend  ein  Exponent 
einen  Werth  habe,  der  über  l  liegt.  Weil  daher  in  einem  solchen 
Grade  die  sämmtlichen  Exponenten  ans  der  Reihe  der  ganzen 
Zahlen  0,  1,  2,  . .  A  genommen  sein  müssen,  so  kann  die  Anzahl 
der  Glieder  dieser  Art,  die  in  einer  symmetrischen  Verbindung 
die  höchste  Ordnung  einzunehmen  vermögen  und  von  niedri- 
gerer Ordnung  sind,  als  das  Glied  (2),  nicht  über  eine  feste 
Grenze  hinausgehen.  Die  Verbindung  a  wird  deshalb  durch 
die  aufeinander  folgende  Subtraction  der  Ausdrücke  7),/;,,  p^,.. 
zuletzt  erschöpft,  und  man  gelangt  zu  der  Darstellung 
(6)  a=p+p^  +i>t  +  ••> 

durch  welche   der   erste  Theil   des  aufgestellten  Satzes   erwie- 
sen ist. 

Dem  Beweise  des  zweiten  Theiles,  welcher  die  Behauptung 
enthält,  dass  eitw  Darstellung  der  gegehenen  symnuirischcti  Ver- 
bindung a  als  rationaler  ganser  Ausdruck  der  n  symmetrisclien 
Grundverbindungen  nur  auf  eine  eitmge  Weise  ausgefiihrt  werdefi 
könne,  ist  ein  Httlfssatz  voranzuschicken.    Durch   den  Satz  (3) 
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des  §  43  ist  festgestellt  worden,  dass,  wenn  eine  rationale  ganze 
Function  des  nten  Grades  einer  Variable  x  itlr  mehr  als  n  von 
einander  verschiedene  Werthe  von  x  verschwindet,  die  sämmt- 
liehen  Coefficienten  der  Fanction  gleich  Nnll  sein  müssen.  Dieser 
Satz  lässt  sich  auf  rationale  ganze  Functionen  von  zwei,  drei 
und  beliebig  vielen  Variabein  ausdehnen.  Es  ist  schon  ange- 
deutet worden,  dass  das  in  dem  gegenwärtigen  §  entwickelte 
Princip  brauchbar  ist,  um  die  Glieder  einer  jeden  rationalen 
ganzen  Function  von  beliebig  vielen  Variabein  x,  y,  ^,"  zu 
ordnen.  Eine  solche  Function  fix,  y,  z^ . .)  kann  aber  auch  in 
der  Weise  geordnet  werden,  dass  man  zuerst  nur  auf  eine  Va- 
riable, etwa  die  Variable  x,  Rticksicht  nimmt,  alle  diejenigen 
Glieder  zusammenfasst,  welche  in  dieselbe  Potenz  von  x  multi- 
plicirt  sind,  und  die  betreifenden  Ausdrücke  nach  der  abstei- 
genden Reihenfolge  der  Potenzen  von  x  aneinander  ftigt  So 
ergiebt  sich  die  Darstellung 

f{x,  y,  z,.)  =  A^  X   -i-  A^  05**"*+  . .  +  i4„ , 

in  welcher  die  Ausdrücke  A^^  ^^  . .  ^Iq  rationale  ganze  Functionen 
der  Variablen  y^z, .,  sind,  die  Variable  x  jedoch  nicht  enthalten. 
Jede  einzelne  dieser  Functionen  lässt  sich  in  derselben  Weise 
nach  den  Potenzen  einer  zweiten  Variable,  zum  Beispiel  der 
Variable  ^,  ordnen,  wodurch  die  Darstellungen 

Aq  =  Aq^^  y    -f  A^^^  y         + . .  -H  Aq^ol^ 


A  .  m  -  m  — 1  . 


D,  m 
n 


entstehen,  in  denen  die  Factoren  der  Potenzen  von  y  nur  die 
Variabein  ^, . .  aber  weder  x  noch  y  enthalten.  Und  so  kann 
man  fortfahren,  bis  man  zu  Ausdrücken  gelangt,  die  nach  den 
Potenzen  der  letzten  Variable  geordnet  sind  und  bei  denen  die 
Coefficienten  von  keiner  der  Variabein  x^  y,^y  abhängen.  Da 
die  anzustellende  Betrachtung  durch  die  Vergrösserung  der  An- 
zahl der  Variabein  in  keinem  wesentlichen  Stücke  geändert 
wird,  so  möge  von  jetzt  ab  angenommen  werden,  dass  in  der 
gegebenen  Function  nur  die  beiden  Variabein  x  und  y  vorban- 
den sind;  dann  werden  die  Grössen  ^o,or--^o.m  \  -^n.o»"-^.m 
von  den  Variabein  x  und  y  unabhängig,   und  repiltoentiren  die 


282  Eig^nacbafl  der  rationalen  ganzen  Functionen.  §  58. 

GoefGcienteDi  mit  denen  in  der  gegebenen  Fonetion  f(Xjij)  die 
verschiedenen  Prodacte  der  Potenzen  von  z  nnd  von  y  mnlti- 
plicirt  sind. 

Es  sei  m  die  grosseste  anter  den  Zahlen  m^^^m^...  fn„ , 
welche  den  Grad  der  Functionen  A^,  A^,  .,Aj,  in  Bezug  aaf  die 
Variable  y  aasdrücken.  Wenn  nun  mit  ^,,  ^^  ...fn+i  eine  Reihe 
von  n+  1  verschiedenen  Werthen  der  Variable  x,  und  mit 
^iij  V*i  •  •  •  'ym+i  ®i^®  Reihe  von  m  +  I  verschiedenen  Werthen  der 
Variable  y  bezeichnet,  und  zugleich  vorausgesetzt  wird,  dass 
die  gegebene  Function  fix,  y)  illr  jede  Cofnbination  von  einem 
dieser  Werthe  für  x  und  einem  dieser  WertJ^e  für  y  gleich  Null 
sei,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  sämmtlichen  Goetlicicnten 
A^.^f . .  -4^juo?  •  •  -^n.  o>  •  •  -^11,111  gleich  Null  sein  mtlssen.  I^egt  man 
nämlich  der  Variable  y  einen  bestimmten  der  vorgeschriebenen 
Werthe  i^^,  und  gleichzeitig  der  Variable  ajsuccessive  die  Werthe 
^i>^»-'^n+i  ^^h  sö  w^*"^  die  Function  f(x^y)  nach  der  Voran- 
setzung imtner  gleich  Null.  Dieselbe  lässt  sich  alsdann,  weil  y 
stets  denselben  Werth  ?;,  erhalten  hat,  als  eine  Function  der 
Variable  x  vom  nten  Grade  auffassen,  und  es  mlissen  bei  der- 
selben vermöge  des  erwähnten  Satzes  die  Factoren  der  sämmt- 
liehen  Potenzen  von  x  gleich  Null  sein.  Dies  sind  die  Functio- 
nen -4o, -4^,. . -4n,  in  denen  filr  y  der  besondere  Werth  /^^  sub- 

stituirt  ist.  Dieselbe  Schlussweise  ist  gültig,  wenn  mit  einem 
anderen  bestimmten  der  Werthe  ij„  tj^ . .  ly^^,  ebenso  verfahren 
wird,  wie  mit  dem  Werthe  17,  geschehen  ist.  Daher  müssen  die 
Functionen  -4^,  A^^ . .  -4u  sowohl  hei  der  Substitution  y=fji^  wie 
auch  bei  der  Substitution  der  übrigen  bezeichneten  Werthe  von 
y  verschwinden.  Weil  aber  die  Werthe  rj^^  t^^,.,  i;ni+i  i^ach  der 
Voraussetzung  sämmtlich  unter  einander  verschieden  sind,  und  weil 
ferner  m  gleich  der  grossesten  Zahl  unter  den  Zahlen  m^ym^,,,.m^ 
ist,  die  den  Grad  jener  Functionen  in  Bezug  auf  die  Variable 
y  messen,  so  müssen  nach  dem  so  eben  angewendeten  Satze 
in  jeder  dieser  Functionen  die  sämmtlichen  Coefficienten  ver- 
schwinden, mithin  werden  die  sämmtlichen  CoeiYicienten  der 
Function  f  {x,  y)  gleich  Null,  und  das  war  gerade  behauptet 
worden. 

Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  gegebene  Function  f{x,  y) 
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für  ein  unbestimmtes  x  und  ein  unbestimmtes  y  gleich  Nall  ist, 
auf  beliebige  Art  n  +  1  verschiedene  Wcrthe  des  x  und  m  +  1 
verschiedene  Werthe  des  y  aufgestellt  werden  können,  ftlr  deren 
sämmtliche  Combinationen  fix,y)  gleich  Null  wird.  Auch  hat 
das  Uebertragen  der  Beweisfllhrung  auf  eine  rationale  ganze 
Function  von  drei  und  mehr  Variabein  keine  Schwierigkeit. 
Man  darf  daher  den  Satz  formuliren,  dass,  wenn  eine  rationale 
fjatuse  Fumtion  von  beliebig  vielen  Variabdn  f  {x^  y,  ^, . .)  für 
unbestimmte  Werthe  der  Variabein  verschwindet^  die  sämmtlichen 
Coefßcienten  der  verschiedenen  Producte  aus  den  Potenzen  der 
Variablen  nothwendig  gleich  NuU  sind. 

Um  mit  Benutzung  dieses  Satzes  die  vorhin  aufgestellte 
Behauptung  zu  rechtfertigen,  werde  angenommen,  dass  die  ge- 
gebene symmetrische  Verbindung  o  auf  zwei  verschiedene  Arten 
als  rationaler  ganzer  Ausdruck  der  n  symmetrischen  Grund- 
verbindungen dargestellt  sei.  Der  eine  dieser  Ausdrücke  werde 
Sj  der  andere  s*  genannt.  Jeder  von  beiden  ist  ein  Aggregat 
von  Bestandtheilen,  die  aus  der  Multiplication  von  den  Pro- 
ducten  der  Potenzen  der  n  symmetrischen  Grundverbindungen 
in  unabhängige  Coefficienten  hervorgehen.  Wenn  daher  die 
Differenz  s — s'  gebildet  wird,  so  muss  dieselbe,  da  s  von  s' 
verschieden  sein  soll,  ein  rationaler  ganzer  Ausdruck  der 
n  symmetrischen  Grundverbindungen,  das  heisst  ein  Aggregat 
von  Bestandtheilen  der  bezeichneten  Beschaffenheit  sein,  bei 
dem  nach  vollständiger  Zusammenfassung  aller  gleichartigen 
Bestandthcile  nicht  alle  Coefficienten  verschwinden.  Demnach 
sind  in  dem  Ausdrucke 

(7)       s-s'=m{2jx  (^«.ß^^ßf  ■  ^ii^^.^■kf  +  '■■ 

die  Coefficienten  2K, . . .  als  nicht  verschwindende  Grössen  und 
die  einzelnen  Bestandthcile  als  unter  einander  verschieden  vor- 
auszusetzen. Es  mtisste  nun  die  rechte  Seite  von  (7),  Wenn  die 
getroffene  Annahme  zulässig  wäre,  dass  ttlr  die  symmetrische 
Verbindung  a  die  beiden  verschiedenen  Darstellungen  s  und  S* 
existiren,  die  Eigenschaft  haben  zu  verschwinden,  sobald  die 
angedeuteten  Producte  von  Potenzen  der  symmetrischen  Gmnd- 
verbindungen  ausgeführt  werden,  und  zwar  könnte  dies  in  Folge 
des  soeben  bewiesenen  Hülfssatzes,  da  die  Elemente  ^^ ,  ^s,  • .  ^q 
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Yollkomnien  UDbestimiiit  bleiben,  nicht  anders  geschehen,  als 
indem  nach  vollendeter  Rechnung  die  sämnitlichen  Coefficienten 
der  verschiedenen  Producte  aus  den  Potenzen  der  Elemente 
fi»  ^«»  In  glci^l^  Null  werden.    Sobald  aber  die  einzelnen  Be- 

standtheile  der  rechten  Seite  von  (7)  entwickelt  und  nach  dem 
fttr  die  symmetrischen  Verbindungen  eingelührtcn  Princip  ge- 
ordnet werden,  so  lassen  sich  vermöge  der  angegebenen  Vor- 
schriften die  ans  jedem  Bestandtheil  hervorgehenden  Glieder 
der  höchsten  Ordnung  leicht  bezeichnen.  Der  erste  Bestand- 
theil erzeugt  das  Glied  der  höchsten  Ordnung 

(8)  3)lC^-*'f*'--t 

und  die  übrigen  Bestandtheile  bringen  entsprechend  gebildete 
Glieder  der  höchsten  Ordnung  hervor.  Alle  diese  Glieder  der 
höchsten  Ordnung  müssen  in  Bezug  auf  die  Reihe  der  Expo- 
nenten, zu  denen  die  Elemente  $,,  I,»  •  •  $„  erhoben  sind,  diffe- 

riren.  Denn  sollte  für  ein  anderes  von  diesen  Gliedern  der 
höchsten  Ordnung 

und  fUr  das  zuerst  genannte  Glied  (8)  eine   Uebercinstimmung 

m 

aller  Exponenten  bestehen,  so  wäre  nothwendig  auch 

a=a',  b=b'.  .  .  t=V, 
und  dies  widerspräche  der  Bedingung,  dass  auf  der  rechten 
Seite  von  (7)  nur  noch  verschiedene  Bestandtheile  vorkommen. 
Unter  den  in  Rede  stehenden  von  einander  verschiedenen  Gliedern 
der  höchsten  Ordnung  muss  somit  ein  Glied  eine  Ordnung  haben, 
welche  die  Ordnung  der  übrigen  übertrifft.  Es  sei  dies  etwa  das 
Glied  (8).  Dann  ist  dieses  Glied  erstens  von  höherer  Ordnung  als 
die  sämmtlichen  übrigen  Glieder,  die  aus  der  Entwickelung  des 
zugeordneten  ersten  Bestandtheiles  hervorgehen,  und  zweitens 
von  höherer  Ordnung,  als  die  sämmtlichen  Glieder,  die  aus  der 
Entwickelung  der  sämmtlichen  übrigen  Bestandtheile  entstehen. 
Wenn  daher  nach  Vollendung  aller  Entwickelungen  die  Coef- 
ficienten der  gleichnamigen  Producte  der  Potenzen  von  f , ,  . .  ^j, 

überall  addirt  werden,  so  bleibt  das  Glied  (8)  ftir  sich  allein. 
Damit  5  — «'=0  sei,  müssen,  wie  bemerkt  worden,  die  sämmt- 
lichen  Coefficienten  der    verschiedenen   Producte  aus  den  Po- 
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tenzen  der  Elemente  f ,,  f„  . . .  1^  gleich  Nall  werden,  und  des- 
halb auch  jener  Coefficient  2Sl.  Andererseits  war  vorausgesetzt 
worden,  dass  derselbe  eine  von  Null  verschiedene  Grösse  sei. 
Wir  gelangen  daher  durch  die  getroffene  Annahme,  dass  es  flir 
die  symmetrische  Verbindung  a  zwei  von  einander  verschiedene 
Darstellungen  s  und  $'  geben  könne,  zu  einem  Widerspruch 
und  erkennen  daraus,  dass  diese  Annahme  unstatthaft  und  die 
entgegenstehende  Behauptung  richtig  ist. 

Die  Methode,  welche  vorhin  benutzt  worden  ist,  um  eine 
symmetrische  Verbindung  a  als  rationalen  ganzen  Ausdruck  der 
n  symmetrischen  Grundverbindungen  darzustellen,  gewährt  die 
Einsicht  in  eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  betreffenden 
Ausdruckes.  Die  zur  Anwendung  kommenden  Operationen 
lassen  keinen  Zweifel  darüber,  dass  die  in  dem  geftindenen 
Ausdrucke  auftretenden  Coefficienten,  mit  denen  die  Prodncte 
der  Potenzen  der  n  symmetrischen  Grundverbindungen  mnlti- 
plicirt  sind,  sich  aus  den  in  der  symmetrischen  Verbindung  a 
vorhandenen  Coefficienten,  mit  denen  die  Prodncte  der  Potenzen 
der  n  Elemente  ^,,  ^„ .  .  f^  multiplicirt  sind,  so  zusammen- 
setzen, dass  die  erstem  Coefficienten  entstehen,  indem  die  letztem 
Coefficienten  mit  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  multi- 
plicirt und  dann  addirt  werden.  Da  nun,  wie  soeben  bewiesen 
ist,  die  bezügliche  Darstellung  einer  symmetrischen  Verbindung 
der  gegebenen  Elemente  Ij,  ^„...t^  nur  auf  eine  einzige  Weise 

bewerkstelligt  werden  kann,  so  kommt  die  hervorgehobene  Eigen- 
schaft einer  solchen  Darstellung  an  sich  zu,  auf  welchem  Wege 
diese  Darstellung  auch  gefunden  sein  möge. 

§  69.  Beispiele  m  dem  vori^^en  §.  Dürerenzenprodnot  der 
^•^•beneii  Wnrseln  einer   Oleiehmisr.     Dieeriminante  «Iner 

Oleiohiiiisr. 

Der  abstracto  Charakter  der  im  vorigen  §  gebrauchten 
Schlüsse  macht  es  wünschenswerth,  das  erörterte  Verfahren  zur 
Darstellung  einer  symmetrischen  Verbindung  von  n  Elementen 
durch  die  n  symmetrischen  Grundverbindungen  an  einigen  ein- 
fachen Beispielen  durchzugehen.  Es  sei  die  Zahl  n  der  Ele- 
mente gleich  0weij  und  man  habe  die  symmetrische  Verbindung 

(1)  ^  =  ?J+?r 
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Das  höchste  Glied  ist  hier  das  Glied  ^f;  mithin  muss  derAus- 

drack  gebildet  werden 

(2)  1>=(^. +  ?.)•. 

Hieraus  folgt  die  Differenz 

deren  einziges  Glied  von  niedrigerer  Ordnung,  als  das  Glied  ^f  ist. 
Zugleich  ist  |,  ^,  eine  symmetrische  Grundverbindung  der  Ele- 
mente ^j  und  f,,  mithin 

(3)  '  P^=-^iS^^.^ 

Die  gesuchte  Darstellung  der  symmetrischen   Verbindung 
S  +  ^J  wird  daher  durch  die  Gleichung 

(4)  fJ  +  ?J  =  (f.  +?,V-2(f.fJ 

geliefert  Wenn  man  sich  ^^  und  f,  als  die  Wurzeln  einer 
quadratischen  Gleichung  denkt,  und  die  symmetrischen  Grund- 
verbindungen nach  (4)  des  §  46  durch  die  Coefticienten  der 
Gleichung  ersetzt,  so  kommt  das  Resultat 

^*  ^  ^*  ^  ^«        al  a. 

Es  sei  zweitens  die  Zahl  n  der  Elemente  gleich  dreiy  und 
die  symmetrische  Verbindung  gegeben 

(5)  CT=|?  +f5+^». 

Wegen  des  höchsten  Gliedes  Si  ist  zuerst  der  Ausdruck  auf- 
zustellen 

(6)  l>=ü^  +  l,+  f,V. 

Demnach  wird 

Das  hier  vorhandene  höchste  Glied  —  3fjf|,  lührt  zu  der 
Bildung  des  Ausdruckes 

(7)       jp.=-3  (5,  +  f,  +  ij(,^  ,s + 1.  f,  +  u.y 

Nunmehr  folgt 

es  ist  also 

(8)  />.=3(,^f.,^), 

und  man  erhält  die  Darstellung 

(0)  Si  +  IJ  +  ^l  =  (f I  +  ^,  +  ^3)^ 

-3(f.  +  f,  +  f,)(|,|.+  f,  f,  +  U.)  +  3(f.  1.^3). 

Vermöge  der  Gleichungen  (4)  des  §  46  verwandelt  sich  die- 
dieselbe  in  die  folgende 
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(9*)  r.+il  +  r,  =  --jr  +-^*-—^- 


ai  o;  «0 


Die  beiden  behandelten  Beispiele  gehören  zn  einer  Gattung 
von  symmetrischen  Verbindungen,  die  in  der  Analysis  vielfach 
angewendet  werden,  nämlich  zu  den  Summen  der  gleich  hohen 
Potenjsen  van  n  Elementen.  Eine  allgemeine  Methode,  um  diese 
Verbindungen  durch  die  n  symmetrischen  Grundverbindungen 
auszudrücken,  schliesst  sich  an  gewisse  in  dem  nächsten  Ab* 
schnitt  mitzutheilende  Resultate  genau  an  und  wird  deshalb 
dort  auseinandergesetzt  werden. 

Unter  den  symmetrischen  Verbindungen  von  n  Elementen 
giebt  es  eine,  die  flir  die  Werthe  n=2,  3,  4  bei  der  Auflösung 
der  Gleichungen  von  den  bezüglichen  Graden  hervorgetreten 
ist,  und  die  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  eine 
grosse  Bedeutung  hat.    Man  kann  aus  n  Elementen  ^j,  ^„ . .  ^^ 

in  dem  Sinne  die  sämmtlichen  Differenzen  bildeUi  dass  alle 
Combinationeu  von  je  zwei  verschiedenen  Elementen  ^^  und  §ß  auf- 
gesucht werden,  und  ftlr  jede  solche  Gombination  eine  Differene 
genommen  wird,  und  man  kann  dann  von  diesen  sämmtlichen 
Differenzen  das  Product  aufstellen;  um  aus  den  Elementen 
^^  und  ^ß  eine  bestimmte   Differenz  zu  erhalten,   lässt  sich  die 

Bedingung  festsetzen,    dass   der  Zeiger  a  kleiner  sei  jtls  der 

Zeiger  ß.  Auf  diese  Weise  entsteht  das  Produä  von  -^—r — ^ 
Factorcn 

(10)  (?.-l.)(l.-l.).;.  .(I.   -k) 

(l.-f.) .  • .  (I.   -k) 

welches  fllr  den  Werth  n  =  2  in  die  Differenz  f ^  —  ^.  übergeht, 
ftir  den  Werth  n=3  in  §  52,  und  fär  den  Werth  n  =  4  in 
§  55  betrachtet  worden  ist.  Das  Product  (10)  ist  fähig,  sobald 
die  Elemente  ^„  f,,  •  .  ^  auf  alle  möglichen  Arten  unter  ein- 
ander vertauscht  werden,  sswei  von  einander  durch  das  Vor^ 
zeichen  verschiedene  Werthe  zu  erhalten.  Wenn  man  nämlich 
mit  den  Elementen   eine   beliebig  bestimmte  Permutation  vor- 

nimmt,  so  verwandelt  sich  jede  der   vorhandenen       -^---  -'- 
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DifFereDzen    wieder  in   eine  Differenz   von  zwei  verschiedenen 

Elementen,    und    zwar   müssen    auch  diese  — ^— ^ — —  neuen 

Differenzen  sämmtlich  unter  einander  verschieden  sein.  Ver- 
gleicht man  jede  der  Differenzen  mit  der  aus  den  entsprechen- 
den Elementen  gebildeten  neuen  Differenz  des  Products  (10),  so 
gehört  zu  jeder  neuen  Differenz  eine  und  nur  eine  der  letzteren,  und 
es  kommt  nur  darauf  an,  zu  beurtheilen,  wann  in  den  zusammen- 
gehörigen Differenzen  das  Vorzeichen  einen  Wechsel  erfahren 
hat;   denn  aus  zwei  Elementen  ^^^  und  f^  entsteht  nur  entweder 

die  Differenz  ^„— ^a  oder  die  Differenz  ^^j— ?„  =  —  (?„— ^-5). 

So  oft  eine  neue  Differenz  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  trägt, 
wie  die  in  dem  Product  (10)  vorkommende  zugehörige,  so  oft 
darf  man  sich  den  Werth  des  Products  (10)  mit  der  negativen 
Einheit  multiplicirt  denken;  je  nachdem  die  Anzahl  der  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  gerade  oder  ungerade  ist,  erhält 
daher  das  neue  Product  entweder  den  gleichen  oder  den  ent- 
gegengesetzten. Werth  des  ursprünglichen  Products. 

Es  lassen  sich  aber  aus  n  Elementen  auch  in  dem  Sinne 
die  sämmtlichen  Di^erenzen  nehmen,  dass  von  jedem  Element 
nach  einander  alle  übrigen  abgezogen  werden ;  diese  n{n  —  1 ) 
Differenzen  mit  einander  multiplicirt,  liefern  das  Product 

(11)  (§,-?.)(^,-|s)   .   .   .(^x-§„) 

•  •  •  •  •  • 

Vertauscht  man  hier  die  n  Elemente  auf  alle  möglichen 
Arten,  so  wird  dadurch  der  Werth  offenbar  nicht  geändert.  Das 
Product  (11)  ist  somit  eine  rationale  ganze  symmctriscJie  Ver- 
bindung der  n  Elemente   ?i,  f»,  .  •  .  fn,  nnd  lässt  sich  deshalb 

nach  dem  Satze  des  vorigen  §  auf  eine  und  nur  eine  Weise  als 
rationaler  ganzer  Ausdruck  der  n  symmetrischen  Grundverbin- 
dungen darstellen.  Wenn  daher  für  die  n  Grössen  ^,,  fa, . . .  ^n 
nach  (1)  des  §  46  die  zugehr>rige  Function  des  wten  Grades 
einer  Variable  x  gebildet  wird 


i 
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^  fix)  ={x-^,){x-^,)...{x-^J, 
(12)     /• 

«o  «0  «0  «0 

80  darf  man  die  n  symmetrischen  Grund  Verbindungen  der 
n  Elemente  ^^,  f^«  •  •  •  ^n  rcspective  durch  die  mit  abwechseln- 
den Zeichen  genommenen  Goefficienten  der  Function f{x\ 

nämlich *-,  -•-, . .  (— 1)"-  "    ersetzen,  und  das  Product 

(11)  ti^Vd  gleich  einem  aus  diesen  Coefßcienien  der  Function 
—  f[x)  oder  der  Gleichung  f(^)^=0  zusammengesetzten  roHoncien 
ganzen  Ausdrucke  ^.  Dieser  Ausdruck  ist  von  Gauss  die  Deter- 
minante der  Function  — f(x)  genannt  worden,  und  wird  gegen- 

wärtig  meistens  als  die  Discriminante  der  Gleichung  f(^  =  0 
bezeichnet. 

Das  Product  (10)  steht  zu  dem  Producte  (11)  in  der  Be- 
ziehung, dass  ftlr  je  zwei  verschiedene  Elemente  $„  und  ^g  das 
erstere   die  eine  Differenz  f„  —  ^^  dagegen   das   letztere   das 

Product  der  beiden  Differenzen  (f„—  ^ß)(^ß —  ^«)  enthält.  Wenn 

man  daher  das  Product  ( 10)  mit  einem  anderen  Producte  mnlti- 
plicirt,  das  aus  (10)  durch  die  Umkehrung  der  Vorzeichen  in 
allen  Differenzen  entstanden  ist,  so  wird  das  hervorgehende 
Resultat  gleich  dem  Product  (11).    Weil  nun  das  Product  (10) 

aus   — ^— jr — --   Factoren  besteht,  so  bewirkt  die  Umkehrung 

der  Vorzeichen  in  allen  Differenzen  dasselbe,  wie  eine-^-^ — ^™*^ 

wiederholte  Multiplication  des  Products  (10)  mit  der  negativen 
Einheit.    Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  der  Satz,  dass  das  in  die 

—^^ — —te  Potenz  der  negativen  Einheit  multiplicirte  Quadrat 

der  aus  den  Elementen  |p  f,, . .  f^  gebildeten  zweiwerthigen  Ver* 
bindung  ( 1 0)  gleich  der  aus  denselben  Elementen  bestehenden  symmetri' 

sehen  Verbindung  {U)  ist.  Die  Zahl  ^^^7"^^  erhält  ftr  die  Werthe 
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n=2,  3, 4,  5, . .  respective  die  Werthe  1,  3,  6,  10, . . ,  von  denen 
abwechselnd  je   zwei   ungerade   und  dann  je  zwei  gerade  aus- 

P(n-l) 
2 

fallen;  die  Potenz  ( — 1)  bekommt    demgemilss   die   corre- 

gpondirenden  Werthe  —1,  — 1,  +1,  +  1,  ....  Es  ist  deshalb 
insbesondere 

(11*)  ^  n=3,®=-(f,~f,V(^,-fJ««,-?3r 

Auf  Grund  der  so  eben  nachgewiesenen  Eigenschaft  des 
Products  (10)  erklärt  sich  die  Beobachtung,  dass  dasselbe  flir 
die  speciellen  Werthe  n  =  2,  3,  4  bei  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen von  den  correspondirenden  Graden  eine  Darstellung 
als  die  Quadratwurzel  aus  einem  rationalen  ganzen  Ausdrucke 
der  Coefficienten  der  zugehürigen  Gleichung  gefunden  hat.  Diese 
Bestimmungen  führen,  indem  das  Quadrat  des  Productes  (10) 
gebildet  wird,  gleichzeitig  dazu,  fllr  die  Gleichungen  der  ent- 
sprechenden Grade  die  Discriminante  2)  selbst  darzustellen. 

Für  zwei  Elemente  ^,  und  ^,  ist  in  §  57  Formel  (4)  die 
symmetrische  Verbindung  (f^ — f,y  durch  die  Coeflicicnten  der 
zugehörigen  quadratischen  Gleichung  f(^)  =  0  dargestellt  worden. 
Es  findet  sich  daher  vermöge  der  Definitionsgleichung  in  (11*) 
S)  =  — (f,  —  ^^y  der  Ausdruck  der  Discriminante  der  allgemeinen 
Oldchung  des  etoeUen  Grades 

(13)  S)  =   ^^o^»~^i    . 


«0 


Man  sieht  jetzt,  wie  tief  die  Discriminante  ^  in  die  Theorie 
der  quadratischen  Gleichung  eingreift.  Auf  einem  Standpunkte, 
ftlr  den  die  Rechnung  mit  complexen  Grössen  noch  nicht  existirt, 
und  von  dem  aus  der  §  24  verfasst  ist,  entscheidet  die  Discrimi- 
nante S)  durch  ihr  Vorzeichen  zwischen  den  quadratischen  Glei- 
chungeu;  die  befriedigt  werden  können,  und  denjenigen,  die 
nicht  befriedigt  werden  können,  oder,  was  daraus  folgt,  zwischen 
den  Functionen  zweiten  Grades,  die  in  zwei  unbestimmte  Fac- 
toren  des  ersten  Grades  zerlegbar,  und  denen,  die  es  nicht 
sind.  Nach  der  Einführung  der  Rechnung  mit  complexen  Grössen 
gibt  die  Discriminante  S)  bei  einer  quadratischen  Gleichung, 
deren  Coefficienten  reell  sind,  das  Criterium  für  die  BeschafTenheit 
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der  beiden  Wurzeln,  so  dass  dnrch  einen  positiven  Werth  von 
D  gtod  complcxe  conjugirte  Wurzeln,  durch  einen  negcUiven  Werth 
von  3)  zwei  verschiedene  reelle  Wurzeln,  und  durch  den  Werth 
Null  von  3)  zwei  einander  gleiche  redle  Wurzeln  angezeigt 
werden. 

Das  Produet  (10),  bezogen  auf  die  Voraussetzung  n  =  3 
und  die  drei  Wurzeln  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung, 
wird  vermöge  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  des  §  52  gleich  dem 
Produet  aus  dem  Differenzenproduct  der  dritten  Wurzeln  der 
Einheit  (1  — ■  ^)(1  — ^')(^  — ^*)  in  den  doppelten  Werth  der 
Grösse  to,  welche  gleich  einer  Quadratwurzel  aus  dem  Ausdruck 

-^  +  ~-  ist    Das  Differenzenproduct  (1  —  ^)  (1  —  q*)(q  —  q*) 

hat,  wie  dort  bemerkt,  den  Werth  ±  3  V^3  i.  Hieraus  ergiebt 
sich  wegen  der  Definitionsgleichung  in  (11*) 

3) = -  (f ,  -  S.Y  (f ,  -  ^.)'  (s^  -  ^s)' 
illr  die  Discriminante  3)  der  allgemeinen  cubiscJien  GleicJmng  die 
Darstellung 

(14)  3)=46J  4-  27 Ij. 

Durch  die  Gleichungen  (20)  des  §  51  können  R,  und  63  in  den 
Cocfficienten  der  betreffenden  cubischen  Gleichung  ausgedrückt 
werden,  und  man  erhält 

(14*)  27®=4(-  -«i-  4-  -?  «-y  4-  (-?-f  -  — ^-^^-?»-  +  ^^^  V, 

\       <  a„    /       \    al  al  a^    J  ' 

mithin  nach  ausgeflihrter  Rechnung 

(14**)     3)=—  -^'^«-  4-  —-5-?^  4-  —^ ISo^a, «,  ^  27aJ 

«1  «1  öj  aj  öj 

Der  §  53  hat  gelehrt,  dass  bei  einer  cubischen  Gleichung, 

deren  Cocfficienten  reell  sind,   die  Natur   der  Wurzeln  wieder 

aus  der  Beschaffenheit  der  Discriminante  3)  allein  erkannt  werden 

kann ;    ein  positiver    Werth  von  3)  bedingt  eine  reelle  und  zwei 

cofnplexe   conjugirte   Wurzeln,    ein   negativer    Werth  von  3)  drei 

unter  einander  verschiedene  reelle  Wurzeln,  ein  verschunndetider 

Werth   von   3)   drei  reelle    Wurzeln,  vofi  denen  zwei  einander 

gleieh  sind. 

Ein  Ausdruck   des   Products  (10)   ftlr  die  Voraussetzung, 

dass  n=4  sei   und  dass   |„  |j,  |„,  ^^  die.  vier   Wurzeln  der 

allgemeinen  biquadratischen  Gleichung  seien,  findet  sich  in  der 

Lii>Mliitx,  Analyiite.  10 
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Oloirlmiig  (18)  des  §  55  als  Product  der  Zahl  2«  iu  das  Piflfe- 
ronzoiiproduct  von  den  Wurzeln  derjenigen  cubisolien  Gleichung, 
auf  deren  L<isung  die  Lösung  der  l)iqnadratischen  Gleichung 
Kurtlckgefllhrt  worden  ist,  und  die  durch  das  Nullsetzen  der 
Function  (0)  des  angetUhrten  § 

"  -^  ^''"^(l6~4r-6i 
erhalten  wird.  Wenn  man  daher  die  Discriuiinaute  dieser 
cubischen  Gleichung  mit  2",  bezeichnet,  so  folgt  t'lir  die  Di.^ni- 
mihtvite  '^  th^r  in  licdv  sfchrntlrn  aUtirmnum  hitjNadrafi^rhtv 
(ilrirhunth  welche  nach  ihrer  Definition  in  tll*'»  dem  Quatlnifr 
des  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (\S)  des  $  r)5  auf- 
tn^tenden  PitTerenzenproducts  gleich  ist.  während  die  Discri- 
minante  X",  dem  Mttjatir  ffr^oMMcnen  Quatlnitr  des  aut'  itcr 
riH'hten  Seite  derselben  Gleichung  befindlichen  Difterenzen- 
prtHluctes  gleich  ist.  die  Darstellung 

ii:>^  T  =  -:2''r,. 

l>ie  CiH^tlicionten  der  lH>zeichneton  cul>isohon  (ilcirhium 
werden  durch  die  iWt^cieuteu  der  gx^golKMion  liii)u:uli:itisilii'n 
Gleichung  miuelsi  der  Gleichungen 

4   ~  2M    i:     "r       ^        :*        "*^         -  r      I 

aus«\lr«ckt,  wie  dies  s^i^ceu  das  Kndo  Jos  ?i  ''  zur  AMoiinn:: 
der  doriiceu  Gloichur^vn  l>'  cx^schohou  isr,  ui.ii  Siotcr.  tl:;-::;:!  li 
die  MöiTlichkoir.  die  Disorimiuanco  ?,  in  licu  i\vinoi^r.:iT:  u«.t 
biquadninscheu  Oloivliuns:  dar.'usioUon. 

IVi  der  iu  S  >- unj;vstoll:o:i  uua  s."»  c-vr.  ■•■::' '::;t.  1'::^:- 
<uchur^  ^:05  a".<  Jui:  drei  Wurrclr.  ilcr  :iy.:v:v.;-r.c-.:  .-.:'  >■  hi:a 
iUeioV/::r^iXbi\it:cr  Diflorv^:c^p^^^.:^:!^•i^-  i,  c  -  i  i,  — i.  i 
>iud  wir  «r.t*  d.^s  aus  vier  drxi  ilri::c"  W;.r:c;::    u ;  Fi:"::::  j:- 

dc^i^a  Wcr:h  gleich  t  >1  J^  •  gvrn-ici:  wtir.  H- :::a.:  ::^:  lio 
DiscriraiuBU'  ?  der  rviuen  Gleiobuc-:  vlv>  iri-cr.  lir.i.ios 
v'       1  =  0    den    WertL     -,;    -^.  •    :_    ,^      .^^^        =  - 


I.. 

,0 
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Man  kann  aber  aach  den  Werth  der  Discriminante  3)  der  reinen 
Gleichung  des  nten  Grades 

ce>"  — 1  =  0 

allgemein   bestimmen.    Wenn   die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser 

Glciehnng  durch  die  Potenzen  einer  primitiven  nten  Wurzel  der 

Einheit  ausgedrückt  werden,  welche  wie  in  §  48  die  Wurzel 

2n     ,    .   .     2n 

£0  =cos h  %  sm 

'  n  n 

sein  möge,  so  erhält  das  obige  Product  (11),  dessen  Werth  durch 
die  Discriminante  X  ausgedrückt  wird,  die  Gestalt 

(IG)  (1-..,,)       (l-o>J).  ..     (1~0 

(w,  -  1)      (w,  —  wj)  .  .      (Wj— w"~') 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

,    n— 1  .  ,    n— 1  .  .    n— 1  n-3. 

(Wj     —  1)  (CO,     —  eoj  .  .  (w,    —  w,    ). 

Der  Werth  des  Products  der  in  der  ersten  Horizontalreihe 
enhaltenen  Factorcn,  ist  nun  nach  der  Gleichung  (9)  des  an- 
Itlhrtcn  §  48  unmittelbar  gleich  der  Zahl  n.  Das  Product  der 
Factoren,  welche  sich  in  einer  beliebigen  anderen,  etwa  der 
(t  4-  l)ten  Horizontalreihe  befinden,  erlaubt  aber  aus  jedem  Factor 

dicGntsse  m^  herauszuziehen,  und  wird  dann  gleich  dem  Aus- 
drucke 

„/;°-')(i_«,)(i_,,.)..(i_„--o. 

Denn  nach  einem  in  §  29  bewiesenen  Satze  werden  die 
sämmtlichen  Wurzeln  der  Einheit  ilUr  jeden  Werth  der  Zahl  t 
auch  durch  die  Reihe 

— t  — t+l  — t+n— 1 

dargestellt.   Das  bezeichnete  Product  ist  also  gleich  dem  in  die 

Potenz  w/"^  multiplicirtenProducte(l--ffiJ(l— Cf>J)..(l~w"  ), 
dessen  Werth  gleich  der  Zahl  n  gefunden  ist.  Hiernsich  ergiebt 
sich  iHr  das  Product  (Iß)  und  dadurch  fllr  die  Discriminante  3) 
die  Werthbcstimmung 

,-_x  CT\  <n-^)      2(n--l)  (n    l)(n    1)    ii 

(17)  3)=  w,       w,  .  .  w,  n  . 

Es  ist   das  Product  der   sämmtlichen  Wurzeln   der  reinen 

Gleichung  w**  —  1  =  0  gleich  dem  in  (— l)"multiplicirtcn  letzten 

Coefficienten  der  Gleichung  —  1,  das  ist  gleich  (  —  1)      ,  folglich 
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Ferner  hat  man 

(n— 1)        8(n— 1)  (n— l)(n-l)  -1      —2  -(n— 2) 

Weil    aber    (—  1)"~'  seinen   Wcrth   nicht  ändert,   wenn   man 
damit   in  die   Einheit   hineindividirt,    ho   ist   der   Factor,   mit 

welchem  n"   auf  der   rechten   Seite  von  (17)  multiplicirt   wird, 

ebenfalls  gleich  ( — 1)°""^  ,   und   die   gesuchte    Discrinünante  3) 
wird  dnrch  die  Oleichung 

(18)  ®=(-.l)°'-V 

ausgedrückt. 

I  60.  Auflöibarkelt  einer  alflrebralschen  Oleiohimsr  überhaupt. 
Auflösbarkeit  einer  al^^ebraischen  Oleiehong  durch  Zurück- 

Itthrung  auf  reine  Oleichnngen. 

Die  Auffindung  der  Ausdrücke,  durch  welche  die  Wurzeln 
der  allgemeinen  Gleichungen  des  zweiten,  dritten  und  vierten 
Grades  mit  Hülfe  der  Auflösung  von  reinen  Gleichungen  dar- 
gestellt werden,  reizte  dazu  an,  bei  den  allgemeinen  Gleichungen 
des  itlniten  Grades  und  der  höheren  Grade  eine  ähnliche  Auf- 
lösung zu  suchen.  Indessen  alle  auf  dieses  Ziel  gerichteten 
Bemühungen  blieben  erfolglos,  und  erst  allmählich  wurde  die 
Erkenntniss  gewonnen,  dass  hier  zwei  von  einander  verschiedene 
Fragen  zu  beantworten  sind. 

Die  erste  Frage  geht  dahin,  ob  rs  möglich  sei,  jede  ahje- 
braiscJki  Gleichung  von  einefn  beliebigen  Grade  dadurch  ^4  be- 
friedigen, dass  man  die  Ufibekannte  gleich  einer  bestimmten  reellen 
oder  cofnplexen  Grösse  seiet.  Die  zweite  Frage  ist  die,  ob  es 
möglich  sei,  die  At^östmg  der  allgemeinen  algebraiscJien  Gleichung 
vom  fünften  Grade  und  von  einem  höheren  Grade  auf  die  Auf- 
lösung von  reinen  Gleichungen  surüclczuführen.  Die  präcise  Auf- 
fassung von  beiden  Fragen  wird  erleichtert,  sobald  man  sich 
die  Coeflicienten  der  gegebenen  algebraischen  Gleichung  als  reelle 
Grössen  denkt.   Es  möge  zuerst  die  erste  Frage  erwogen  werden. 

Wir  haben  gesehen,  dass  Gleichungen  des  zweiten  Grades 
existireu;  welche  durch  keinen  reellen  Werth  der  Unbekannten 
befriedigt  werden  können.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Rechnung   mit    complexen   Grössen  zugelassen  ist,   existirt  ilir 
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Jede  Gleichung  des  zweiten  Grades  ein  reeller  oder  coniplexer 
Wcrth,  der  sie  crtHlIt,  und  dann  existirt,  wie  wir  weiter  sahen, 
auch  für  jede  Gleichung  des  dritten  und  des  vierten  Grades  ein 
reeller  oder  complexer  Werth,  der  die  gegebene  Gleichung  be- 
friedigt. Allein  von  vorne  herein  weiss  man  nicht,  ob  bei  der 
Zulassung  der  Rechnung  mit  complexen  Grössen  auch  für  jede 
algebraische  Gleichung  eines  höheren  als  des  vierten  Grades 
stets  ein  reeller  oder  complexer  Werth  vorhanden  sei,  welcher 
dieselbe  befriedigt.  In  Betreff  der  zweiten  Frage  steht  so  viel 
fest,  dass,  wofern  die  erste  Frage  nicht  bejaht  werden  könnte, 
auch  die  zweite  verneint  werden  müsste.  Wenn  algebraische 
Gleichungen  existirten,  die  weder  durch  einen  reellen  noch  einen 
complexen  Werth  ertHUt  werden  könnten,  so  dürfte  von  einer 
Zurtickflihrung  ihrer  Auflösung  auf  reine  Gleichungen  gar  nicht 
gesprochen  werden.  Aber  in  dem  Falle,  dass  die  erste  Frage 
bejaht  werden  müsste,  würde  sich  daraus  für  die  Beantwortung 
der  zweiten  Frage  nichts  ergeben.  Wenn  es  sich  bestätigt,  dass 
eine  allgemeine  Gleichung  von  einem  die  Vier  übertreffenden 
Grade  stets  durch  einen  reellen  oder  complexen  Werth  erflillt 
werden  kann,  so  folgt  daraus  keineswegs,  dass  es  möglich  sei, 
die  Auflösung  dieser  allgemeinen  Gleichung  auf  reine  Gleichungen- 
zu  reducircn. 

Gauss  hat  in  seiner  1799  erschienenen  Inauguraldisser- 
tation, welche  den  Titel  führt  demonstratio  nova  theorematiSj 
omncfH  functioneni  algehraicam  rationalem  integram  unius  varia- 
hilis  in  factores  reales  primi  vel  seeundi  gradus  resolvi  passe,  zum 
ersten  Male  mit  entscheidenden  Gründen  bewiesen,  dass  die 
vorhin  bezeichnete  erste  Frage  unbedingt  zu  bejahen  ist.  Der 
Ausdruck  des  von  Gat^ss  formulirten  Theorems  bezieht  sich  auf 
Functionen,  deren  Coefficienten  reelle  Grössen  sind,  und  ver- 
meidet die  Erwähnung  der  imaginären  Grössen.  Auf  welche 
Weise  die  Kenntniss  eines  reellen  oder  complexen  Werthes,  der 
«ine  solche  Function  zum  Verschwinden  bringt,  zur  Aufstellung 
eines  algebraischen  Factors  der  Function  vom  ersten  oder 
zweiten  Grade  dienen  k()nne,  ist  in  §  47  auseinandergesetzt 
worden.  Man  überzeugt  sich  übrigens  sehr  leicht,  dass,  wenn 
jede  algebraische  rationale  ganze  Function  einer  Variable  mit 
•reellen  Coefficienten  in  reellp  Factoren  des  eratan  odei:  ^weiten 
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Grades  zerlegbar  ist,  unter  der  Voraossetzang  der  Reehnnng  mit 
complexen  Grössen  jede  algebraische  rationale  ganze  Fanetion 
einer  Variable  mit  reellen  oder  complexen  Coefficienten  in  lauter 
Factoren  des  ersten  Grades  zerlegbar  sein  mass. 

Die  angettlhrte  Schrjft  von  Gaus»  enthält  eine  eingehende 
Kritik  aller  früheren  Fersuche,  das  ii>  Rede  stehende  Funda- 
mcntaltheorcm  der  Theorie  der  cdgehraischen  Gleichufit/cfh  zu 
l>eweisen.  Als  die  erste  von  diesen  Untersuchungen  wird  eine 
Arbeit  von  d'Alembtrt  angeführt,  recJierches  st<r  Ic  calctd  integral^ 
histoire  de  Tac.  de  Herlin,  annöe  1740.  Nachdem  Gauss  eine 
Kcihe  von  Einwürfen  gegen  die  IStichhaltigkeit  der  von 
d'Alenibcri  gegebenen  Beweisführung  entwickelt  hat,  zeichnet 
er  die  Arbeit  durch  das  folgende Urthei laus:  „Aus  den  angeführten 
Gründen  kann  ich  ä'^/cn»&er^5  Beweis  nicht  tlir  genügend  halten. 
Trotzdem  scheint  es  mir,  dass  der  wahre  Nerv  von  i!C Alcinhcrts 
Beweis  durch  alle  gemachten  Einwürfe  nicht  zerstört  werde, 
und  ich  glaube,  dass  auf  dieselbe  Grundlage,  wiewohl  in  ganz 
anderer  Weise  und  jedenfalls  mit  grösserer  Vorsicht,  nicht  nur 
ein  strenger  Beweis  des  in  Rede  stehenden  Fnndamentalthcorems 
gebaut  werden  kann,  sondern  dass  sieh  hieraus  auch  alles  das- 
jenige entnehmen  lilsst,  was  in  Betreff  der  Theorie  der  trans- 
cendenten  Gleichungen  verlangt  werden  kann."  —  Auf  die 
Kritik  der  früheren  Beweise  lilsst  Gauss  den  eigenen  neuen 
Beweis  folgen,  und  giebt  am  Schlüsse  die  Skizze  eines  zweiten 
auf  dem  Princip  d'Alenibetis  beruhenden  Beweises.  Der  Beweis 
desselben  Theorems,  den  Legctidre  in  seiner  tMorie  dcsnomhres 
entwickelt  hat,  stützt  sich  nach  meinem  Darttirhalten  ebenfalls 
auf  das  Princip  d^Alcinberts.  Cauchy  bezeichnet  den  von  ihm 
in  seinem  cotir^  (2*  aiialyse  mitgetheilten  Beweis  als  einen  solchen, 
der  mit  Legendres  Beweis  dasselbe  Princip  habe,  wodurch  zu- 
gleich die  innere  Verwandtschaft  von  Cauchjs  Beweis  mit  dem 
Princip  d'Alcniberis  angedeutet  ist.  Gauss  hat  jenem  ersten 
Beweise  im  Laufe  der  Zeit  noch  drei  andere  hinzugettigt,  von 
denen  der  zweite  und  dritte  die  Entdeckungen  neuer  Princii)ien 
enthalten,  während  der  letzte  sich  dem  ersten  Beweise  nähert 
und  dabei  eine  Function  mit  complexen  Coefficienten  unmittelbar 
ins  Auge  fasst  Der  im  Folgenden  zu  entwickelnde  Beweis 
schliesst  sich  au  das  Princip  ^Akniberis  an. 
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In  Bezug  auf  die  allgemeine  Auflösung  der  algebraisehen 
Gleichungen  drückt  sich  Gauss  in  der  angeführten  Inaugural- 
dissertation so  aus,  dass,  nachdem  in  dieser  Richtung  so  yiele 
vergebliche  Anstrengungen  gemacht  worden  seien,  es  immer 
wahrscheinlicher  werde,  dass  eine  allgemeine  Auflösung,  di^  in 
der  ZurückfUhniug  auf  reine  Gleichungen  bestehe,  unmöglich 
sei;  ferner  bemerkt  Gauss^  dass  es  yielleicht  nicht  so  schwierig 
sein  würde,  die  Unmöglichkeit  schon  für  den  fünften  Grad  mit 
aller  Strenge  zu  beweisen,  und  verspricht  seine  hierüber  an- 
gestellten Untersuchungen  an  einem  anderen  Orte  vorzulegen. 
Diese  Absicht  ist  jedoch  nicht  zur  AustUhrung  gekommen.  In 
demselben  Jahre,  in  dem  die  Inauguraldissertation  von  Gtmss 
erschien,  veröffentlichte  P.  Ruffini  zu  Bologna  eine  Schritt  von 
zwei  Bänden  mit  dem  Titel:  Allgemeine  TJieorte  der  Gleichungen^ 
in  welcher  bewiesen  wird,  dass  die  algebraische  Auflösung  der 
allgemcinefi  Gleichungen  von  höherem  als  dem  vierten  Grade  un- 
möglich sei.  Diese  Schrift  ist  indessen,  und  wohl  zum  grossen 
Theil  wegen  der  schwer  zu  übersehenden  Art  ihrer  Darstellung, 
wenig  bekannt  geworden.  Ihr  Inhalt  kann  an  der  gegenwärtigen 
Stelle  keiner  genaueren  Erörterung  unterzogen  werden;  doch 
wäre  eine  knappe  Zusammenfassung  des  von  P.  Ruffini  ge- 
lieferten Beweises,  mit  der  eine  Prüfung  der  angewendeten  Me- 
thode  verbunden  werden  müsste,  gewiss  sehr  wünschenswerth. 

Auf  einem  neu  geschaffenen  Wege  erledigte  Abel  die  be- 
treffende Frage  durch  die  Abhandlung:  demonstration  de 
Vimjwssibilitc  de  la  resolution  (dgebrique  des  equations  generäles 
quiposscfit  le  quatrienie  degre,  welche  182G  in  deutscher  Ueber- 
setzung  in  dem  ersten  Bande  des  von  Grelle  gegründeten  Jour- 
)i^als  für  Matlwtnatih  publicirt  wurde,  und  später  in  der  franzö- 
sischen Urschrift  in  AbeVs  gesammelte  Werke  aufgenommen  ist. 

Abel  erwähnt  in  einer  zweiten  Abhandlung,  die,  nicht  voll- 
endet, zum  ersten  Male  nach  seinem  Tode  in  den  gesammelten 
Werken  erschienen  ist  und  den  Titel  hat:  sur  la  resolution  aJr 
gebrique  des  equations,  die  genannte  Arbeit  P.  Ruffini's  und  sagt, 
dieselbe  sei  so  verwickelt,  dass  es  sehr  schwer  sei,  über  die 
Richtigkeit  der  von  dem  Verfasser  benutzten  Schlussweise  zu 
urtheilen;  doch  scheine  die  Sclilussweise  nicht  immer  vollkommen 
bindend  zu  sein.    Eine  Darstellung  von  Abels  angeftihrtem  Be* 
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weise  mitzutheilen,  liegt  nicht  in  dem  Plane  des  vorliegenden 
Buches,  und  es  muss  in  dieser  Ilinsicht  auf  die  Originalabhand- 
lung verwiesen  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Mittheilung  eines  Beweises 
fUr  das  Fundamentaltheorem  der  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen. 

1  61.  Beweis  des  Satxes,  daii  Jede  al^braieohe  Olelohnnff 
mit  einer  Unbekannten  doroh  einen  reellen  oder  oomplezen 

Werth  beMedis^  werden  kann. 

Es  sei  eine  rationale  ganze  Function  des  nten  Grades  einer 
Variabc  x  gegeben 

(1)  f(x)  =  a^x   +  a,  x^^^  . .  +  a^^^x  +  a^ , 

deren  Coefficienten  beliebige  reelle  oder  complexe  Wcrthe  haben, 
während  der  Coefficipnt  «o  nicht  gleich  Null  ist.  Durch  die 
Sonderung  des  reellen  und  des  imaginUrcn  Theiles  in  den  Coeffi- 
cienten bekomme  man,  wie  in  §  47,  die  Ausdrücke 

(2)  a„  =  a,  +  Z)„  t,  a,  =  G,  +  B,  ♦, . ,  a„  =  C«  +  DJ. 

Sobald  in  der  Function  -  -  f{x)  die  Variable  x  durch  einen 

beliebigen  complexen  Werth  ])  +  ([i  ersetzt  wird,  so  entsteht  ein 
complexer  Werth,  der  mit  t  +  ui  bezeichnet  werden  möge, 


(3) 


V(P  +  g  t)  =  (P  +  4»)°  +  ---  (P  +  2  if~'  +  .  •  +  ^'" 


««  flo  «, 


— fip  +  2»)  =  <  +  tt». 


Damit  p  •^' qi  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(^  =  0  sei,  muss 
^  +  Mt,  mithin  sowohl  die  reelle  Grösse  t  wie  auch  die  reelle 
Grösse  u  gleich  Null  sein,  und  in  Folge  dessen  P  +  w',  die 
Norm  der  complexen  Grösse  t-hiu,   also    auch   die    positive 

Quadratwurzel  aus  der  Norm  l/^*  4-  w"  oder  der  absolute  Be- 
trag der  Grösse  t  +  ui  verschwinden..  Zugleich  gilt  das  Umge- 
kehrte, dass,  wofern  der  absolute  Betrag  Vt*  +  w'**  gleich  Null 
ist,  sowohl  die  reelle  Grösse  t,  wie  auch  die  reelle  Grösse  «, 
und  deshalb  auch  die  complexe  Grösse  t  +  in  verschwinden 
muss.    Man  kann  daher  statt  der  Frage,  ob  es  Werthe  p  +  qi 

fär  X  giebt,  welche  die  Function  — f{x)  zu  Null  machen,  die 


o« 
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Frage  aufwerfen ,  ob  es  Wcrthe  p  +  qi  fUr  x  giebt ,  bei  deren 
Anwendung   der  vermöge   der   Gleichung   (3)  definirte  Betrag 

l/<*  +  m'  gleich  Null  wird.  Wenn  nun  ein  bestimmter  com- 
plexer  Werth  p^'^+q^'U  den  Ausdruck  -^  /'(/^+/^»)  =  rVw^^ 

ein  zweiter  bestimmter  complexer  Werth  j>    +  q^^  i  den  Ausdruck 
f(t)^^'hq^i)  =  t^   +n^i   liefert  u.  s.  f.,    wenn   die   Beträge 

l^r  r+  »r/\  \^P'W^^7W'\. .  ein  'solches  Verhalten 
zeigen,  dass  ein  jeder  kleiner  ist  als  der  vorhergehende ,  und 
wenn  ihre  Grösse  nach  und  nach  unter  einen  beliebig  Meinen 
gcgcbencnWerth  herabsinkt,  so  nähern  sich  die  Beträge  der  Null  als 
Grenze.  Wofern  sich  dann  bei  den  bezfiglichen  complexen  Grössen 

i/^^  +  q^^ij  y^^+  q[^\^ . .  der  reelle  Theil  einem  bestimmten  Grenz- 
werthe«  nähert,  und  der  reelle  Factor  von  i  einem  bestimmten 
Grenzwerthe  ß,  so  bewirkt  der  der  Variable  x  beigelegte  Werth 

a  -h  ßi  das  Verschwinden  des  Betrages  l/t^  +  m*,  und  in  Folge 
dessen  ist  a  +  ßi  eine  Wurzel  der  Gleichung  /*(!)  =  0.  Es  wird 
jetzt  gezeigt  werden,  dass  sich  in  der  That  stets  ein  Verfahren, 
welches  den  bezeichneten  Erfolg  hat,  ausfuhren  lässt,  und  damit 
ist , dann  für  jede  algebraische  Gleichung  /*(f)  =  0  die  Existenz 
einer  Wareel  nachgewiesen. 

Bei  der  vorzunehmenden  Untersuchung  kommt  es  häufig 
darauf  an,  filr  den  Betrag  von  complexen  Grössen,  welche  als 
die  Aggregate  von  zwei  oder  mehreren  complexen  Grössen  ge- 
geben sind,  obere  und  untere  Grenzen  zu  finden.  Unter  einer 
oberen  Grenze  wird  ein  Werth  verstanden,  der  immer  grösser 
oder  doch  wenigstens  nie  kleiner  ist,  als  der  abzuschätzende 
Betrag  und  unter  einer  unteren  Grenze  ein  Werth,  der  immer 
kleiner  oder  doch  wenigstens  nie  grösser  ist,  als  jener  Betrag. 
Für  ein  Aggregat  von  zwei  complexen  Grössen 

(4)  (a  +  bi)  +  (c  +  di) 

lässt  sich  dieser  Zweck  auf  die  folgende  Art  erreichen.  Es  sei 
lllr  den  Augenblick  r  der  absolute  Betrag  von  a  +  6  f,  s  der 
absolute  Betrag  von  c  4-  dt,  und  man  habe 

(5)  a-\-bi=r  (cos (9  +  i sin  ö),  c  -f  dt=s  (cos y  + 1  sin  y), 
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daDn  kann  der  Ausdruck  (4)  <lie  Gestalt  erhalten 

(6)  .r  (cos 0  +  isinH)  +  s (cos rp  +  i sin  y) 

=  (cos  fi-^i  sin  fi)  (r  +  s  (cos  (rp  —  ^)  +  i  sin  (tp  —  ft)). 
Die  Norm  der  linken  Seite  ist  gleich  dem  Prodnct  von  den  Normen 
der    beiden    Factoren    der   rechten   Seite,    und    deshalb,   weil 
C08'W  + sin*«=  1  ist,  gleich  der  Norm  des  zweiten  Factors,  die 
vermöge  der  so  elicn  angegebenen  Relation  gleich  dem  Ausdrucke 

(7)  r''  +  2  r  s  cos  dp  —  ^0  +  s* 

wird.  Der  Cosinus  des  Winkels  (p  —  ^)  hat  die  negative  Ein- 
heit zu  seinem  kleinsten,  die  i)Ositive  Einheit  zu  seinem  grossesten 
Wcrthe;  daher  bestehen  die  Ungleich keiten 

(8)  r«  —  2  rs  -f  s'*  <  r'-  +  2  rs  cos  (r/>  —  k\)  +  n-  <  r-  +  2  rs  +  6'-. 

Hieraus  folgt,  dass  das  stets  positive  Aggregat  r^rs  unbe- 
dingt eine  obere  Grenze  lllr  den  absoluten  Betrag  des  Aggregats 
(4)  bildet.  Um  illr  denselben  Betrag  eine  untere  Grenze  zu  er- 
halten, muss  man  wissen,  ob  die  positive  Quadratwurzel  aus 
dem  Ausdruck  r"  — 2rs  +  Ä*  mit  r—s  oder  mit  s  —  r  zu  be- 
zeichnen sei.  Wir  nehmen  an,  dass  r^s  sei,  mithin  das  erstere 
gelte,  und  ziehen  dann  aus  (8)  die  Consequenz 

(9)  0  <  r  —  6-  <  Vr^  4-  2  r  s  cos  (r/n  — ^0  +  .s*  <  r  +  s. 

So  entsteht  der  Satz,  dass  der  IMrmj  des  Afjfjnyuis  von  £:wLt 
complcxen  Grössen  niemals  grösser  als  die  Summe  von  den 
Beträgen  der  beiden  liest andtheilej  und  niemals  Meiner  ist  als  d(r 
absolute  Werth  der  Differenz  von  den  Betrügen  der  beiden  lie- 
stofidtheile. 

Um  den  Betrag  eines  Aggregats  von  mehr  als  zwei  Be- 
standtheilen  in  ähnlicher  Weise  abzuschätzen,  nu^ge  vorausge- 
setzt werden,  dass  die  obige  Grösse  e -h  di  gleich  dcniAggregJit 
von  mehreren  complcxen  Grössen  sei,  deren  Betrage  beziehungs- 
weise mit  s^,s,^,.,s^^  bczeichnct  werden.  Dann  lehrt  die  wie- 
derholte  Anwendung  der  in  (9)  zur  Aul'lindung  einer  oberen 
Grenze  gegebenen  Vorschrift,  bezüglich  des  Betrages  s  der  Grösse 
c  +  di,  dass 

(10)  S  <  5,  +  ö'g  +  . .  4-  Stt 

sein  muss.    In  Folge  dieser  Ungleichheit  ist 

r  -*-  s^  -t-  6*a  +  . .  +  5„  >  r  4-  5, 

r  —  6'j       s^  —  •  •  —  Sit  ^^  r      iSj 
wir  fügen  nun  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  r>'S^-\-  s.^  + . .  -hs^^ 
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sei,  dann  muss  r — s>0  sein,  und  mit  nillfe  von  (9)  folgt  die 

Relation 

(11)         0<:r  —  s^  —  s^..  —  s„<:Vr*'h2rsGÖs((p  —  ff)^s^ 


Vr^^2rs  cos  (cp—fi)  +^*  <  ^  +  «,  +  s«  +  . .  +  s^,, 
welche  in  Worten  so  ausgesprochen  werden  kann :  Für  den  Be- 
trag eines  Aggregats  von  niehrereii  complexcfi  Grössen  ctUsteht 
eine  obere  Grenze^  indem  die  Beträge  aller  einjselnen  BestamltJ^eile 
addirt  werden,  dagegen  eine  untere  Grenze,  indeni  der  Betrag 
eines  Bestandtheils  jy^sitiv  genommen  wird,  und  von  diesem  die 
Beträge  der  sämmtlichen  übrigen  Bestandtheile  subtraliirt  werden, 
wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  der  Ueberschuss  positiv  sei. 

Wir  können   mit   diesem  Lcmma   in  Bezug  auf  die  com- 

plexe  Grösse      f(p  +  qi)  =  t  +  ui  den  Satz  beweisen,  dass,  wo- 

fern  der  Betrag  r  der  Grösse  p  +  qi  nicht  unter  einer  gewissen 

demnächst  zu  bestimmenden  Grösse  liegt,  der  Betrag  \/t^  +  u* 
über    einer    gewissen   von    jener    abhängenden   Grösse  liegen 
muss  und  daher  unmöglich  gleich  Null  sein  kann. 
Es  werde  der  absolute  Betrag  der  Grösse 

'''  =  -S"^' '  "»t  i„  der  Grösse  ^  =  J^^^^  mit  L, 

bezeichnet,  u.  s.  f.;  der  absolute  Betrag  einer  Potenz  der  Grösse 
2>  +  qi  drückt  sich  durch  die  betreffende  Potenz  des  absoluten  Be- 
trages r  aus.    Sobald  nun  in  dem  Ausdrucke  der  Grösse  -  -f(p  +  q%) 

=  t-hui,  welchen  die  Gleichung  (3)  enthält,  für  das  erste  Glied 

sein  Betrag  r",  für   jedes    folgende   Glied   der   mit  negativem 

Vorzeichen  genommene  Betrag  —  L^  r"~* ,  —  L^  r^~ ,...  —  L^  ge- 
motzt wird,  und  sobald  das  Resultat  der  Addition  aller  Bestand- 
theile einen  positiven  Werth  hat,  so  bildet  dieses  Resultat  nach 

dem  Lemma  eine  untere  Grenze  iHr  den  Betrag  l/^'  +  u*.  Es 
ist  daher  unter  der  erwähnten  Voraussetzung 

(12)  0</  -i,  /" -Z,  /"'-  . .  Z„<  l/^"M=^. 
Damit  der  Ausdruck  r"  —  Z,  r°~"  ...  —  i^  positiv  sei,  stellen 

wir  die  Forderung  auf,  dass  die  Grösse  r  den  Bedingungen 
genüge 

(13)  rXn+\)L,,  r«  >(n  +  l)i„  .  ..r">(w  +  1)L„. 
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Dann  ist 

(14)  r'^^Cw  +  DL. /■"\r"r>(M-M)/.,r°~',.. /•" >-(!*+ 1)L^, 
folglich  (las  Aggregat  L,  r""  +  L,  r"""''+...  +  L^  kleiner  als  der 

Werth r-,  und  deshalb  die  Differenz  r"  —  L,  t^'^  — . . .  —  L 

n  +  1  " 

n 

grösser  als  der  positive  Werth  -  ^j ; .    Demnach  haben  die  Be- 
dingangen  (13),  statt  deren  anch  die  Bedingungen 

n 

(15)  r>0*+l)L„  r>l/(n4-l)/.„..r>Kfw+l)A. 
treten  können,  den  Ert'olg,  dass 

(16)  -'^-<l/^'  +  w'' 

w  4- 1 

sein  mnss. 

Die  Bedingungen  (15)  sind  so  beschaffen,  dass,  sobnhl  die- 
selben lllr  einen  bestimmten  Werth  r=7^  befriedigt  sind,  sie 
um  so   mehr   fUr   alle  Werthe  von  r  gelten,  die  nicht  kleiner 

r"  7e" 

als  R  sind.    Dann   ist  aber  zugleich  -  .  ,  >•     .■    .    Für  alle 

"         «  + 1        w  +  1 

Werdhc  j)  +  gt,   (leroi  Betraf/  nicht   kleiner   ist  als  li,  übertrifft 

daher  vermöge  (16)  der  Betrag  V^f*  +!*•*  de^i  Werth     --    ,  was 

der  aufgestellten  Behauptung  entspricht. 

Wenn  man  der  complexen  Grösse  p  +qi^=  /(cosw  +  /  sin^O 
nach  der  GaMÄs'schen  Interpretation,  die  in  §  42  entwickelt  ist, 
einen  Punkt  der  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten  p 
und  q  entsprechen  lässt,  so  bezeichnet,  wie  dort  err»rtcrt  worden, 
der  Betrag  r  den  absoluten  Werth  des  Abstandes  zwischen  dem 
betreffenden  Punkte  und  dem  Anfangsi)unkte  der  Coordinaten 
und  der  Winkel  H  denjenigen  Winkel,  welchen  eine  von  dem 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  dem  betreffenden  Punkte 
gezogene  genide  Linie  mit  der  positiven  Seite  der  Axc  der 
reellen  Werthe  bildet.    Für  jede  complexe  Grösse  i> +  (?»  erhält 

die  Function  -    fip-^-qi)   einen   bestimmten   complexen  Werth 

t  +  ui\  zu  jeder  complexen  Grösse  p  +  qi  gehih't  ein  bestimmter 
Punkt  der  Ebene;  wenn  es  daher  complexe  Grössen  p+qi 
giebt,  Itir  welche  t  +  ui  =  0  wird,  so  existiren  auch  bestimmte 
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Punkte  der  Ebene,  für  welche  t  +  ui  =  0  ist.  Die  complexen 
Grössen  p  +  qi,  deren  absoluter  Betrag  r  einer  bestimmten  Grösse 
R  gleich  ist,  werden  durch  die  Punkte  der  Ebene  repräsentirt, 
welche  auf  einem  um  den  Anfangspunkt  der  Goordinaten  mit 
dem  Radius  R  beschriebenen  Kreise  liegen;  den  complexen 
Grössen,  deren  absoluter  Betrag  r  grösser  als  R  ist,  correspon- 
diren  die  Punkte,  welche  sich  ausserhcdb  jeties  Kreises  befinden, 
und  den  complexen  Grössen,  deren  absoluter  Betrag  r  kleiner  cds 
R  ist,  correspondiren  die  Punkte,  welche  sich  innerJuUb  des  be- 
zeichneten Kreises  befinden. 

'  Wir  haben  vorhin  eine  Grösse  R  so  gewählt,  dass  sie  den 
Bedingungen  (15)  gentigt;  dann  lehrt  die  für  r?>J2  bewiesene 

n 

Ungleichheit  -,  ^  <  l/iJ*  4-  m',  dass  für  keinen  Punkt  p  +  gf, 

welcher  sich  ausserhalb  des  mit  dem  Radius  R  um  den  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  beschriebenen  Kreises  oder  auf  diesem 

Kreise  befindet,  die  Grösse — /'(i>  +  gt)  =  ^  +  wt  gleich  Null  sein 

kann.  Wofern  also  Wcrthe  p  +  qi  existiren,  für  welche  t  +  ui^O 
wird,  das  hcisst,  wofern  es  Wurzeln  für  die  Gleichung/'(§)  =  0 
giebt,  so  muss  deren  absoluter  Betrag  r  kleiner  sein,  als  die 
gewählte  Grösse  i2,  und  die  Punkte  der  Ebene,  welche  den 
Wurzeln  entsprechen,  liegen  nothwendig  innerhalb  des  Kreises, 
der  mit  dem  Radius  R  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist. 

Es  sei   zum  Beispiel    die  Function   des   sechsten   Grades 
gegeben 

(10)  /'(a;)  =  a;«+  3a;*— 2a;»— 12a:  +  8. 

Dann  ist  nach  der  aufgestellten  Vorschrift  der  Werth  R  grösser 
zu  nehmen,  als  jede  der  Grössen 

3   6  6      

I/7T3,  Vi  .2,  1/7  .  12,  1/7  .  8 
Dieser   Bestimmung  gentigt  der  Werth  iJ  =  5.    Man  em- 
pfangt demnach  die  Sicherheit,  dass  bei  der  vorgelegten  Function 
für  jede  complexe  Grösse  p+qi,  deren  Betrag  r  grösser  als  5 
oder  gleich  5  ist,  der  Betrag  l/^*  +  u*  einen   grösseren  Werth 

erhält  als  den  Werth  y,  und  dass,  falls  die  betreffende  Glei- 
chung tiberhaupt  eine  Wurzel  hat,  der  absolute  Betrag  jeder 
Wurzel  kleiner  sein  muss  als  die  Zahl  5. 
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§  62.    Fortsetxnnff. 

Wenn  man  den  Beweis  der  Existenz  einer  Wurzel  ftlr  eine 
beliebig  gegebene  algebraische  Gleichung  «aus  drr  Voraussetzwig 
ableiten  kann,  dass  die  wicltstniedrigerc  algrhraische  (rlcichung 
immer  eine  Wurzel  Iwhe,  so  ist  der  in  Rede  stehende  Beweis 
hedingungslos  geftihrt;  denn  da  die  Existenz  einer  Wurzel  fllr 
die  allgemeinen  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  feststeht,  so 
folgt  auf  dem  bezeichneten  Wege  die  Existenz  einer  Wurzel  fiir 
jede  Gleichung  des  fünften  Grades  und  weiter  fortschreitend 
für  jede  algebraische  Gleichung  eines  beliebig  hohen  Grades. 
Sobald  femer  flir  alle  algebraischen  Gleichungen  bis  zu  einem 
gewissen  Grade,  diesen  Grad  eingeschlossen,  eine  Wurzel  existirt, 
so  ergiebt  sich  aus  den  Eriirterungen  des  §  45  für  jede  alge- 
braische rationale  ganze  Function  einer  Variable  x  und  von 
dem  in  Rede  stehenden  Grade  eine  Zerlegung  in  lauter  Factoren 
des  ersten  Grades.  Diese  Zerlegung  ist,  wie  sieh  dort  gezeigt 
hat,  eine  völlig  bestimmte,  jeder  der  Factoren  hat  diß  Gestalt 
X—  ?;,  und  die  sämmtlichen  Grössen  tj  sind  die  sämmtlichen 
Wurzeln  der  bezüglichen  Gleichung;  bei  der  Zerlegung  können 
die  unter  einander  gleichen  Factoren  des  ersten  Grades  zu  Po- 
tenzen vereinigt  werden.  Wenn  ein  bestimmter  Factor  des  ersten 
Grades  x—  rj  b mal  und  nicht  öfter  vorkommt  so  befinden  sich 
unter  den  sämmtlichen  vorhandenen  Wurzeln  genau  h  Wurzeln, 
die  gleich  /;  sind,  und  /^  heisst  eine  h  fache  Wurzel  der  betref- 
fenden Gleichung.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen  Factoren  des 
ersten  Grades  ist  nothwendig  gleich  dem  Grade  der  zerlegten 
Function  und  deshalb  hat  die  betreffende  Gleichung  genau  so 
viele  ganz  bestimmte  Wurzeln,  als  ihr  Grad  Einheiten  enthält. 

Dafür,  dass  eine  Wurzel  /;  eine  b  fache  sei,  ist  in  dem 
letzten  Satze  des  §  49  ein  Kriterium  angegeben  worden.  Wenn 
man  von  der  in  Rede  stehenden  Function  die  erste,  zweite,  . . 
{b—l)t€,  bte  Ableitung  aufstellt,  so  ist  es  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  diese  Ableitungen  mit  Ausnahme  der  />ten  Ablei- 
tung durch  die  Einsetzung  des  Werthes  x  =  t^  zu  Null  werden, 
dass  dagegen  hiebei  'die  h  te  Ableitung  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  erhalte. 
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Wir  bilden  jetzt  von  der  Function  des  wten  Grades  -  f  {x\ 

die  den  Betrachtungen  des  vorigen  §  zu  Grunde  gelegt  ist,  die 
erste  Ableitung 

(2)  j-  f  {X)  =  na:"-'  +  (n-  1 )  "-•  0;°-'+ . .  +  -^, 

welche  eine  Function  des  (n —  l)ten  Grades  von  x  ist.  Wenn 
für  die  Gleichungen  bis  zum  (« — l)ten  Grade,  diesen  einge- 
schlossen, eine  Wurzel  vorhanden  ist,  so  folgt  darauS;  wie  wir 
uns  überzeugt  haben,  für  die  Gleichung  f*  (r;)  =  0  das  Vorhan- 
densein von  n  —  1  völlig  bestimmten  Wurzeln 

Von  diesen  Wurzeln  können  mehrere  unter  einander  gleich 
sein.    Damit  eine   bestimmte  Wurzel  i^g,  wo  jr  nach  der  Reihe 

gleich  1,  2,  3,  ..M— 1  ist,  eine  bestimmte  Zahl  von  Malen,  und 
zwar  fc„mal,  auftrete,   müssen   die   Ableitungen  der  Functionen 

f  (x)   bis  zu   der  ftgten    Ableitung     die    vorhin    bezeichneten 

Eigenschaften  haben.  Weil  aber  nach  §  49  die  zweite  Ableitung 
von  f(x)  gleich  der  ersten  Ableitung  von  f'ix)^  die  dritte  Ab- 
leitung von  f(x)  gleich  der  zweiten  Ableitung  von  f*(x)  ist 
u.  s.  f.,  so  sind  für  den  genannten  Zweck  die  Ableitungen  von 
fix)  bis  zu  der  (ftg  +  l)ten  Ableitung  zu  bilden,  und  die  Be- 
dingung dafllr,  dass  rj  eine  6g  te  Wurzel  der  Gleichung 
f  (ry)  =  0  sei,  besteht  darin,  dass  die  Glcichnngcn 

(4)  r('7g)=o,r'('?j=o,.yv  (^^)=o 

gelten,  und  dass  /  ^^    (i^g )  nicht  gleich  Null  sei. 

Von  nun  an  soll  die  Voraussetzung  bestehen,  dass  für  die 
Gleichungen  bis  zum  (n— l)tcn  Grade  einschliesslich  die  Exi- 
stenz einer  Wurzel  erwiesen  sei.  Dann  haben  wir  für  die  Func- 
tion des  (n— l)ten  Grades  --/*  (a;)  die  Zerlegung  in(n  — l)Fac- 
toren  des  ersten  Grades 

hier  möge  der  einzelne  Factor  x—t]  die  Anzahl  b  von 
Malen  vorhanden  sein.    Die  Wurzeln  r;,,  '?„•.•  »^n-i  sind  jetzt 
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der  Reihe  nach  in  die  Function  -  -f(x)  statt  x  zu  substituiren. 
Wenn  -    f(x)   für   eine    dieser    Wurzeln    verschwindet,   so  ist 

diese  zugleich  eine  Wurzel  der  Gleichung       f{^)=0^   und  die 

Existenz  einer  Wurzel  der  letztern  steht  fest. 

Eine  bestimmte  Wurzel  //  ,  welche  zugleich   eine    Wurzel 

der  Gleichung /*(^)  =  0  ist,  niuss  nach  dem  aufgestellten  Kri- 
terium, weil  sie  eine  h^  fache  Wurzel    der  Gleichung  f*  (i/)  =  0 

ist,  die  obigen  Gleichungen  (4)  befriedigen,  und  deshalb  eine 
(6g  +  1)  fache  Wurzel  der  Gleichung  f{S)  =  0  sein. 

Wir  haben  aber  nur  noch  in  dem  Falle  den  Existenz- 
beweis fllr  eine  Wurzel  der  Gleichung  /'(f)  =  0  zu  führen,  dass 
dieselbe  durch  keinen  der  Werthe  /;,,  17,, .  .  ^yn-i  erflillt  wird. 
Deshalb  schliessen  wir  die  Voraussetzung,  dass  für  irgend  eine 
Wurzel  y;     auch /*(?;  )=0    sei,    von    der  ferneren    Betrachtung 

aus,  und  beseitigen  hiermit  gleichzeitig  die  Annahme,  dass, 
wenn  f{x)  überhaupt  für  einen  Werth  x=S,  verschwinden  kann, 
der  betreflFendc  Werth  ^  die  Gleichung /' (f)  —  0  erflllle  und 
eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  /*(^)  =  ü  sei. 

Die  complexen  Grössen      /(jy,),       /^(^/a^- •  ~   A^'n-i)  ^^^^ 

öy  Oy  fly 

zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  sümmtlich  von  Null  ver- 
schieden, und  deshalb  sind  es  auch  ihre  rcspectiven  Beträge 
i4j,  -4,, . .  .-4n_i.  Diese  vergleichen  wir  ihrer  Grösse  nach  unter 
einander  und  wählen  den  kleinsten  derselben  aus,  oder,  falls 
es  mehrere  giebt,  die  nicht  grösser  sind  als  die  übrigen;  einen 
beliebigen  von  den  genannten.  Es  sei  dies  der  zu  der 
Wurzel   r^^    gehörende  Betrag  A^.    Die  complexe  Grösse  ?/,  ist 

dann   der  erste  Werth,   welcher  in  die  Function        fix)    statt 

x  substituirt  werden  wird,  um  von  da  ab  eine  Beihe  von  com- 
plexen Grössen  p    -\-  q    i,  p     ■¥  q     t,  .  .  .  zu    bestimmen,    bei 

deren  Substitution  für  x  die  Beträge  von     - /'(a)  immerfort  ab- 

nehmen  sollen^  und  deshalb  sämmtlich  kleiner  sein   müssen  als 

der  Betrag  A^  der  Grösse    -  /"(ly,). 
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Im  vorigen  §  ist  gezeigt  worden,  dass  keine  Grösse  p'{'  qi 
eine  Wurzel  der  Gleiehung  f{^  =  0  sein  kann,  deren  absoluter 
Betrag  r  nicht  kleiner  ist,  als  eine  Grösse  Ry  für  welche  die 
dortigen  Bedingungen  (15)  erfüllt  sind.  Auch  die  Beträge  der 
sämmtlichen  Grössen  i;^  j;,,  . .  j^q..]  müssen  kleiner  sein  als  eine 

solche  Grösse  R.    Setzt  man  nämlich   in  die  Gleichung  (2)  für 

X  eine  beliebige  complexe  Grösse  p  4-  g  i,  so  kommt 

(6) 

-  f'{p  +  qi)  =  n(p  +  qif~'+(n-l)^'(p  +  qir*  +  ..  +  ^\ 

Nach  dem  schon  angewendeten  Lemma   des  vorigen  §  ist 

der  Betrag  der  Grösse    -  f  (p  -^  qi)    nicht    kleiner    als    das 

Aggregat 

(7)  n/    — (n— 1)Z,/  '— ..  — i„_„ 

welches  aus  der  rechten  Seite  von  (6)  entstanden  ist,  indem  ftlr 
das  erste  Glied  sein  Betrag  selbst,  für  die  übrigen  Glieder  ihr 
Betrag,  negativ  genommen,  gesetzt  ist;  dabei  muss  die  Be- 
dingung erflillt  sein,  dass  das  Aggregat  (7)  die  Null  übertreffe. 
Sobald  nun  der  Betrag  r  der  Grösse  p  +  qi  nicht  kleiner  ist 
als  eine  Grösse  2{,  für  welche  die  Bedingungen  (15)  befriedigt 
sind,  so  werden  diese  Ungleichheiten,  wie  schon  an  jener  Stelle 
erwähnt  ist,  auch  durch  den  Betrag  r  selbst  befriedigt.  In  Folge 
der  Ungleichheiten  ist  aber 

(8)  n/"'-(n-l)Z,r"-'^  . .  -L„_, 


^/  (n^l)        (n-2)  1       \ 

^\^  n+1  n+l    "         n  +  l    J 


n-l 

r 


Nun  ist  die  Summe  der  natürlichen  Zahlen  l-f2  +  3  +  ..  4-n— 1 
gleich  der  Zahl  — ^- — ■ ,  folglich  der  Factor  von  r'*""^  auf    der 

rechten  Seite  von  (8)  gleich   dem  Bruche  n öT^irrf    ^^®^ 

n(n  +  3) 


2  (n  +  1) 


Daher  hat  man  die  Ungleichheit 


,- . .  n— 1       ,  ,  V  y      n— 2  T        ^     n  n  +  3)      n-l 

(8*)        nr     -(n-l)Z,r     —..--&„-,>  2(^  +  1)^     " 
Mithin    ist   der   Betrag    der    complexen   Grösse      -/"'(p  +  g»), 

Lipschits,  Analysifl.  17 
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sobald  r  >72  ist,  grösser  als  der  positive  Werth    ^-7 —  vr->"    1 

°  2  (n  +  1 ) 

und  kann  deshalb  nicht  verschwinden.  Also  müssen  die  Be- 
träge der   Grössen  ?/j,  ^y^,  ...^n_i,  durch    welche   die    Grösse 

—  f'(p  +  qi)   zum  Verschwinden    gebracht    wird,    nothwendig 
0 

kleiner  sein  als  jene  Grösse  R,  und  das  war  ausgesagt  worden. 
In  der  Sprache   der  Gauss'schcn  geometrischen  Interpre- 
tation heisst  dies,  dassdie  (n  — l)Punkte  der  Ebene  '/i,iia,..'/n_i» 

fltr  welche  die  Function  f*{x)  gleich  Null  wird,  von  denen  aber 
mehrere  in  je  einem  Punkt  vereinigt  sein  kr)nnen,  nothwendig 
innerhalb  des  mit  dem  Radius  72  um  den  Nullpunkt  beschrie- 
benen Kreises  liegen. 

Wenn  fllr  das  in  dem  vorigen  §  gcwHhIte  und  mit  (10) 
bezeichnete  Beispiel  einer  Function  des  sechsten  Grades  f(x) 
die  erste  Ableitung  gebildet  wird 

(9)  rix)  =  fix' -h  12a:*-  6a;»— 12, 

so  kann  diese  Function  des  ftinften  Grades  in  der  folgenden 
Weise  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden 

(10)  r(x)  =  (yix^-\){x^+  2). 

Der  erste  Factor  verschwindet  für  die  drei  dritten  Wurzeln  der 

1        *  1/^*1 
Einheit   1,  q,  q*,  wo  wie  früher  ^=—4-  gesetzt 

sein  möge,    der   zweite    Factor  ftlr   die  beiden  rein  imaginären 

Werthetl/2  und— 1^2.  Die  fünf  Wurzeln  der  Gleichung 
f'{i])  sind  mithin  die  folgenden 

(11)  •       1,^,  Q\  tl/2,  -»V2. 
Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Function 

/•  (a:)  =  a:«  +  3 a;*  -  2  ä"  —  1 2a;  +  8 
giebt  die  Resultate  , 

Ai)=-2, 

/•(p)=7-9e,  /•(p.)==7_j,p.^ 

/•(»  l/2)=  12  - 10 1/2. »,  r(-iV2)  =  12  +  lf.1/2  .  t, 

Demnach  erhalten  die  zugehörigen  Normen  A*,  A^,  A-,  A';,  Af, 
beziehnngsweise  die  Werthe 
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4, 
305        305 
2    '        2   ' 
656,         656. 
Da   hier  die  erste  Norm   den  kleinsten  Werth  hat,  so  ist 
die  Wurzel  fj  =  l  diejenige,    welche   die  oben  hervorgehobene 
ausgezeichnete  Eigenschaft  besitzt;  man  bekommt  deshalb  die 
Bestimmungen 

Was  den  absoluten  Betrag  der  sämmtlichen   ftlnt  Wurzeln 
(11)  anlangt,  so  ist  derselbe  der  Reihe  nach  so  anzugeben 

(12)  1,  1,  1,  VT>  1/2". 

Der  im  vorigen  §  bestimmte  Werth  der  Grösse  R  war  gleich 
5,  und  die  in  (12)  bezeichneten  absoluten  Beträge  liegen  dem 
zuletzt  bewiesenen  Satze  gemäss  unter  dieser  Gr((sse. 

§  63.    FortMtsniiff. 

Um  den  Werth  der  Function  —  f{x)j  welche  zu  einem  be- 

Stimmten  complexen  Werthe  x=p  +  q^  i  gehört,  mit  dem 
Werthe  der  Function,  welcher  zu  einem  andern  complexen 
Werthe  der  Veränderlichen  x  gehört,  zu  vergleichen,  kann  man 
nacb  §  49   die   Variable  x  durch   das  Aggregat  ider   Grösse 

p^^^  -{-q^^^i  und  einer  neuen  Veränderlichen  sf  ersetzen,  und  auf 

diese  Weise  die  Function  —  f(x)  in  eine  rationale  ganze  Func- 

tion  des  nten  Grades  von  a  verwandeln.  Indem  in  den  dortigen 
Gleichungen  (1)  und  (9)  für  die  Grösse  k  die  Grösse  ^^^  +  q^^U 

eingeführt  wird,  entsteht  für  die  Function  —  f{p  ^^  +  q    i  +  jg) 

die  nach  den  ganzen  Potenzen  von  sf  bis  zur  nten  Potenz  fort- 
schreitende Entwickelung 

«0  2!  Oo  nl 

Wenn  s  den  absoluten  Betrag   der  complexen  Grösse  £ 
und  <p  den  correspondirenden  Winkel  bedeutet,  so  dass 
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(2)  2=s  (cos  (jp  +  t  sin  if) 

ist,  so  tritt  das  Aggregat  p'^  +  q^^i-k-  s{co%q)  +  isiiKjp)  an  die 
Stelle  der  complexen  Grösse  jp  +  (?  i,  welche  bis  dabin  statt  der 
Veränderlichen  x  substituirt  worden  war.  Auf  die  complexe 
Grösse  p  +  qi  ist  die  GaM5s'sche  geometrische  Interpretation  an- 
gewendet worden.  Aus  derselben  fliesst  vermöge  des  §  42  die 
folgende  Construction  des  bezeichneten  Aggregats. 

Von  dem  Punkte  der  Ebene  p  ^  H- g^^^  i  aus  ziehe  man 
erstens  eine  Parallele  zu  der  Halbaxe  der  reellen  positiven 
Werthe  und  hierauf  eine  gerade  Linie,  welche  mit  der  ersteren 
den  Winkel  (p  bildet,  man  schneide  ferner  auf  der  letzteren  von 

dem  Punkte j>  4- g  t  aus  eine  Strecke  ab,  die  durch  den  ab- 
soluten Betrag  8  gemessen  wird,  alsdann  repräsentirt  der  andere 

Endpunkt  der  Strecke  die  Grösse  p  -+- g^t  +  5(cosqp  +  tsinqp). 
Hiemach  ist  es  klar,  dass,  sob«ald  ein  bestimmter  Werth  S 
des  absoluten  Betrages  s  festgehalten  wird ,  und  gleichzeitig 
dem  Winkel   qp   die  Werthe    von  0  bis  27i:  beigelegt  werden, 

der  Punkt p^  +q^  » -f  «(cosqp -f  isiny)  um  den  Punkt i/^V/*^* 
einen   Kreis  von  dem  Radius  S  beschreibt;  desgleichen  folgt, 

dass  ein  Punkt  p^  -h  q^  i+e,  bei  dem  der  absolute  Betrag  s 
von  £f  kleiner  ist,  als  jene  Grösse  S,  innerhalb  des  bezeichneten 

Kreises  liegt,  und  dass  ein  Punkt  ;/**  -\- q^^^  {-{-£,  bei  dem  der 
absolute  Betrag  s  von  ß  grösser  ist  als  die  genannte  Grösse  S, 
sich  ausserhalb  jenes  Kreises  befindet. 

Für  p^^  4-  q    i  möge  gegenwärtig   der   im   vorigen  §  ge- 
wählte   complexe  Werth   r^^    genommen    werden,    welcher    die 

Gleichung /''(j?J  =  0  befriedigt  und  der  Function      f(x)  einen 


«0 


von  Null  verschiedenen  Werth  verleiht,  dessen  Betrag  mit  A^ 
bezeichnet  worden  ist.  Sobald  f;^  eine  einfache  Wurzel  der 
Gleichung  f'{f])=0  ist,  so  muss /*''(';,)  von  Null  verschieden 
sein;  wofern  aber  jy,  eine  6^  fache  Wurzel  ist,  so  verschwinden, 

wie  dort  bemerkt,  die  Ableitungen  /*"(»,,)»•  T^^^^^,)    und    die 

Ableitung  f^^^\tjj  ist  von  Null  verschieden.  Demzufolge  ver- 
gehwinden auf  der  rechten  Seite  von  (1)  die  betreffenden  Coef- 
flcieuten,  and  die  Entwiekelnng  erhält  die  folgende  Gestalt 
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(3)      i«,,  +  «)  =  {fM  +i  ^T^-'-'"  -^  ■  • 


«0  »1 


f 

Es  soll  jetzt   der  eomplexen  Grösse  z  ein  solcher  Werth 
z     beigelegt  werden,  dass  der  Betrag  der  Grösse — fi^ji  +  ß^^^) 


«0 


kleiner  anstallt   als  der  Betrag  der  Grösse  — f(Vi)''>   ^^^  ß®" 
trag  der  eomplexen  Grösse  —  f*  (17,  +  ^    )  bekommt   dann  noth- 


«0 


wendig  einen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Der  Betrag  der  Grösse 

-f*{r}^-\-  z)  verschwindet  nur  mit  dieser  Grösse  zusammen,  und 

die  letztere  verschwindet  nur  für  die  n  — 1  Werthe  i^j,  ^j,  .-v., 

der  Grösse  ryj  +  z.  Nun  ist  aber  der  Betrag  A^  von—  /*(j?i)  kleiner 

als  jeder    der  Beträge  --A^«)?  •  •  — fi%^i)  oder    höchstens 
einem    von     ihnen    gleich,    deshalb    kann    der    Betrag    von 

—  /^('ii+^    )    niemals    kleiner    sein    als     der    Betrag    von 

^ü 

-  f{tji),  sobald  z     gleich  einer  derDifferenzen  r/j — ^i^-'^n-i"'?» 
wird,  die  nicht  gleich  Null  ist. 

Um  der  flir  die  Grösse  z  ausgesprochenen  Forderung  zu 
genügen,    werde   eine  reelle  positive  unter  der  Einheit  liegende 

Grösse  h  angenommen,   und   die  Grösse  z      so  bestimmt,    dass 

hei  der  Substitution  z=z^  das  zweite  Glied   der  rechten  Seite 
von  (3)  dem    in  die  Grösse  ( — h)  multiplicirten   ersten  Gliede 

gleich   wird.     So    entsteht    für    /^^  die    reine     Gleichung    des 
(6,  +  1)  ten  Grades 

Dieselbe  hat  für  jeden  Werth  von  ftj,  wie  früher  nach- 
gewiesen ist,  (ft,  4-  1)  von  einander  verschiedene  Wurzeln,  die  aus 
einer  beliebigen  derselben  durch  dieMultiplicationmitden  sämmt- 
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liehen  (h^  +  1)  ten  Wurzeln  der  Einheit  erhalten  werden.  Aus 
jeder  Wurzel  der  Gleichung 

(5)  r  -      ^cb...)(^^) 

entsteht  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4),  indem  man  die  crstere 

mit  der  positiven  (&»  +  l)ten  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse 

1 

A,  welche  durch  h  '^^  bezeichnet  werden  möge,  multiplicirt. 
Es  sei  ^^^  eine  bestimmte  aber  beliebig  gewählte  Wurzel  der 
Gleichung  (5),  so  erzeugt  dieselbe  fttrxr^  den  Werth 


(6)  s'''  =  fh*"*\ 

Die  Gleichung  (3)  nimmt  durch  Einftlhrung  dieses  Wcrthes  die 

Gestalt  an 

(7)  /        *+»''-o.   (6  +  2)r  ^       "     +•• 

Jetzt  kann  man  durch  die  Wahl  eines  hinreichend  kleinen 
Werthes  der  reellen  Grösse  h  erreichen,   dass  der  aufgestellten 

Forderung  entsprechend  der  Betrag  der  Grösse      /(?;,  +-  sP  )  in 


der  That  kleiner  wird   als   der  Betrag  der  Grösse       A^^i)- 

Auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (7)  lassen  sich 
die  beiden  ersten  Glieder  zu  dem  Ausdrucke  (1  —  A)         f  (lyj) 


«ü 


vereinigen,  wo  1  —  h  einen  reellen  positiven  Werth  hat.  Das 
in  §  61  bewiesene  Lemma  lehrt  nun,  dass  der  Betrag  der  com- 

plexen  Grösse  -  firj^-^rß  )  nie  grösser  sein  kann,  als  das  Ag- 
gregat  der  Beträge  von  den  complexen  Grössen  (1 — h)  -  -  f{rj^)  und 
A+t/i.    Der  Betrag  der  Grösse  (1— A)- -/"(i^J   ist  gleich  dem 
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Produet  des  positiven  Factors  (1— A)  in  den  absoluten  Betrag 
A^  der  Grösse   -    fiVi)-    Insofern  als  ly,  die  Stelle  der  Grösse 

p    -\-q    i  eingenommen  hat,  setzen  wir       /  i'/i)  =  t    +  m    i, 

und  haben  die  Gleichung  A^=Vp^^  +  u^^^^.  Vermöge  des- 
selben Lemmas  erhält  mau  einen  Werth,  weicherden  absoluten 
Betrag  der  Grösse  ?.  +  ifi  übersteigt,  sobald  man  eine  positive 
Grösse  ^,  die  den  absoluten  Betrag  von  jeder  der  Grössen 


(8) 


übertrifft,  auswählt  und  den  Ausdruck  bildet 

b,-f2  b,+8  n 

1 

Weil  aber  h  ein  positiver  echter  Bruch   und   daher  h  * 
ebenfalls  ein  positiver  echter  Bruch  ist,   so  wird  der  Ausdruck 
(li)  noch  weiter  vergrössert,  indem  die  sämmtlichen  vorkommen- 
den gebrochenen  Potenzen  von  A,  deren  Anzahl  n — 6,--l  be- 

bi+2 

trägt;  durch  die  Potenz  h  *  •  ersetzt  werden,  deren  Exponent 
der  niedrigste  ist.  Der  Betrag  der  Grösse  l  +  i/u  ist  somit 
kleiner,  als  der  den  Ausdruck  (9)  übertreffende  Werth 

bi+2 

(10)  ^n-b,-l)^h'"*" 

Aus  diesen  Gründen  liegt  der  absolute  Betrag  der  Grösse 

t\r^x-\' z    )  unter  dem  positiven  Werthe 

o 

_br|:2 

(11)  (1  -h)Vl^'^^  +t^'^'  +  (n-K  -  1)  **''*''', 

wo   der  Exponent      *  —  -    um   den    positiven   Bruch  -7-1  t~ 

grösser  ist  als  die  Einheit.  Es  lässt  sich  nun  die  reelle  posi- 
tive Grösse  h  so  annehmen,  dass  die  Bedingung 


b,+l 


(12)  l/^^«>'  +  u^<»S(n-6,-  l)?ßA 

eritillt  ist,   und  sobald  dies  geschieht,   wird  der  Ausdruck  (11) 

kleiner  als  der  Werth  k  ^^®^*+  w^®^*.    Mithin  wird   der  absolute 
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Betrag  der  Grösse — /"(i?,  +/^ )  kleiner  als  der  absolute  Betrag 


Oo 


der  Grösse  — fOji),  und  die  vorhin  angegebene  Forderung  ist 

erftlllt. 

In  unserem  Beispiele  war  fllr  17  ^  der  Werth  1  gefunden. 
Man  hat  demzufolge  x=l  +£  zu  setzen,  und  den  Ausdruck  zu 
bilden 

(13)  f{l  +  z)='--2  +  27ß*  +  30^«+  18^^  +  6  2;''+  3\ 

Da  ry  =1  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  f'(ij)=0 
ist,  so  ist  die  mit  b^  bezeichnete  Zahl  gleich  der  Einheit  und 
der  Factor  von  js^  in  der  Entwickelung  von  f(\-hjs)  kann  nicht 
gleich  Null  sein.  Demnach  ergiebt  sich  für  die  Grösse  l  die 
reine  quadratische  Gleichung 

(14)  27r«=2, 
welche  die  beiden  reellen  Wurzeln 

liefert.    Sowohl  wenn  die  eine  wie  auch  wenn  die  andere  ftir 

i!^^^gcwählt  wird,  muss  nach  der  aufgestellten  Vorschrift  die  Zahl 
^  grösser  genommen  werden,  als  jede  der  positiven  Grössen 

»(rf.-Q)'".«(.^,)'.(Är- 

(2  \  2         i 
^«1    <-o-  ist,   so   sieht  man  sogleich,    dsiss 

$=2  genommen  werden  kann.  Der  absolute  Betrag  v  f^^^  +  u^^  ^ 
der  Grösse  f(l)  ist  gleich  2,  die  Zahl  n  — 6,  -  1  =  4,  folglich 
gentigt  es,  die  Grösse  h  durch  die  Forderung 


ZU  beschränken.   Man  darf  deshalb  eine  der  beiden  Bestimmungen 
wählen 


1  1 

1  /    ^  V    .»-        1 


-  1  1 

sobald  h  *  kleiner  als   — ,  das  ist,  h  kleiner  als    ^  ^     genommen 

4  10 

wird. 
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§  64.    Fortsotmncr- 

Ans  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  §  ergiebt  sich,  indem 
ftlr  h  ein  den  aufgestellten  Bedingungen  genügender  besonderer 

Werth  Ji^  genommen  wird,   als   ein   für  x  zu  setzender  Werth 
der  folgende 


(1)  p    -hq    t  =  t]^'\'C  h  , 

wo  ^  eine  bestimmte  aber  beliebige  von  den  ft,  +  1  Wurzeln 
der  dortigen  Gleichung  (5)  ist.    Der  Werth  (1)  hat  die  doppelte 

Eigenschaft,  dassder  Betrag  der  Grösse  — f(l>  +Q^^^  i)  kleiner 
ist  als  der  Betrag  der  Grösse — /"(i^J,  und  dass  der  Betrag  .der 
Grösse   —  f^(p    +  q    i)  von   der  Null  verschieden  ist.    Wenn 

der  Betrag  der  Grösse  —f(p^^^+q^^U)  den  Werth  Null  erhält, 

so  ist  in  (1)  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  dargestellt 
und   unser   Ziel   erreicht.    Für  jeden    anderen    Fall   wird  das 

Verfahren  fortgesetzt.    Wir  substituiren  in       f{x)  statt  x  das 

Aggregat 

(2)  :r=/V  q^'U  +  ^ 

und  erhalten  vermöge  der  aus  §  49  entnommenen  Resultate  die 
nach  den  Potenzen  der  neuen  Veränderlichen  js  fortgehende 
Entwickelung 

(3)  L  f(pO^  +  q<'U  +  e) 

=  --fip    +q   ^)+~-f(p    +q    »)i^+.. 

«0  1*0 

^  1  rv'+ri)  n 

In   derselben    ist    nach  den    geltenden    Voraussetzungen 

weder  die  Grösse     -  f(p    +  q    i)  noch  die  Grösse — f  (»^*  +q    i), 

welclic  den  Factor  von  /s  bildet,  gleich  Null,  während  in  der 
Entwickelung  (3)  des  vorigen  §  der   Factor  von  s  stets  fehlt. 

Man  kann  nun  der  complexen  Grösse  js  einen  solchen  Werth  a 
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geben,  dass  der  Betrag  von  -f(p  ^  +  q^  i  +  J^^^ )  kleiner  wird 
als  der  Betrag  von      f(j)    +g^  i);  auch  muss  dann  gleichzeitig 

der  Betrag  von  — f'ip^  +  q^  i  +  ^^ )  von  Null  verschieden  sein, 

weil  der  Betrag  der  Grösse  /''(j)^^^+3^*W£^)llbcrhaui)tnurfür 
diejenigen  (w — l)Werthe  von  js  verschwinden  kann,  bei  denen  der 
Betrag  der  Grösse      f{p^^^+q^^^i  +  js;)  grösser  oder  gleich  dem 

Betrage  von       fOli)  und  deshalb  gewiss  grösser  als  der  Betrag 

1        -,      (1)     ,        (1)    .V      .     . 

von       f(j>    +q    t)  ist. 

^®  (2) 

Eine  Bestimmung  der  Grösse  z    wird  erhalten,  indem  man 

(3) 

verlangt,  dass  iWr  ß  =  z  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite 
von  (3)  gleich  dem  Product  des  negativ  genommenen  ersten 
Gliedes  in  eine  reelle  positive  unter  der  Eiyihdt  liegende  Grösse 
h  sei.  Diese  Forderung  ist  der  im  vorigen  §  zu  der  Bestimmung 
von  jsf  formulirten  Forderung  ähnlich,  unterscheidet  sieh  aber 
von  jener  wesentlich  dadurch,  dass  ^  durch  eine  reine  Glei- 
chung des  (6,  +  \)tc}%  Grades  gefunden  wird,  die  mindestens  votn 

Vi) 

zweiten  Grade  sein  nmss,  dass  dagegen  Itir  js  die  Gleichung  des 
ersten  Grades  auftritt 

W  -fiP+Q    *)'^  =  "~*n   ^^^^    "^^    *^- 

Wenn  für  eine  Grösse  C^^  die  Gleichung  aufgestellt  wird 

(5)  -fiP+Q   ^)^  =—  -f(P    +  (/    0, 

80  kommt 

(6)  /''=f'h 

und  die  Gleichung  (3)  verwandelt  sich  in  die  folgende 

1       ^/       (1)     .  (1)    .      .  U')v  1       ^/       (1)      ,  (1)   .V 

^   f(P    +Q    «^-^   )  =  —fiP    +(/    '^ 


(7) 


—  h--f(p    +q   i)  -{•  k  +  i fij 
a«  n!  '         * 
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Eh  werde  uan  ein  positiver  Werth  O  so  angenouimeDi 
dass  derselbe  grösser  ist,  als  der  absolute  Betrag  von  jeder  der 
Grössen 

«0  2!  -     '  '  *  ao  n!  '      ' 

dann  ist  nach  dem  in  §  61  bewiesenen  Ilülfssatze  der  absolute 
Betrag  der  Grösse  l+i^t  kleiner  als  der  Werth 

(9)  Q^^  /*•  +  D^'^  /*«  +  ...+  O^'^A", 

und,  weil  h  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  um  so  mehr  kleiner 
als  der  Werth 

(10)  (n—l)CS^^h* 

Vermöge  desselben  Motivs  ist  in  Folge  der  Gleichung  (7) 

der  Betrag  der  Grösse  —f{p^^^+  q^^^i  +  /^^)  kleiner,   als  die 


«o 


Summe  des  Betrages  der  Grösse  (1— A)  —  fCp^^^-^  g^'\*)undde8 
Betrages   der  Grösse  P.  +  i/i,   mithin,   sobald       f(p^^^+q  i) 

=  t^^^+  u^^^i  gesetzt  wird,  kleiner  als  die  Summe 

(11)  .  (1— A)l/'^)Vu^'>'  +  (n  — 1)D^*>A». 

Sobald  nun  die  reelle  positive  unter  der  Einheit  befindliche 
Grösse  h  so  gewählt  wird,  dass 

(12)  l^)%^^fi^>(n-l)0(*>Ä 

ist,  was  immer  angeht,  so  erhält  der  Ausdruck  (11)  einen  Werth, 

der  unter  dem  Werthe  v  ^^^*+  m^^^*  liegt.    Folglich  ist  der  ab- 
solute Betrag  der  Grösse-     fip^^-^  q^i-\-  /^^)  unter  den  ab- 

soluten  Betrag  ^P^^+  u^^^'  der  GtDhsg--  f(p^'^  +  q^^U)  herab- 


«ü 


gedrückt  und  das  Verlangte  geleistet. 

Wenn   man    in   dem   behandelten  Beispiele  die  Annahme 
macht 

^^^^  ^*    ~  2.16.16  <   16' 

so  kommt  gcniäsH  dein  (Tsten  Ausdrucke  in  (17)  des  vorigen  §, 

welcher  der  positiven  Wurzel   der  dortigen  Gleichung  (14)  ent* 

spricht 
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folglich,  da  >7,  =  1  ist, 

16" 


(15)  Z^+jtD.^l^     1 


Dadurch  entsteht  die  Entwickelung 

(16)  /•(J]+^)  =  ~    1,  93212ir, 

+    2,  8579890  J3 
+  30,  2775936  x?- 
+  23,  740500    js^ 
4-  19,  5375        ß* 
+    6,  6  z'' 

+  r\ 

Die  Grösse  C^^  erhält  hiernach  die  Bestimmung 

(17)  2,  857989  £^'^=  1,  9321216, 

und  der  positive  Werth  O     ist  grösser  zu  wählen,  als  jede  der 
Grössen 

31(C<^V,   24(C^-^>)\   20(l^^V,  Ti^'^)\    C^'^f; 
die  absoluten  Beträge  der  Cocfiicienten  sind  hier  immer  durch 

die  nächst  grossesten  ganzen  Zahlen  ersetzt  worden.    Weil  l 

gleich  einem  positiven  echten  Bruche  wird,  der  kleiner  ist  als 

3  (2)  /  3  \^ 

--,  so  genügt  für  O     die  Zahl  18,  welche  grösser  ist  als  311  *   1  . 

Der  absolute  Betrag  1/^^^*^'+  w^^^'  von  f  l  J^  iist  gleich  1,  9321216, 

mithin  verwandelt  sich  (12)  in  die  Ungleichheit 

(18)  1,  9321216  >  5.18  A. 

Fttr  einen  Werth  von  A,  welcher  dieselbe  befriedigt,  wird 

(3) 

/    durch  die  Gleichung 

C2)_  1,9321216 
^^^^  ^    -    2,857989  ^* 

determinirt 

§  65.    Fortoetznng. 

Das  in  dem  letzten   §  auseinandergesetzte  Vcriahrcn  kann 
in  dem  Falle,   dass   es  nicht  zu  der  directen  Darstellung  einer 


§  65.  FandamentaUatz  der  algebraischen  Gleichangeli.  d6d 

Wurzel  der  Gleichung  /  (|)  =  0  ftihrt,   beliebig  oft  wiederholt 
werden.    Denn   aus    einer  reellen  positiven  unter   der  Einheit 

liegenden,  die  dortige  Bedingung  (12)  erfllUenden  Grösse  A=ä^*^ 

ergiebt  sich  ein  Werth  z=^z    und  dadurch  ein  Werth  von  x 

/,x  (2)  (2)  .  (1)    .        (1).     .     U«)  -L 

(1)  p    +  q    %  =  p    +q    t  +  CA, 

bei  welchem  der  Betrag  der  Grösse  -  -f  {p^  +  q^  i)  =  i    +  u^^U 


«0 


kleiner  ist  als  der  Betrag  der  Grösse      f{p    -h  q^  i):=t^^  +  u    », 


'0 


und  der  Betrag  der  Grösse—  /*'(p^^^+  q^^^i)  nicht  verschwindet. 

Diese  beiden  Voraussetzungen  genügen  aber,  um  eine  Ent- 
wickelung 

(2)      J-/•(/>+g^^-t-.)=:iY(/'-4-(Z<^•)  + 

vorzunehmen,  welche  die  Anwendung  derselben  Operationen  ge- 
stattet, die  mit  der  Gleichung  (3)  des  letzten  §  vorgenommen 
sind.  Wir  können  also  in  der  That  successive  solche  Werthe  von 
X  aufstellen^ 

(0)    .        (0)  .        (1)    ,       (1)  .        (2)    ,       (2)  . 

p     •¥  q    t,  p     +  q    %,  p     -f-  g    t, . . . 
Aass  die  zugeordneten  Beträge  der  Grösse  — f{x) 


wofern  nicht  einer  derselben  den  Werth  Null  erhalt^  fortwahrend 
abnehmen. 

In  Betreff  der  Stärke  des  Abnehmens  lehrt  der  vorige  §, 
dass,   nachdem    der  reelle  positive    die    Einheit    übertreffende 

Werth  //^\  welcher  die  Stelle   des  daselbst  mit  Ä  bezeichneten 
Werthes  einnimmt,  so  gewählt  ist,  dass  er  der  Ungleichheit 

(3)  l^^'  +"w(»>"'>  (n  - 1)  D(^>  h^'^ 

genügt,  für  den  Betrag  \/^P^^  +  w^*>*  die  Ungleicheit 

(3*)    |/^^)'+ti('^^'<  ( 1  ~  Ä^^>)  l^^"  +~  i^""'  +  (n  -  1 )  Q^*^  Ä<'^ 
besteht;  auf  dieselbe  Weise   hat  man,  indem  die  entsprechend 
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gebildeten  Grössen  durch  fortlaufende  Zeiger  characterisirt  werden 

(4)  i^W+^<  (1  -  A^«>)  l^W+^  +  (n  - 1 )  Q^»>  h^\ 
[/'^^u^>  (n  -  1)  0^^>  }P\  u.  8.  f. 

Hieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  die  Beträge  V  <^^^'4-  m^*^*> 

r  if^^*  +  M^*^* ,  .  .  nach  und  nach  Meiner  werden  müssen,  als  eine 
beliebig  Meine  gegebene  Grösse  rf,  sobald  eine  positive  Grösse  Q 
existirtj  welche  grösser  ist,  als  die  sämmtlirhen  nach  einander  auf- 

erteilenden  Grössen  Q  ,  D  , . .  Wir  werden  zuerst  die  Voraus- 
seteung  der  Edstenjsf  einer  solchen  Grösse  Q  machen,  und  später 
die  Existene  selbst  nachweisen. 

Die  einzelnen  G Hissen  O  ,  O  , . .  mögen  gleich  von  vorne 
herein  so  gross  angenommen  sein,  was  stets  zulässig  ist,  dass 
die  Bedingungen 

(5)  \^W+^<  in  -  1)  a<'^>,  i^0^+  ti^'^)'  <  (n  -  1)  £i^'\ . . . 

(3) 

erftillt  sind.  Dann  muss  ein  Werth  h  ,  welcher  die  Ungleich- 
heit (3)  befriedigt,   von   selbst  ein  echter  Bruch  sein;  dasselbe 

gilt  von  den  Grössen  h  , . . .  Wir  treffen  nun  eine  solche  Wahl, 

(2")  ^ 

dass  h     gleich  der  Hälfte  des  echten  Bruches   wird,  unter  dem 

h^  liegen  soll,  verfllgen  in  entsprechender  Weise  über  7*  ,  .  .. 
und  erhalten  die  Gleichungen 

...  ,(2)  l^T^^W  (3)  [/'f2)-  +  ,,(2)« 

Dadurch  verwandelt  sich  die  Ungleichheit  (3*)  in  die  folgende 

) 
ebenso  hat  man 


(7) 


(8)  .  ,  X 

n.  8.  f. 

Die  Voraussetzung,  dass  die  sämmtlichenGrössenjQ   ,  Q   , .  . 
kleiner  bleiben  als  eine  bestinmite  Grösse  Q  bewirkt  nun,  dass, 

wenn  man  in  den  Ungleichheiten  (7),  (8)  die  Grr>ssen  JD   ,  JQ   , . . 
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respectivc  darch  Q  ersetzt,  die  in  den  Klammern  von  der  Ein- 
heit abzuziehenden  Grössen  kleiner  werden,  und  um  so  mehr 
die  Ungleichheiten  gelten 

(9)    1/^.c.T-r.-«  <i/^^^    ,  _  ^^-^ ), 

\  4  (n  —  I)  ^     / 

u.  s.  t. 

Es  ist  gegenwärtig  aber  nicht  möglich,  dass  fUr  eine  be- 
liebig weit  ausgedehnte  Fortsetzung  die  Beträge  v  ^^^*  -f-  ti^^^*, 

J/^2)«_^  «^'^^*, ...  immer  grösser  bleiben  als  eine  beliebig  kleine 
gegebene  positive  Grösse  (J,  oder  dieselbe  nur  erreichen;  sie 
müssen  vielmehr  schliesslich  unter  jede  Grösse  cJ  herabsinken. 

Gesetzt  es  wäre  \^i'^^  -i-  u^^>"  >  cJ,  I^^(^>'  -f  iP^>  d, . .  und 

zuletzt  fllr  eine  gewisse  Zahl  ^  auch  V  f^^^  +  m^^^*  >  d,  dann  würde 
man   in    den    Klammem    der  Formeln  (9),  (10)    die   Grössen 

[/■^(i)«  +  ,^(1)»  ^  I/"^2)»  4-  f/^)", . .  sämmtlich  durch  d  ersetzen  dürfen 
und  dadurch  die  zu  subtrahirenden  Ausdrücke  abermals  ver- 
kleinern; auf  diese  Weise  entstünden  die  Ungleichheiten 

Aus  denselben  folgt  durch  Multiplication  die  Ungleichheit 

(12)   |/"<t'^'+t/'"''<l^<">' +«('>*  (l  - -4(-„4t)-<?-P- 

Auf  der  rechten  Seite  befindet  sich  hier  die  (N—  l)te  Po- 
tenz des  echten  Bruches  1  — 77 1^:^-.    Dieselbe  wird,  wie 

4(w— 1)Q 

sich  aus  §  19  ergiebt,  bei  einem  wachsenden  Werthe  der  Zahl 
N  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  gegebene  Grösse.  Es  kann 
deshalb  die  Zahl  N  immer  so  gross   gewählt  werden,  dass  die 

in  den  Factor  v  i^^^  -*-  w^*^'  multiplicirte  Potenz  kleiner  wird  ab 
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die  Grösse  d.    Dann  würde  aber  die  Gonsequenz  eintreten,  dass 

sein  miisste,  während  nach  der  gemachten  Annahme 

sein  soll.  Wir  stosscn  damit  auf  einen  Widerspruch,  und  haben 
also  bewiesen  dass  unter   der  bezeichneten  Voraussetzung  die 

Beträge  l^f^^  +  u^'^^ ,  i^P^'+  w''>* , . . .  nach  und  nach  kleiner 
werden  müssen  als  jede  noch  so  kleine  gegebene  Grösse  d, 

%  66.    Fortsetsimg. 

Es  bleibt  jetzt  noch   zu  zeigen,   dass  es  stets  eine  positive 
Grösse  Q  gieht,  die  grösser  istj  als  die  sämnüliclhen  successive  zu 

bildenden  positiven  Grössen  D    ,  D    , . . .    Die  in  §  64  tlttr  Q 
aufgestellte  Bedingung  besteht  darin,  dass  dieser  Werth  grösser 
sein  soll,  als  der  absolute  Betrag  von  jeder  der  Grössen 

/n       1    /^   (jp    +  tf     0  a«)'      _l_   r_  (p    +  q    i)    ..(2)" 
^'^       a,  2!     '         -      '••  a„  "«!  -      ' 

während  c    den  Werth  hat 

die  auf  Q  , . .  bezüglichen  Bedingungen  gehen  aus  den  vor- 
liegenden durch  das  entsprechende  Vorwärtsschieben  der  Zeiger 
hervor.  Die  in  (1)  angettlhrten  Grössen  sind  Producte  aus  den 
durch   feste  numerische  Ausdrücke   dividirten  Ableitungen  der 

Function  -     f{x)  und  den  Potenzen  der  Grösse  c;  der  Betrag 

0 

jeder  einzelnen  Grösse  wird  erhalten,  indem  man  die  Beträge 
ihrer  Factoren  mit  einander  multiplicirt ;  wenn  daher  bewiesen 
wird,  wie  gleich  geschehen  soll,  dass  sowohl  die  Beträge  der 
sämmtlichen  mit  numerischen  Kennern  versehenen  Ableitungen 
stets  unter  einer   gewissen  Grösse   liegen,  wie  auch  dass  der 

Betrag  der  Grössen  c  ,  c  , . . .  immer  kleiner  bleibt  als  eine 
bestimmte  Grösse,  so  existirt   nothwendig  eine  Grösse  Q,  unter 

welcher  O    ^  O    ,. ,.  enthalten  sind. 
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Um  ilir  die  Beträge   der  durch  die  bezüglichen  Zahlenfa- 
cultäten  dividirten  AbleituDgen 

1  r(x)   1  rix)     1  /"^(rr) 


-  > 


a^      2!     '  a^      3!     '"  a«       n\ 
in  denen  statt  x  successive  die  Grössen 

P    +  «    h  P    +9    «j  •  • 
zu  substituiren  sind,   obere  Grenzen  festzusetzen,  erinnern  wir 
uns  des  in  §  61  bewiesenen  Resultats,  dass,  wenn  der  Betrag  r 
der  complexen    Grösse  i? -h  gt   grösser  gewählt  wird,    als   ein 
Werth  R,  der  die  dortigen  Bedingungen  (15)  erfllUt,  der  Betrag 

der  Grösse  — f{p'fqi)  =  t-¥ui  die  Bedingung 
(3)  Vi''~+^>  -  ~ 


»  +  1 

erftlllen  muss.  Nach  §  62  ist  der  Betrag  von  jeder  der  n  —  1 
Grössen  ^/n  ^a, . .  »?n-ii  durch  welche  die  Gleichung  f*{7j)  =  0 
befriedigt  wird,  nothwendig  kleiner  als  jeder  fUr  R  anwendbare 
Werth.  Nachdem  an  jener  Stelle  die  Wurzel  jy,  so  bestimmt 
ist,  dass  keiner  unter  den  Beträgen  der  Grössen 

—f(Vi)f  —f(Vi)  -i—f (»^ii-i) 

von  dem  Betrage  A^  der  Grösse  — /"(^J ^=t»  +  u^i  tibertroffen 

wird,  dann  Hlsst  sich  der  Werth  22  jedenfalls  so  gross  nehmen,  dass 

(4)  J^.-  >  l^^co? +"t,'^=  A, 

n  4- 1 

ist,  und  dies  möge  geschehen  sein.  Die  Bedingung  (4)  kann 
unter  Umständen  von  selbst  erfUllt  sein,  wie  sie  es  in  dem  be- 
handelten Beispiel  in  der  That  ist ;  denn  man  hat  dort  R  =  5, 

n  4-  1  =  7,  t^"^*  +  w^®^*  =  4.    Das  zu  der  Herstellung  der  Grössen 

^0)4-  ^(i)f^  ^^^^+  ^^^  i,  .  .  .    vorgeschriebene    Verfahren     liefert 

nur  solche  Beträge  1^^*  4^>' ,   VW^^^ , . .   die  kleiner 

sind  als  der  Betrag  V  f^^^  +  u^^^^.    Deshalb  kann  der  Betrag  r 

von  keiner  der  complexen  Grössen  j}^^  +  8  S  1>  +  2  *  i,.. grösser 
oder  gleich  der  Grösse  R  sein,  die  der  Ungleichheit  (4)  genUgt 
Denn  wofern  rP^R  ist,  so  folgt  fWr  den  Betrag  der  betreffenden 

Llpflobits,  Analynis.  IB 
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Grösse  —f{p  +  qi)  =  t  +  ui.  aus  der  Ungleichheit  (3)  die  Un- 
gleichheit 

(5)  Vt'  +  u^>  -  \_T->      It' 

n  4-  1  t*  +  1 

während  ans  (4)  die  Ungleichheit 

(6)  -^" ,  >  K<(«)^  +  H^'^'  >  Vi^~+u'' 
^                       n  +  1 

folgen  würde. 

Hiemit  erlangen  wir  die  Gewissheit,  dass  der  Betrag  von 
jeder  der  Grössen  2^  +  (J  i,  x>  •\'  q  ^ . .  welche  hei  dem  an- 
gewendeten Verfahren  auftreten  können,  kleiner  bleibt,  als  der 
bezeichnete  Werth  /?.  Dass  die  Grösse  ^/,=/>  +  et  /die- 
selbe Eigenschaft  hat,  ist  vorhin  erwähnt  worden.  Bei  der  geo- 
metrischen Interpretation  liegen  demnach  die  sämmtlichen  Punkte 

(0)   .        (0)  .         (1)    ,        (1)  .         (2)    .        (2)  .  •  1     11        1  -A 

?;,  =^  -f  3  i^  p  ■¥  q  h  p  -^  q  t,  .  .  innerhalb  des  mit 
einem  Radius  gleich  R  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises. 
Vermöge  des  mehrfach  angewendeten  IlUlfssatzes  aus  §  61  werden 
nun  die  Beträge  der  mit  ihren  Nennern  versehenen  Ableitungen 

l    r  (^)  _n(n— 1)    n-2      (n~l)  (m-2)  a,     n-.       ^  «„.^ 
^      2!      -       2!"  "^      "*"    "    "2!    -       «,  ^      -^"^    a„  ' 

a„       3!      ■"  3!  ^ 

(n-l)(w— 2)(w-3)   a,     n-A  «„-a 

^ _.jj        -f-..-!-       - 

3!  «o  «o 


(7) 


vergrössert,   indem   man      *   durch  seinen  Betrag  i,,    '   durch 


«0  «o 


seinen  Betrag  Z,  ersetzt  u.  s.  f.,  und  fllr  x  =  p  +  qi  die  Grösse 
R  substitnirt,  welche  grösser  ist  als  der  Betrag  r  von  p-\-qi. 
So  entstehen  fllr  die  betreflfenden  Werthe  die  oberen  Grenzen 

n(n—l)       pH-2,  (n— 1)(m-2)        ,     n»-»,       .    r 


(8) 


2!  2! 

«(«-l)(n— 2)pn-^       (w— l)(»-2)(n— 3),    „»-«.     ^  , 


Da  die  Grösse  R  den  Bedingungen  gcntlgt 


(9) 
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80  kann  man  die  einzelnen  in  (8)  angegebenen  Wertbe  noeh  grösser 

machen,  indem  man      .-;-  statt  Z-,  —  -  -    statt  Z»  setzt  u.  s.  f. 

n-l-1  *n+l  *         ' 

Dies  liefert  die  folgenden  Ausdrücke,  welche  nur  den  Werth  R 

enthalten 

(D  =-  ^**-^  ^l"*"!*? ""  ^)  ^lir  2)4-.. +2.1    ^n-a 

~2\(n+  1)  ^      ' 

_n(n—l)(n-2)  +  (n—l)(n-2)(n-f-3)-t-.. +3.2.1  pn-^i, 

31  (n+i)  ^ 

und  die  Eigenschaft  haben,  die  Beträge  der  durch  die  zugehörigen 
Zahlenfacultäten  dividirten  bezüglichen  Ableitungen  zu  übertreffen. 
Das  Vorhandensein  solcher  Ausdrücke  war  al)er  nachzuweisen. 

Die  Grössen  l   ,  l    , . .  werden  nach   der  Vorschrift  der 
Gleichung  (2)  erhalten,  indem  in  den  Ausdruck 

(10)  -  LiL±l'\ 

ttir  p  +  qi  nach  einander  die  Grössen 

P    "^  Q    h  P    "^  Q.    *  j  •  •  • 
eingesetzt  werden.  Für  die  Function  f*  {x)  des  (n—l)ten  Grades, 

welche  den  Nenner  bildet,    ist   in  §  62  unter  (5)  die  Zerlegung 

in  Factoren  des  ersten  Grades 

(H)  -     r  (^)  =  (^-«7i)  (^-  «?«).••  ipc—  JJn-i) 

oft 


angegeben  worden. 

Diese  für  jeden  Werth  von  x  gültige  Darstellung  erlaubt, 
statt  X  die  beliebige  complexe  Grösse  p  +  qi  zu  substitniren; 
dadurch  crgiebt  sich  eine  neue  Darstellung  für  den  Nenner  des 
Ausdruckes  (10)  und  der  vollständige  Ausdruck  verwandelt  sich 
in  den  folgenden 

(13)     - 


Bei  den  zur  Anwendung  kommenden  Werthen  von  p  ^^  qi 
nimmt  der  Zähler fip  +  Qi)  nur  solche  Werthe  an,  deren 

Betrag   kleiner    ist,   als   der   Betrag  K7^^*  +  w^  der   Grösse 
^  f(P^^  +  a'^^i)  =  -fiVil  «od  es  lässt  sich  fllr  jeden  Factor 


«0  « 
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des  Nenners  i>  +  3 1  —  ';g,  wo  ^  die  Reihe  der  Zahlen  1 , 2,  3, . .  n  —  1 

durchläuft,   eine   zugehörige   die  Null   übertreffende   Grösse  q^ 

bezeichnen,  welche  immer  kleiner  bleibt  als  der  Betrag  des  Factors. 

Die  Formel  (3)  des  §  63   enthält  die   nach   den   Potenzen 

der  Grösse  £r  geordnete  Entwickelung  der  Function      /*(Vi+^)- 

Wenn  in  der  Function  -     f(x)   die  Veränderliche  x  durch  das 

flu 

mit  der  Wurzel  fj^  gebildete  Aggregat  rj^  +  z  ersetzt  wird ,  so 
folgt  aus  denselben  Grundsätzen  die  der  Wurzel  //  entsprechende 
Entwickelnng 

die  Zahl  b  giebt  hier  nach  (4)  des  §  62  an,  eine  wicvielfachc 
Wurzel  i/g  von  der  Gleichung  f  [t])  =  0  ist,  und  es  leuchtet  ein, 
dass  solche  unter  den  Gleichungen  (13),  die  sich  auf  zwei  ein- 
ander gleiche  Wurzeln  beziehen,  zusammen  fallen.    In  §62  war 

der  absolute  Betrag  der  Grösse  -  firjj  gleich  A ,  gesetzt  wor- 
den,  ferner 

(U)  ^,  =  l^^'<«> V  t>^*', 

zugleich    darf    keine    der    Differenzen    Air— A^   negativ   sein. 

Weil     nun     der    Betrag    v  t^^^*  +  m^^^*    der   comi)lexen   Grcjsse 

~fip    +  7^  i)  unter  dem  Betrage  k  /^">*4-  ?/®^^  liegt,  so  kann 

immer  eine  von  Null  verschiedene  positive  Grr»sse  J  so  gewählt 
werden,  dass 

( 15)  l^^ V>>*  ^  K^»')"*  -f  ~u^^>  .  / 

ist.  Es  ist  aber  möglich  zu  zeigen,  dass,  wenn  in  der  Gleichung 

(13)  der  Betrag  von  r  nicht  über  einer  gewissen  Grösse  (>^  liegt, 

der  Betrag  von  -    f  {%-h  ^)  grösser  sein  muss,  als  die  Grösse 


A^  —  i. 

Aus  dem  Lemma  des  §61  ergiebt  sich,  dass,  sobald  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13)  statt  des  ersten  Gliedes 
dessen  Betrag  A^  gesetzt  wird  und  statt  der  sämmtlichen  übrigen 
Glieder  deren  Beträge,   netfotiv   ffnwwfnrn,  gesetzt  werden,  und 
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wenn  das  so  gebildete  Resultat  einen  positiven  Werth  hat,  der 

Betrag  der  linken  Seite     -  /"  (^g  +  ^)  grösser  als  jenes  Resultat 

oder  äussersten  Falles  demselben  gleich  sein  muss.  Wir  stellen 
jetzt  ttir  den  Betrag  von  z  die  Forderung  auf,  dass  der  Betrag 
von  jeder  der  Grössen 

«0    (^g+  1)!  «0       n\ 

kleiner  sei  als  die  positive  Grösse ^ .dann wird  das 

Aggregat  dieser  n  —  h^  Beträge  kleiner  als  die  Grösse -4^^ — -4,  +.7. 
Fügt  man  zu  dem  Betrage  A  dieses  Aggregat,  negativ  genom- 
meriy  hinzu,  so  ist  mithin  das  Ergebniss  grösser  als  die  Diffe- 
renz A^  —  (A^^  —  A^  +  J),  welche  den  die  Null  übertreflfenden 
Werth  A^  —  J  hat.  Folglich  ist  unter  der  ttlr  den  Betrag  von  jp 

aufgestellten  Bedingung  der  Betrag  der  Grösse  — /"(i^+j?)  grösser 

als  der  Werth  A^  —  J.  Die  in  Rede  stehende  Bedingung  kann  auch 
in  der  vorhin  angedeuteten  Gestalt,  nämlich  so  ausgedrückt 
werden,  dass  für  den  bestimmten  Werth  des  Zeigers  g  der  Be- 
trag der  Grösse  z  gleich  oder  kleiner  sei  als  eine  reelle  posi- 
tive Grösse  qi  q^  muss  dann  so  beschaffen  sein,  dass  der  Be- 
trag  von  jeder  der  Grössen 

«ö     («^g+  1)!    ^«      '"«0        n!       ^« 

A^  —  A^-\-J 
unter  der  Grösse t Hegt. 

Wenn  in  der  Gleichung  (13)  die  Grösse  rj^  +  z=2^  "^  Qi 
gesetzt  wird,  so  ist  jßr=^+  qi  —  ri^.  Das  so  eben  abgeleitete 
Resultat  hat  demnach   den  Inhalt,   dass  der  Betrag  der  Grösse 

—  fip  +  qi)  grösser  sein  muss,  als  der  Werth  A^  —  J,  sobald 


«o 


ttir  einen  bestimmten  Werth  des  Zeigers  g  der  Betrag  der  Grösse 
/)  +  qi—fja  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  definirte  Werth o. 
Der  Betrag  der  Grösse  p-hqi  —  r;g  ist,  geometrisch  gedeutet, 
das  Mass  des  Abstandes  zwischen  den  beiden  Punkten  der  Ebene 
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p  +  qi  und  t] .  Nach  den  getroffenen  Annahmen  hat  die  Glei- 
chung  /'  (ij)  =  0  die  Anzahl  6^  von  Wurzeln,  die  gleich  einer 
bestimmten  Wurzel  /;_  sind,  und  es  sollen,  was  offenbar  immer 
möglich  ist,  die  Grössen  q^,  welche  zu  gleichen  Wurzeln  rj^  ge- 
hören, dann  auch  zusammenfallen.  Wir  denken  uns  nun  um 
jeden  Punkt  rj^  der  Ebene  mit  dem  zugeordneten  Werthe  q^  als 
Radius  einen  Kreis  beschrieben.  Ein  Punkt  p  +  qi  der  Ebene 
liegt  innerhalb  des  um  den  Punkt  ij^  beschriebenen  Kreises, 
oder  auf  demselben  oder  ausserhalb  des  Kreises,  je  nachdem 
der  Betrag  der  Grösse  p-^qi  —  rj^  kleiner  als  q  ,  gleich  g  oder 
grösser  als  g^  ist.  Wir  erkennen  also,  dass  der  Betrag  der  Grösse 

—  f(P  +  Q'0>  welcher,  sobald  der  Punkt  2>  +  qi  u^it  dem  Gen- 

trum  Tj  zusammenfällt,  gleich  A  wird,  grösser  bleiben  muss, 
als  die  Grösse -4i — J,  wofern  der  Punkt  j>  4- ^  i  innerhalb  eines 
bestinmiten  jener  Kreise  oder  auf  der  Peripherie  von  einem 
jener  Kreise  liegt. 

Nach    der   Ungleichheit   (15)    ist    die   Grösse    A^  —  J= 

k^<"co)«  +  ^co)»_  j  grösser  als  derWertb  l^^^'^V  u^'^\  folglich 
muss  der  Betrag  der  Grösse  — fip-^qi)  auch  grösser  sein  als  der 

Werth  r  ^*^*  -H  w^^^*,  so  lange  fllr  einen  einzelnen  Zeiger  g  der 
Betrag  der  Grösse  ^  + ^i  —  i^^   kleiner  oder  gleich  g^  ist.     Der 

Betrag  der  Grösse — fip-^qi)    iöt   aber    ftlr  die    Substitution 

p^qi=  p^'^  +  q^^U  gleich  dem  Werthe  i^t^'^'  +  ti^'"^"  selbst, 
und  für  alle  bei  dem  erörterten  Verfahren  später  vorkom- 
menden  Bestimmungen    der   Grösse  i^  4-  ^  t    kleiner    als    der 

Werth  V  ^*^*  4-  m^^^*  .    Es  muss  daher  ftir  alle  bezeichneten  an 

die    Stelle    von    p-^-  qi     zu    setzenden    Grössen    p     4-  (?    r, 

p^  -h  q    i,  .  .  jeder  einzelne  der  Beträge  2^  +7* —  'Ja   grösser 

sein  als  der   zugeordnete  Werth  g  ,     Diese    Thatsaehe    lautet 

in  der  geometrischen  Sprache  so ,  dass  alle  Punkte  2>^  +  q^  i^ 

p  4-  g  t . . . ,  welche  durch  unser  Verfahren  successive  erhal- 
ten werden,   ausserhalb    der  einzelnen  Kreise  liegen   müssen. 
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welche  um  die  Punkte  17    mit  den  zngeordneten  Radien  g     be- 

schrieben  sind,  und  correspondirt  mit  der  vorhin  erwähnten 
Eigenschaft,  das»  alle  jene  Punkte  sich  innerhalb  des  Kreises 
befinden,  der  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  R  be- 
schrieben ist. 

Der   Betrag    des  Products    Ö>  +  gi  — #;,)(/?  + gi  —  i;,)  .  . 
(/>  +  gi— ly^  j)  ist  gleich  dem  Product  von  den  Beträgen  seiner 

Factoren  und  bildet  daher  das  Mass  iUr  das  Product  aus  den 
Abständen  des  Punktes  p  -h  qi  von  jedem  der  Punkte  %.    Da 

der  Betrag   des    Factors    P  +  qi  —  rj^   grösser    bleibt    als    die 

Grösse  q^  ,  so  ist  der  Betrag  des   Products   nothwendig  grösser 

als  das  Product 

Hieraus  folgt;  dass  der  Betrag  des  Ausdruckes  (12),  bei  dem 
der  Betrag  des  Zählers,  wie  schon  erwähnt,  unter  der  Grösse 

1^^"^* +1«^^^*  liegt,  Ittr  alle  in  Rede  stehenden  Bestimmungea 
der  Grösse  p  +  qi  kleiner  ist  als  der  Werth 

(18)  — J — ±^ , 

und  damit  ist  unserer  Behauptung  gemäss  ein  Werth  an- 
gegeben, über  welchen  hinaus  die  Grössen  c  ,  t  >  •  •  •  niemals 
wachsen   kimnen.     Auf  diese   Weise   steht   die  Existenz  einer 

Grösse  Q  fest,  unter  welcher  d!^\  £l^^\ . .  liegen  müssen.  Daher 
ist  es  jetzt  unbedingt  bewiesen,  dass  die  succcssive  zu  bildenden 

nach  und  nach  kleiner  werden,  als  eine  beliebig  kleine  ge- 
gebene Grösse. 

Wir  wollen  uns  jetzt  noch  davon  überzeugen,  dass  sowohl 
der  reelle  wie  der  imaginäre  Theil  von  den  erhaltenen  Werthen 

7/'^  +  q    i,  p^  +  q^^  i,..p^  ^ -¥  q^    t , . .  einer  bestimmten  Grenze 

beliebig  nahe  kommt.  Die  mit  t/  und  T^^'  bezeichneten  Grös- 
sen werden  nach  §  64  und  der  Formel  (10)  dieses  §  durch  die 
Gleichungen 
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(19) 


r    =- 


JN+1)__  __ 


1    ^,    (N)     ,       (N)  .V 

^0 

1     /.w     (N)     ,       iN)    .. 


dargestellt.  Weil  hier  der  Betrag  des  Zählers  flir  ein  hinreichend 
grosses  N  kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse, 
der  Betrag  des  Nenners  aber  stets  grösser  bleibt  als  das  Prodnet 
(17),   welches   q>^  genannt    werden   möge,   so  wird  der  Betrag 

von  L  und  C  selbst  beliebig  klein.  Man  darf  sieh  deshalb 
das  Verfahren  so  weit  fortgesetzt  denken,  dass  es  zulässig  ist,  bei 

der  Bestimmung  der  Grösse  p     -^  q     i  die  zugeordnete  Grösse 

h  =1  zu  nehmen.  Hierzu  ist  wegen  der  Gleichung  (7)  des 
§  64  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Betrag  des  Aus- 
druckes 

(20)      i_    f     (P  +  g  ^)       J;(N)«   ^ 

a..  2 ! 


+  -    - — ^^- 


,         Äji)  ,    (N— 1)  (N— 1)  .. 

t 

1      -.    (N-1)  .       (N--1) 


a,,  ni 


kleiner  sei  als  der  Betrag  des  Ausdruckes  -    /"(p       +  g  "    i). 
Alsdann  setzt  man 

/oi\  (N)    ,      (N).  (N-l)   ,       (N-1).    .     UN) 

(21)  p     +g    x=p      '+0"      t+r  , 

und  die  Grösse — f(p      -^q     i)  wird  dem  Ausdrucke  (20)  gleich. 

In  dem  Ausdrucke  (20)  mögen  die  Ableitungen 

«0  '  2!  '  '  '  a,  '  n! 

respective  durch  die  in  (9)  dieses  §  enthaltenen  positiven  Wcrthe 
ersetzt  werden,  welche  immer  grösser  sind  als  die  entsprechen- 
den Beträge,  und  die  Grösse  ^^^  durch  ihren  Betrag  ^^^^dann 
entsteht  ein  Aggregat,  das  nach  unserem  Lemma  grösser  als  der 

Betrag  von  (20)  oder  ihm  höchstens  gleich  ist.  Für  ff^^  wird  die 
für  einen  hinreichend  grossen  Werth  der  Zahl  N  stets  erfüllbare 
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Forderung  aufgestellt,  dass,  während  c  eine  reelle  positive  unter 
der  Einheit  liegende  Grösse  bedeutet, 

(22)  «D.  «<^'+  0),  (ö^)'  +  . . .  +  a>„  (n°"'  <  c  9>. 

sei.    Dann  folgt  fUr  das  angedeutete  Aggregat  die  Ungleichheit 

(23)  a),(0'  +  ö>,(ft^r +  ...  +  a)„  (fl^)"<c.p.  «r 

Nun   lehrt   der   Ausdruck  von    if^  in  (19),    dass  qf^  0^^^ 

kleiner  ist  als  der  Betrag  der  Grösse  — f(p^^^^+  ^  ~^^t)i  und 

wir  sahen  ausserdem,  dass  der  Betrag  des  Ausdruckes  (20) 
kleiner  oder  gleich  der  linken  Seite  von  (23)  ist  Mithin 
zieht   die   Forderung  (22)    die   Folge   nach    sich,   dass  die  itir 

L  aufgestellte  Bedingung  erfüllt  ist.  Da  ferner  der  Aus- 
druck    (20)    gleich   der    Grösse     -  fip      -{-q     i)  ist,  so  muss 

der  Betrag  0^  ^  der  Grösse  l  ^  nach  (19)  kleiner  sein  als 
der  Betrag  des  Ausdruckes  (20),  durch  die  Grösse  q)^  di- 
vidirt,    welche   selbst   kleiner   ist   als   der  Betrag  des  Nepners 

r(p     +  Q^i)'  Der  Betrag  ß^^'^^^  muss  deshalb  vermöge  der 

Ungleichheit  (23)  auch  kleiner  sein,  als  der  Werth 


<P1 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  weiter,   dass  aus  der  Ungleich- 
heit (22)  die  Ungleichheit 

(24)  0,0'"*''  +  ö>3  (fl'«^^')v . . + oM''^''r'«^<p^ 

abgeleitet  werden  kann,  und  darum  ist  es  gestattet,  durch  den- 
selben Process    mittelst   dessen  p^^^  -H  q    i  aus  jp  "    4-  g  ~    » 

erhalten  wurde,  p^^'^^^  -{-  g^^"*"^  t  aus  ^™  +  q^  i  zu  erzeugen,  und 
diesen  Process  stets  zu  wiederholen.  Der  Kern  der  Betrachtung 
liegt  in  dem  gelieferten  Nachweise  der  mit  der  reellen  posi- 
tiven unter  der  Einheit  liegenden  Grösse  c  gebildeten  Un- 
gleichheit 
(25)  fl'^-^Vcö^. 


Da  alle  bezüglichen  Umstände  bei  den  folgenden  Schnitten 
dieselben  sind,  so  gelten  die  ferneren  Ungleichheil 
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(26)  «^»«><c  ö''*-^",  ß'''*''<ce'''*'\  .  .  . 

In   Folge   der  Gleicbnng  (21)   ist  ilir  eine  beliebige  den 
Wertb  N  tibertreflfende  Zabl  N' 

(27)  y^'^+  q''''\=p''^  +  2^^-^»+  r^"'-^'>+  f^''+  .  .  +  C^^"\ 

daber  muss  der  Betrag  der  Diflferenz  p^^^+  q^^  ^  i  —  (^^  V  q^^  i) 
kleiner  sein,  als  das  Aggregat  der  Beträge 

(28)  flt'»+"+öt''+«  +  ...  +  «i'>-) 

Dieses  Aggregat  ist  aber  in  Folge  der  Ungleicbbeiten  (25) 
und  (26)  kleiner  als  die  Sanime 

N'    N+l 

(29)  .     ft^''\c  +  r-+c»  +  ..+/'"'')  =  f^^''^-''    /' 

'  l  —  c       ' 

c  —  c  .     c 


und,  weil  c  ein  positiver  eebter  Brueb  und j-_ <    _    ist, 

aucb  kleiner  als  der  Ausdruck 

(30)  ^™     ^ 


1  — c 

Allein  der  positive  echte  Bruch  v  kann  nach  Willkür  kleiner 
genommen  werden  als  irgend  eingegebener  Werth,  darum  hat  aucb 

der  Ausdruck  H^      _^     dieselbe  Eigenschaft,   und   es   leuchtet 

ein,  dass  der  Betrag  der  Diflferenz  j^^^^+  q^^ i  —  (^/^V  ([^  l) 
für  einen  passend  gewählten  Werth  von  c  kleiner  wird  als  eine 
beliebig  kleine  gegebene  Grösse,  wie  gross  auch  immer  die 
Zahl  N*  genommen   werde.     Das    beisst   aber   nichts  anderes, 

als  dass   sowohl   der  absolute  Werth  der   DiflFereuz  y^^— jf/^^ 

als  auch  der  absolute  Werth  der  Diflferenz  q     —  q       beliebig 


(N)    .  (N  +  l) 


7  •  • 


klein  wird,  oder  dass  sowohl  die  bestimmten  Grössen  ^^  \p 
gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergiren  wie  auch  die  be- 
stimmten Grössen  q^  ,  q^  ^\  . . .  gegen  einen  festen  Grenz- 
werth convergiren,  wie  behauptet  worden  war. 

Hiermit  ist  also  die  Existenz  einer  Wurzel  für  die  beliebig 
gegebene  Gleichung  des  nten  Grades  /'(^)  ==  0  in  vollständiger 
Allgemeinheit  bewiesen. 


L 
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§  67.    Zerlegung  einer  rationalen  ganzen  Function  eines  be- 
liebig hohen  Grades  von  einer  Variable  in  Faotoren  des  ersten 

Grades« 

0 

\ 

Nachdem  in  §  45  der  Satz  bewiesen  war,  dass  die  Zer- 
legung einer  rationalen  ganzen  Function  des  nten  Grades  von 
X  in  Factoren  des  ersten  Grades,  wenn  sie  überhaupt  bewerk- 
stelligt werden  kann,  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist, 
wurde  auf  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  Satze  (2)  des 
§  7  hingewiesen,  dass  jede  ganze  Zahl  nur  auf  eine  einzige 
Weise  als  ein  Product  von  Primzahlen  dargestellt  werden  kann, 
und  es  wurde  zugleich  betont,  dass  zwar  die  Zerlegbarkeit  jeder 
ganzen  Zahlen  in  ein  Product  von  Primzahlen  dargethan  sei, 
dass  aber  noch  entschieden  werden  müsse,  ob  eine  gegebene  ra- 
tionale ganze  Function  einer  Veränderlichen  x  immer  in  Factoren 
des  ersten  Grades  zerlegt  werden  könne.  Durch  die  so  eben 
vollendete  Untersuchung  ist  für  jede  gegebene  Function  des 
nten  Grades  f  (x)  die  Existenz  einer  Grösse  §  begründet  worden, 
vermöge  deren  f(^)  gleich  Null  wird ;  hieraus  folgt  nach  dem 
Satze  (1)  des  §  43,  dass  f(x)  gleich  dem  algebraischen  Product 
des  Factors  a;  — f  in  eine  Function  des  (w — l)ten  Grades  f^{x) 

ist,  in  welcher  x"~  denselben  Coefficienten  a^  hat,  mit  dem  x 
in  der  Function  f(x)  multiplicirt  war.  Da  nun  auch  fllr  alle 
Functionen  von  niedrigerem  als  dem  wten  Grade  die  Existenz 
einer  Wurzel  der  entsprechenden  Gleichung  feststeht,  so  bringt 
das  im  §  45  entwickelte  Verfahren,  wie  schon  in  §  62  erwähnt 
worden,  die  verlangte  Zerlegung  hervor 
(1)  f{x)  =  aAx-S,){x-^,)  .  .  ,{x-^J. 

Atis  diesen  Gründen  ist  die  Zerlegung  einer  rationcäen 
ganzen  Function  des  nten  Grades  von  x  in  n  Factoren  des  ersten 
Grades  stets  möglich  und  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich^ 
gerade  so,  une  die  Zerlegung  einer  gegebenen  ZaJil  in  Prim- 
factoren  immer  möglich  und  nur  aufei^ie  einzige  Weise  möglich  ist. 

Der  angeführte  §  43  erhält  die  Definition,  dass,  wenn  eine 
rationale  ganze  Function  f{x)  fllr  ein  unbestimmtes  x  als  ein 
Product  von  zwei  rationalen  ganzen  Functionen  von  x  dargestellt 
werden  kann,  jede  der  beiden  Functionen  ein  algebraischer 
Theiler  von  f{x)   genannt  wird;   vermöge  dieser  Definition  ist 
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dann  eine  rationale  ganze  Function  des  nullten  Grades  oder  eine 
reine  Constante  ein  algebraischer  Theiler  von  jeder  rationalen 
ganzen  Function.  Sobald  nun  zwei  rationale  ganze  Functionen 
von  X  gegeben  sind,  f{x)  vom  nten  Grade,  und  (j(x)  vom  sten 
Grade,  so  lässt  sich  die  Frage  nach  der  Function  des  hfJcJ^ten  Grades 
der  Variable  X  auf  werfen,  welche  ein  gemeinsamer  T/wilcr  von  f(x)  und 
von  g(x)  ist.  Eine  Constante  ist  stets  ein  gemeinsamer  Theiler 
von  f{x)  und  g  {x) ;  wenn  es  daher  keinen  gemeinsamen  Theiler 
giebt,  der  von  höherem  Grade  als  dem  nullten  Grade  ist,  so 
wendet  man  den  Ausdruck  an,  dass  f(x)  und  g  (x)  ohne  gemein- 
samen Theiler  sind.  Der  gemeinsame  Theiler  des  höchsten 
Grades  in  Bezug  auf  x,  welchen  f(x)  und  g  {x)  haben,  wird  ihr 
grossester  gefneinsamer  Theiler  genannt. 

Für  die  Ermittelung  des  grossesten  gemeinsamen  Theilers 
von  den  Functionen  f{x)  und  g(x)  maclit  es  einen  wesentlichen 
Unterschied,  ob  man  sieh  des  Satzes  von  der  Zerlegbarkeit  jeder 
rationalen  ganzen  Function  in  Factoren  des  ersten  Grades  be- 
dienen darf  oder  nicht.  Wir  wollen  zunächst  die  Anwendung 
dieses  Satzes  gestatten. 

Es  sei  q{x)  eine  Function  von  x,  die  in  f(x)  und  in  g(x) 
aufgeht  und  so  besehaflfen  ist,  dass  keine  Function  eines 
höheren  Grades  als  q{x)  zugleich  in  f{x)  und  g{x)  aufgehen 
kann;  auch  darf  verausgesetzt  werden,  dass  die  luiclistc  Potenz 
von  x^  die  in  q  (x)  vorkommt,  den  Cocffieienten  Eins  habe.  Die 
Function  f{x)  werde  wie  früher  bezeichnet  und  liefere  die  in  (1) 
gegebene  Zerlegung;  die  Function  g{x)  habe  den  Ausdruck 

(2)  g{x)  =  e^x^  +  e^x^-^  -H  .  .  +  Cg 
und  sei  folgendermassen  zerlegt 

(3)  g{x)  =  e^{x-'0)^){x—(ü^) .  .  .  {x—(oJ. 

Das  Vorhandensein  des  grossesten  gemeinsamen  Theilers 
q{x)  zieht  jetzt  die  beiden  Gleichungen  nach  sich 

(4)  f{x)  =  a^ß(x)Q  {x\  g (x)  =  e,y  (x)  q  (.r), 

wo  vermöge  des  Satzes  (1)  in  §  44  der  Coefficient  der  hr)chsten 
Potenz  von  x  sowohl  in  ii(x)  wie  in  y{x)  die  Einlicit  ist,  und 
wo  die  Functionen  ß{x)  und  y{x)  Jceifieti  gemeinsamen  Heiler 
haben  dürfen;  denn  hätten  sie  einen  solclien,  so  würde  das 
Product  dieses  Theilers  mit  q(x)  ein  gemeinsamer  Theiler  von 
\x)  und  g(x)  sein,    der   einen   höheren  Grad  hätte    als   q{x). 
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Nun  können  sowohl  ^(^r)  wie  auch  ß(x)  und  y{x)  in  Folge 
des  anzuwendenden  Satzes  in  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegt 
werden,  in  denen  allen  die  Veränderliche  x  den  Coefficienten 
Eins  hat,  den  Fall  ausgenommen,  dass  eine  der  betrefTenden 
Functionen  vom  nullten  Grade  folglich  in  diesem  Falle  selbst 
gleich  der  Einheit  ist,  und  zwar  ist  die  Zerlegung  nur  auf  eine 
einzige  Weise  möglich.  Ist  diese  Zerlegung  geschehen,  so  wird 
das  Product  ß{x)Q{x)  gleich  einem  Product  von  Factoren  des 
ersten  Grades,  und  das  Product  y{x)  q{x)  ebenfalls  gleich  einem 
Product  von  Factoren  des  ersten  Grades;  das  erstere  kann  we- 
gen der  Gleichung  (1)  von  dem  Product  (x—^^)(x—^^)  • .  (a;— ^J, 
das  zweite  wegen  der  Gleichung  (3)  von  dem  Product  {x — lo^) 
(x—co^) . . .  {x — oj^)  nur  in  der  Anordnung  verschieden  sein.  Es 
müssen  daher  die  Factoren  x—^^yX'-^^,...x—^^  in  zwei  Gruppen 
zerfallen,  dergestalt,  dass  das  Product  der  Individuen  der  einen 
Gruppe  gleich  ß(x)  und  das  Product  der  Individuen  der  an- 
deren Gruppe  gleich  q{x)  wird;  desgleichen  müssen  die  Factoren 
X — w,,  x—o)^, . .  x—it)^  in  zwei  Gruppen  zerfallen,  von  denen  die 
eine  ein  Product  gleich  y(x\  die  andere  ein  Product  gleich 
q{x)  ergiebt.  Die  Functionen  ß(x)  und  y(x)^  welche  ohne  ge- 
meinsamen Theiler  sein  sollen,  dürfen  nicht  für  denselben  Werth 
x^f  von  X  verscliwinden,  denn  sonst  hätte  sowohl  ß{x)  wie  y{x) 
den  gemeinsamen  Theiler  x—ip.  Es  darf  deshalb  kein  Factor 
des  ersten  Grades  von  ß  (x)  einem  Factor  des  ersten  Grades  von 
y(x)  gleich  sein.  Die  Bestimmung  der  Function  q{x)  erfolgt 
mithin  dadurch,  dass  ermittelt  wird,   welche  von  den  Factoren 

gleichzeitig  unter  den  Factoren 

(6)  (x—(o^\  {x—o)^) . . .  (x—w^) 

vorkommen.     Ein  Factor  in  (5)  wird  einem  Factor  in  (6)  dann 

und  nur  dann  gleich,  wenn  die  zugehörige  unter  den  Grössen 

^,,..^jj  mit  der  zugehörigen  unter  den  Grössen  w,,  w^,  . . .  w^ 

zusammenrällt.  Kommt  dies  überhaupt  nicht  vor,  so  hat  man 
^(a:)=l,  und  die  Functionen  f{x)  und  g{x)  sind  ohne  gemein- 
samen Theiler.  Wofern  aber  der  genannte  Fall  eintritt,  so 
müssen  alle  Grössen  aufgesucht  werden,  die  sich  sowohl  unter 
den  ^,,..^jj,  wie  auch  unter  den  lo^,  w^,  . .  w^  befinden,  das 
heisst  alle  diejenigen  Grössen,  welclm  sowohl  Wurzdn  der  Glet- 
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ckung  f{^)  =  0  wie  auch  der  Gleichung  g{a})  =  0  sind,  und  dann 
ist  das  Prodnct  der  zugeordneten  in  (5)  und  (6)  gemeinsam  auf- 
tretenden Factoren  gleich  der  gesuchten  -Function  q{x).  Da- 
durch werden  ß{x)  und  y(x)  beziehungsweise  die  Productc  von 
den  übrig  bleibenden  Factoren  aus  (5)  und  aus  (0),  und,  wie 
verlangt  worden,  ist  unter  den  Factoren,  die  ß  {x)  bilden,  keiner 
von  denen  vorhanden,  die  y{x)  ausmachen.  Es  leuchtet  hier- 
nach ein,  dass  die  Function  gix),  bei  der  die  höchste  Potenz 
von  X  den  Goefficienten  Eins  haben  soll,  vollständig  bestimmt 
ist,  und  dass  es  also  ftir  zwei  ganze  Functionen  f(x)  und  g(x) 
nur  einen  einzigen  grossesten  gemeinsamen  Theiler  giebt; 
solche  Theiler,  die  sich  nur  durch  die  Multiplication  mit  Con- 
stanten unterscheiden,  .werden  nicht  als  von  einander  verschie- 
dene Theiler  angesehen. 

Die  mitgetheilte  Methode  zur  Aufsuchung  des  grossesten 
gemeinsamen  Theilers  von  zwei  Functionen  f{x)  und  g{x)  ent- 
spricht dem  in  §  8  auseinandergesetzten  Verfahren  zu  der 
Aufsuchung  des  grossesten  gemeinsamen  Theilers  von  zwei 
ganzen  Zahlen,  fttr  welche  die  Zerlegung  in  Primfactoren  ge- 
geben ist.  Der  §  5  enthält  ein  Verfahren,  um  den  grossesten 
gemeinsamen  Theiler  von  zwei  ganzen  Zahlen  zu  bestimmen, 
wobei  von  der  Zerlegung  einer  Zahl  in  einfache  Factoren  nicht 
gesprochen  wird,  und  zwar  bildet  das  erwähnte  Verfahren  die 
Grundlage  für  den  vorgetragenen  Beweis  des  Satzes,  dass  eine 
Zahl  immer  nur  auf  eine  Weise  als  ein  Product  von  Primfactoren 
dargestellt  werden  kann. 

Es  lässt  sich  nun  durch  ein  Verfahren,  welches  dem  be- 
zeichneten genau  nachgebildet  ist,  der  grosseste  gemeinsame 
Theiler  von  zwei  ganzen  Functionen  f{x)  und  g{x)  aufsuchen, 
ohne  dass  man  den  Satz  von  der  Zerlegbarkeit  der  ganzen 
Functionen  in  Factoren  des  ersten  Grades  voraussetzt,  und 
dieses  Verfahren  soll  demnächst  entwickelt  werden. 

I  68.  Aufimoliiui^  des  grossesten  gemeinsamen  Theilers  von 
iwei  g&nsen  Fnnotionen  einer  Variable. 

Die  gegebenen  Functionen  f{x)  und  g(x)  können  entweder 
von  verschiedenen  Graden  oder  von  demselben  Grade  sein; 
es  wird  angenommen,  dass   der  Grad  n  der  erstercn  niedriger 
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oder  doch  wenigsten»  nicht  höher  sei  als  der  Grad  s  der  letzteren. 
Damit  diese  Unterscheidung  mit  Sicherheit  getroffen  werden 
kann,  muss  es    feststehen,    dass   weder  der  Coefficient  a»  des 

höchsten  Gliedes  a^  a^  von  f{x)  noch  der  Coefficient  e^  des  höch- 
sten Gliedes  e^x^  von  g{x)  gleich  Null  ist.  Es  lässt  sich  nun 
eine  ganze  Function  q  {x)  des  (.9— n)ten  Grades  und  eine  Function 
r{x\  die  von  niedrigerem  Grade  als  dem  nten  Grade  ist,  so  be- 
stimmen, dass  flir  ein  bestimmtes  x  die  Gleichung 

0)  9{^)  =  R^)a{^)-^r{x) 

erfüllt  ist.  Ein  zu  diesem  Ziele  ftlhrendes  Verfahren  wird  die 
nach  den  fallenden  Potenzen  der  Veränderlichen  x  geordnete  Di- 
vision der  ganzen  Fmiction  g{x)  durch  die  ganze  Function  f(x) 
genannt;  in  Bezug  auf  dasselbe  wiederholt  sich  die  in  §  11 
gemachte  Bemerkung,  dass  man  mit  dem  Namen  der  Division 
verschiedene  Gattungen  von  Begriffen  bezeichnet.  Nachdem  die 
ganzen  Functionen  f{x)  und  g{x)  nach  den  fallenden  Potenzen 
der  Veränderlichen  x  geordnet  sind,  beginnt  das  Divisionsver- 
fahren damit,  dass  in  der  Function  g{x)  die  Glieder,  die  von 
höherem  Grade  als  n  und  vom  Grade  n  sind,  durch  das  höchste 

Glied  a„ x'  der  Function  f{x)  dividirt  werden,  so  dass  die  ganze 
Function 

B— n  •— D— 1 

(2)  _?o5 +_ii^ +..+   ^-- 


«0  «o  «0 


entsteht.  Diese  wird  mit  f{x)  multiplicirt  und  das  Product  von 
g{x)  subtrahirt;    weil   das  Product  mit    dem   höchsten  Gliede 

e^a;"  beginnt,  so  ist  die  bezeichnete  Differenz  von  niedrigerem 
als  dem  ^ten  Grade.  Wofern  die  Differenz  zugleich  von  nie- 
drigerem als  dem  nten  Grade  ist,  so  ergiebt  sie,  indem  die 
Function  (2)  für  q{x)  genommen  wird,  die  in  der  Gleichung  (1) 
mit  r{x)  bezeichnete  Function.  Wenn  dagegen  jene  Differenz 
nicht  von  niedrigerem  als  dem  nten  Grade  ist,  so  kann  mit  der- 
selben ebenso  verfahren  werden,  wie  mit  g{x)  verfahren  ist; 
man  erhält  eine  neue  Function  an  der  Stelle  von  (2)  und  in- 
dem man  diese  Function  mit  g{x)  multiplicirt  und  von  der  ersten 
Differenz  subtrahirt,  eine  neue  Differenz,  welche  von  niedrigerem 
Grade  ist  als  die  erste.  Weil  aber  die  Zahl  s  eine  endliche  ist, 
so  muss  man  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Wiederholungen  der 
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Operation  zuletzt  dahin  gelangen,  dass  eine  Differenz  hervor- 
geht, die  von  niedrigerem  Grade  als  dem  nten  Grade  ist.  Dann 
liefert  das  Aggregat  der  Ausdrücke,  die  suceessive  der  ganzen 
Function  (2)  entsprechen,  eine  ganze  Function  q(x\  und  jene 
letzte  Differenz  eine  ganze  Function  r{x)  von  niedrigerem  als 
dem  nten  Grade,  durch  welche  Functionen  die  Gleichung  (1) 
befriedigt  wird.  Nach  der  Analogie  mit  den  Ausdrücken,  die 
bei  der  Division  der  ganzen  Zahlen  gebräuchlich  sind,  heisst 
g{x)  der  Dividendus,  f(x)  der  Divisor ,  q(x)  der  Quotient,  r{x) 
der  Best 

Hiebei  ist  aber  darauf  zu  achten,  dass,  auf  welchem  Wege 
man  auch  eine  ganze  Function  Q(x)   und  eine  ganze  Function 
R{x)  von  niedrigerem  als  dem  «ten  Grade  finden  möge,  welche 
die  betreffende  Gleichung 
(1*)  9{x)=f(x)Q(x)  +  R(x) 

erfüllen,  sowohl  die  eine  wie  die  andere  Function  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Wollte  man  annehmen,  dass  verschiedene  ßestim- 
mungsweisen  möglich  seien,  dass  also  die  (tleichungen  (l)  und 
(1*)  bestehen  können,  ohne  dass  sowohl  q(x)  =  Q{x),  wie  auch 
r(x)  =  R(x)  wäre,  so  würde  aus  diesen  Gleichungen  durch  Sub- 
traction  die  Gleichung 

(3)  0  =  f(x)  {q(x)  -  Q{x))  +  r(x)  -  R(x) 

folgen.  Die  Differenz  r(x)  —  Rix),  welche  eine  Function  von 
niedrigerer  als  der  ntefi  Ordnung  ist,  müsste  deshall)  für  ein  un- 
bestimmtes X  gleich  dem  Product  von  den  beiden  ganzen  Func- 
tionen f{x)  und  Q{x)  —  q(x)  sein,  von  denen  die  erste  von  der 
nten  Ordnung  ist.  Es  kann  aber  nach  einem  CoroUar  des 
Satzes  (2)  in  §  44  eine  rationale  ganze  Function  einer  Va- 
riable X  keinen  algebraischen  Theiler  haben,  der  in  Bezug  auf  x 
von  höherem  Grade  ist,  als  die  Function  selbst.  Also  würde  ein 
Widerspruch  entstehen,  wenn  nicht  für  ein  unbestimmtes  x  die 
Differenz  r{x)  —  Rix)  gleich  Null  wäre;  dann  muss  aber  weiter 
für  ein  unbestimmtes  x  auch  die  Differenz  q{x)  —  R{x)  gleich 
Null  sein;  denn  das  Product  f{x){q(x)  —  Qix))  kann  nicht  ver- 
schwinden, ohne  dass  einer  seiner  Factoren  verschwindet,  und 
es  giebt  offenbar  unbeschränkt  viele  Werthc  von  x,  itir  welche 
die  Function  f{x\  bei  der  der  Coefficient  e^  nicht  gleich  Null 
sein  darf,  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt,    und 
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folglich  q{x)  —  Q(t}  TerschwiodeD  mnss.  Da  noii  fUr  ein  un- 
bestimmtes X  sowohl  die  Differenz  r(x)  —  B{jr)  wie  aaeh  die 
Differenz  q(x)  —  Q{x)  gleich  Nnll  wird,  so  mtidsen  nach  dem 
Satze  (1)  des  §  44  die  Functionen  r(x)  und  Ii(x)  mit  einander 
in  ihren  bezfiglichen  Coefficienten  übereinstimmen  und  des- 
gleichen die  Functionen  q{x)  nnd  Q(x)y  wie  behauptet  wor- 
den war. 

Sobald  in  der  Gleichung  (l)  der  Rest  r(x)  Terschwindet, 
so  geht  die  Function  g{x)  durch  die  Function  f(x)  algebraisch 
auf,  und  f(x)  selbst  ist  der  gesuchte  grosseste  gemeinsame  Theiler. 
Wenn  r(x)  nicht  verschwindet^  das  heisst,  wenn  nicht  alle  Coeffi- 
cienten dieser  Function  gleich  Null  sind,  so  ist  ihr  Grad,  welcher 
höchstens  der  (n — l)te  sein  kann,  durch  den  Coefficienten  der 
höchsten  Potenz  von  x  bestimmt,  welcher  nicht  gleich  Null  ist. 
Die  Kenntniss  des  wirklichen  Crrades  der  Function  r{x)  wirtl 
hier  durchaus  vorausgesetzt;  alsdann  lässt  sich  für  die  Division 
der  Function  f{x)  durch  r{x)  abermals  der  Quotient  ?,  (x)  und 
der  Rest  r^  (x)  determiniren,  wo  r,  (x)  von  niedrigerem  Grade 
ist  als  der  gegenwärtige  Divisor  r(x),  und  dieses  Verfahren  ist  so 
lange  zu  wiederholen,  bis  eine  Division  aufgeht  was  nach  einer 
endlichen  Zahl  von  Anwendungen  nothwendig  geschehen  nniss, 
weil  der  Grad  der  ganzen  Functionen  f(x\  r(x),  r,  (x), ..  stets 
sinkt.  So  entsteht  die  mit  (1)  beginnende  Reihe  von  Gleichungen 
(4)  f(x)=r(x)q,{x)'^r,(x) 

r(x)  =  r,  (x)gi(x)  +  r,(x) 

•  •        • 

•  •        • 

r,_,  {x)  =  r^  (x)q^^,  (x)  +  r^^,  {x) 

Aus  derselben  lässt  sich,  da  die  Summe  und  die  Differenz 
von  den  Produeten  einer  ganzen  Function  if'ix)  mit  anderen 
ganzen  Functionen  wieder  Produetc  der  ganzen  Function  i/^(x) 
mit  ganzen  Functionen  sind,  durch  Anwendung  gleichhuitender 
Schlüsse  wie  in  §  5  folgern,  dass  jeder  gemeinsame  Thoilcr  der 
Functionen  f{x)  und  g{x)  in  die  Function  r      (x)  aufgeht,  und 

dass  r      (x)  ein   gemeinsamer  Theiler  von  f{x)   und  </(x)  ist. 

Vermöge  des  schon  benutzten  Corollars  aus  §  44  kann  aber 
keine  Function  eines   höheren  Grades   in  eine  Function  einos 

Lipschits,  AnalysiB.  1^ 
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niedrigeren  Orades^ aufgehen,  mithin  können  f(x)  und  g{x) 
keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  der  von  höhcrem  Grade  ist 
als  ihr  gemeinsamer  Theiler  r  ^^{x).    Darum  ist  r  _^^(x)  der 

grosseste  gemeinsame  Theiler  der  Functionen  f{x)  und  g{x).  Das 
Griterium  dafür y  dass  die  ganzen  Functionen  f(x)  und  g(x)  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  hohen,  besteht  demnach  darin,  dass  die 
Restfundion  r    Ax)  gleich  einer  Constante  ist. 

%  69.  Entwiokelim^  eines  Braches,  dessen  Z&hler  nnd  Henner 
S^anse  Zahlen  sind,  in  einen  Kettenbmoh.  Entwickelnn^  eines 
Bruches,  dessen  Z&hler  nnd  Nenner  stanze  Fnnctionen  einer 

Variable  sind,  in  einen  Kettenbmch. 

Wenn  zwei  ganze  Functionen  f{x)  und  g{x)  gegeben  sind, 
die  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  uod  ferner  eine 
beliebige  ganze  Function  6(x),  so  lassen  sich  immer  zwei  ganze 
Functionen  qf{x)  und  tp{x)  so  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

(1)  q>{x)f{x)+ip{x)g{x)^ß{x) 

für  ein  beliebiges  x  erftillt  wird.  Um  diese  Behauptung  zu  be- 
weisen, braucht  man  ihre  Richtigkeit  nur  für  den  Fall  darzn- 
thun,  dass  die  Function  ß{x)  gleich  einer  Constante  ist.  Hieniit 
verhält  es  sich  genau  so,  wie  mit  dem  in  §  37  begründeten, 
aber  in  anderen  Zeichen  ausgedrückten  Satze,  dass,  wenn  zwei 
positive  ganze  Zahlen  a  und  b  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler 
sind,  und  m  eine  beliebige  Zahl  ist,  stets  zwei  ganze  Zahlen  Ä* 
und  l  gefunden  werden  können,  welche  die  Gleichung 

(2)  kb  +  la  =  m 

erftlUen;  denn  damit  dieser  Satz  gelte,  reicht  es  hin,  die  Miig- 
lichkeit  der  Gleichung 

(3)  kb  +  la=l 

festzustellen,  und  dies  ist  an  der  angeflihrten  Stelle  mit  Hülfe 
von  allgemeinen  Ueberleguugen  geschehen.  Man  kann  aber 
auch  eine  Auflösung  der  Gleichung  (3)  aus  der  Reihe  von  Gleichun- 
gen erhalten,  welche  durch  successive  Divisionen  entstehen  und 
ausdrücken,  dass  der  grosseste  gemeinsame  Theiler  der  Zahlen  a 
und  b  gerade  die  Einheit  ist.  Auf  einem  ähnlichen  Wege  er- 
hält man  bei  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  6{x)  gleich 
einer  Constante  ist,  eine  Auflösung  der  Gleichung  (1). 
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Die  erwähnte  Beihe  von  Gleiehangen,    welche  aussagen, 
dass  die  ganzen  Zahlen  a  nnd  b  zu  ihrem  grossesten  gemein- 
samen Theiler  die  Einheit  haben,  ist  nach  §  G  die  folgende 
(4)  a  =6g  4-  r 

b  =rq,  +  r, 

'•  =  ^,  9i  +  r^ 

•  •        • 

•  •       • 

r       =  r    q     ,  +  1. 
Diese  Reihe    Ton  Gleichungen   bietet  das  Mittel,  tnn  dtm 

Bruch  -—  in  einen  Kettenbruch  zu  verwandeln,   und  wir  werden 

0 

jetzt  auf  die  Anfangsgründe   der  Lehre  von  den   Kettenbruchen 
eingehen. 

Diyidirt  man  die  erste  Gleichung  durch  6,  die  zweite  durch 
r,  n.  8.  f.,  die  letzte  durch  r^,  so  entstehen  die  Gleichungen 


a 
b 

9 

+ 

r 
b 

b 

r 



tx 

4- 

^1 
r 

r 

• 

• 

fu 

4- 

• 

'■"rJ 

• 

• 

-f-i 

+ 

Hier  ist  -    ein  echter  Bruch,  femer  der  in  die  Einheit  di- 
vidirtc  oder  rcciproke  Werth  desselben-    gleich  dem  Aggregat 

der    ganzen   Zahl   7,    und    des    echten    Bruches      \    folglich 

r              \  r  \ 

—--  = .     Auf   gleiche   Weise   hat    man  -*=---     , 

u.  8.  f.   Demnach  wird  der  Bruch  -    durch  den  Kettenbruch  dar- 

h 

gestellt 

•4 1 

^^+1  +  — • 


I 
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« 

Man  betrachtet  jetzt  die  Brüche,  welche  daraus  hervorgehen, 
dass  die  Kettenbrnchentwickelung  nicht  zu  Ende  geführt,  sondern 
mit  jeder  einzelnen  der  Grössen  (?)  9n  •••  abgebrochen  wird. 

Es  sei 

(7)  -~f,-  =  Qy       Ä^  =  «+;,' 

Po  Pi  Qi 

a  1  . 


ß.  ^    ^.   + 


%^2_      .      1 


ßf.+2  Ql    +  ^^    ^.  j 


4- 


^/i+i   + 


WO  der  Uebereinstimmung  wegen  q  ^^  für  r^^^  gesetzt  ist.  Die 
Grössen  a^yß^,  er,,/?,,.,  haben  alsdann  das  Bildungsgesetz 
(8)  a,  =  q,  ß,  =  \ 

«i  =  9'«i+l,  ßi=9[i 

««  =  (««1  +  1)3«+  ?»    /^2  =  3,  (7.  +  1 


und  allgemein  wird  a^  aus  of^_j  und  a^_^y  desgleichen  ß^  aus 
i^^_j  und  ßj^_^  durch  die  Gleichungen  erhalten 

Man  sieht,  dass  diese  Gleichungen  für  A  =  2  richtig  sind.  Sie 
gelten  allgemein,  da  sich  beweisen  lässt;  dass  dieselben,  wenn 
sie  für  ein  bestimmtes  l  gelten,  auch  für  das  um  die  Einheit 
höhere  l  bestehen  müssen. 


a 


x+i 


Der  Bau  der  Gleichungen  (7)  lehrt,  dass  der  Bruch 


a. 


aus  dem  Bruche  ^r  entsteht,  indem  die  Grösse  Q.  durch  die  Grösse 

ßx 

q^  H ersetzt  wird.    Wenn  man  nun  in  der  aus  (9)  folgen- 

^x+\ 

den  Darstellung  des  Bruches  -    diese  Substitution  vornimmt,  so 

ßx 
geht  die  Darstellung 

^X-l  9X   +  «ü-  2 

ß,^r  <!,  +  ß,:, 
in  den  Ausdruck 
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«ü-i 


über,  wo  der  Zähler  a^  g^^^  +  a^_^  gleich  a^^^  und  der  Nenner 
ßx  ü,^,  +  /^.-.i  gleich  ß^^^  wird. 

Dies   ist  aber   dieselbe  Bestimmung,  welche  in  den  Glei- 
chungen (9)  enthalten  ist  und  bewiesen  werden  sollte. 

Die  zu  der  Kettenbruchentwickelung  (6)  gehörenden  Brttche 

:b  ■  1  ■/>->  •  •  werden  die  aufeinander  folgenden  Näherungshrüche 

Po      Pi 

genannt  Da  gegenwärtig  die  Grössen  2, 9i,  • . .  lauter  positive 
ganze  Zahlen  sind,  mit  Ausschluss  der  Null,  so  sind  auch  a^^  a^, . . 
und  ß^y  ß^,.,  lauter  positive  ganze  Zahlen,  und  ausserdem  folgt 
aus  den  Gleichungen  (9),  dass  a^^  <  a^,  und  ßj^_^  <  ß^  ist,  dass 

mithin  die  Individuen  von  jeder  der  beiden  Reihen  a«,  or^ . . . 
und  ßofßi,*"  immerfort  zunehmen.  Wenn  die  erste  Gleichung 
in  (9)  mit  —  ß^__^,  die  zweite  mit  +  a^_^  multiplicirt  wird,  so 

verschwindet  bei  der  darauf  folgenden  Addition  der  Factor  der 
Grösse  q^,  und  es  entsteht  die  Gleichung 

(10)  "x-r   ßx  -  "x  ßx-i  =  -  K-,  /»i-,  -  «i^i  ßxJ- 

Die  Klammer  der  rechten  Seite  verwandelt  sich  in  die  linke 
Seite,  sobald  statt  des  Zeigers  l  —  1  der  Zeiger  X  gesetzt  wird. 
Aus  diesem  Grunde  hat  die  Gleichung  (10)  die  Bedeutung, 
dass,  wenn  nach  einander  die  Ausdrücke 

(10*)  a,  ß,  -  a,  ß,,  a,  ß^  —a^ß^,... 

gebildet  werden,  ein  jeder  Ausdruck  gleich  dem  mit  der  nega- 
tiven Einheit  multiplicirten  Werthe  des  vorhergehenden  Aus- 
druckes ist.  In  Folge  der  Gleichungen  (8)  findet  sich  die  Be- 
stimmung 

(11)  cc,ß,--'a,ß,  =  -h 

Deshalb  sind  die  Ausdrücke  (10*)  abwechselnd  gleich  der  ne- 
gativen und  der  positiven  Einheit,  und  da  (—  1)  gleich  der 
positiven  oder  negativen  Einheit  wird,  je  nachdem  l  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist,  so  kann  man  die  Haupteigenschaft  von 
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Mittelst  deraelben  folgt,  dass  für  zwei  ganze  Functiofien  fix) 
und  g{x\  die  ohne  genieinsameti  Theiler  sind,  die  Gleichung  (1), 
in  welcher  H  (x)  gleich  einer  Constante  genommen  ist,  immer  eine 
Auflösung  gestattet.  Setzt  man  der  Einfachheit  halber  ß(x)=  1, 
80  lautet  die  aus  (19)  fliessende  Auflösung 

(20)  <p  (X)  =  (-  D"  ^^i%  rp  (X)  =  (-  ir^'-^^"^  . 

Ferner  hat  man  für  die  Gleichung  (1)  bei  einer  bdiebigeti 
Function  ß  (x),  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  die  Auflösung 

(21)  V(x)  =  -^'^a^^^{x)e{x\  tij(x)  =  -^^J^\^^{x)fi{x). 

Eine  Anwendung  wird  in  dem  nächsten  Abschnitte  mitge- 
theilt  werden. 

Gapitel  III. 

Algebraische    rationale    ganze    Functionen    von    beliebig 
vielen  Yariabeln  und  beliebig  hohen  Oraden. 

§  70.    Gleichheit  der  OoefAolenten  bei  zwei  Functionen,  die 

für  nnbestlnunte  Werthe  der  Varlabeln  einander  gleich  sind. 

Bomogene  Functionen.  Transformation  der  homogenen  Fono- 

tlonen  doroh  eine  Substitution  des  ersten  Grades. 

In  dem  vorigen  Capitel  haben  uns  die  rationalen  ganzen 
Functionen  von  einer  Variable  beschäftigt.  Gegenwärtig  verlassen 
wir  dieselben  und  gehen  zu  den  rationalen  ganzen  Functionen 
von  mehreren  Variabein  über.  In  §  22  ist  die  Gestalt  einer 
solchen  Function  folgendermassen  angegeben  worden 

(1)  Mx^  f/^  /  .  .  +  M*x  %f  z    ...  +  .., 

wo  die  Coefficienten  J/,  -3f ', .  .  von  den  Variabein  x,  y,  ::,  .  . 
nicht  abhängen,  und  wo  ttlr  je  zwei  verschiedene  Glieder  des 
Ausdruckes  nicht  alle  von  den  Gleichungen  l=^).\  //=,«',  v=  )•', ... 
zugleich  eritillt  sind.  Zu  einem  bestimmten  Hehufe  wurde  in 
§  58  der  Satz  bewiesen,  dass,  wofern  die  Function  (1)  für  un- 
bestimmte Wertlie  der  Variabein  Xy  g,  z,  .  .  verschwindet,  die 
sämmtlicJ^en  Coefficienten  J/,  M\  .  .  gleich  Xull  sein  müsse}i. 
Aus  diesem  Satze  folgt  unmittelbar  der  t^atz,  dass  wenn  ::wvi 
raiiondle  ga^nze  Fufictionen  mcihrerer    Variaibeln  für  utAestimmtc 
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Werthe  der  Variahein  einander  gleich  sind,  in  den  vollständigen 
Entwickelungen  der  beiden  Functionen  die  Coefficienten  der  ent- 
sprechenden Potenzen  und  Produde  von  Potenzen  der  Variabdn 
sämmtlich  einander  gleich  sein  müssen.  Auch  sind  in  dem- 
selben §  zwei  verschiedene  Prineipien  aufgestellt  worden,  um 
die  einzelnen  Glieder  der  Function  zu  ordnen.  Doch  giebt  es 
ftlr  die  Anordnung  einer  rationalen  ganzen  Function  von 
mehreren  Variabein  einen  Gesichtspunkt,  der  bis  jetzt  noch  nicht 
geltend  gemacht  ist  und  der  eine  grosse  Bedeutung  besitzt. 
Man  kann  bei  jedem  einzelnen  Gliede  einer  solchen  Function 
abzählen,  wie  oft  in  demselben  die  einzdr^en  Variabdn  zusammen^ 

genommen  als  Factoren  auftrden.    Das   Glied  Mx  j/*  z  ....der 

Function  (1)  enthält  die  Potenzen  x  ,  y^ ,  z"  j  ,  .  sAb  Factoren, 
mithin  die  Variable  x  in  der  Anzahl  X,  die  Variable  y  in  der 
Anzahl  //,  die  Variable  z  in  der  Anzahl  v  von  Malen  u.  s.  f. 
Hiernach  hat  die  gesuchte  Gesammtzahl  für  dieses  Glied  den 
Wcrth  l  +  u  -h  V  +  . .  . .    Diese   Zahl    liefert  die  Bestimmung 

für   den  Grad  des  Gliedes  Mx  y'*  /..  .,  oder,  wie  man  sich 

auch  ausdrückt,  fllr  die  Dimension  des  Gliedes  Mx  y^  z\  ,  . 
in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Variabdn  x,  y,  z,  .  .  Es  lassen 
sich  nunmehr  alle  diejenigen  Glieder  der  gegebenen  Func- 
tion zusammenfassen,  bei  welchen  die  Gradzahl  A  +  //  +  v  4- . . 
denselben  Werth  und  zwar  den  höchsten  vorkommenden  Werth 
2)  hat,  das  betreflFende   Aggregat   sei  (D  ;    hierauf    können   die 

Glieder  zusammengenommen  werden,  deren  Gradzahl  gleich  der 
Zahl  p  —  1  ist,  so  dass  sie  ein  Agregat  0^_^  bilden  und  man 
kann  fortfahren,  eben  solche  Aggregate  <Pp_2 , . .  <Z)^  von  den  ab- 
steigenden Graden  2>  — 2,  .  .0  aufzustellen;  bis  alle  Glieder  von 
(1)  erschöpft  sind. 

Eine  ganze  rationale  Function  der  Variabein  x,  y,  z,  . . . 
deren  sämmtliche  Glieder  in  Bezug  auf  diese  Variabein  von 
demselben  Grade  sind,  heisst  eine  homogene  Function  der  Vari- 
abeln  Xy  y,  z, .  . ,  Demnach  sind  (Z>p,  ^p_p  • .  •  <^o  beziehungs- 
weise homogene  Functionen  des  pten,  (p— l)ten,  ...  nullten 
Grades  von  den  Variabein  rr,  y,  ^, . . ,  und  die  gegebene  Func- 
tion (1)  wird  gleich  der  Summe  von  homogenen  Functionen 
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(2)  0p+  o^,+  ...  +  a>., 

deren  Grade  von  der  Zahl  p  bis  zu  dem  Werth  Null  abnelinien. 
Die  gegebene  Function  (1)  fahrt  insofern,  als  der  höchste  in 
ihren  Gliedern  vertretene  Grad  gleich  p  ist,  die  Benennung 
einer  Function  des  pten  Grades. 

Die  Function  des  nullten  Grades  erlaubt  nur  das  Auftreten 
von  einem  einzigen  unabhängigen  Coefficienten  und  besteht 
daher  aus  einem  einzigen  Gliede. 

Die  homogene  Function  des  ersten  Grades  von  n  Variabcln 
bildet  ein  Aggregat  aus  den  in  unabhängige  C!oefficicnten  multi- 
plicirten  einzelnen  Variabein  und  enthält  insofern  n  Glieder. 
Die  homogene  Function  des  eweiten  Grades  von  n  Variabein  um- 
fasst  n  Glieder,  in  denen  die  Quadrate  der  n  Variabein  vor- 
kommen und  — ^^-^ — —  Glieder,  in  denen  die  Producte  .aus 
zwei   verschiedenen   Variabein  vorkommen,   enthält  mithin  im 

Ganzen  —^ — —  Glieder.    Auf  diese  Weise  bestimmt  sich  flir 

die  homogenen  Functionen  eines  gegebenen  Grades  die  höchste 
Anzahl  verschiedener  Glieder,  die  möglich  ist ;  eine  Verringerung 
der  Anzahl  durch  Verschwinden  einzelner  Glieder  ist  hierbei 
selbstverständlich  nicht  ausgeschlossen. 

Die  in  (2)  gegebene  Darstellung  einer  ganzen  Function 
des  i>ten  Grades  mit  einer  bestimmten  Zahl  p  von  Variabein 
zeigt  an,  dass  jede  solche  Function  als  eine  homogene  Function 
des  |?ten  Grades  betrachtet  werden  darf,  bei  welcher  die  An- 
e<M  der  Variabein  um  Eins  grösser  genommen  ist.  Denn  wenn 
man  zu  den  n  Variabein  rc,  y,  ;2r, . . .  eine  (n  +  l)te  Variable  u 
hinzufügt,  so  ist  der  Ausdruck 
(3)  0)   4-  0)      M  +  (/i     M,+ . .  +  (/>.  u^ 

^    '  p  p— 1  p— 2    '  • 

eine  homogene  Function  des  pieu  Grades  von  den  (n  +  1)  Vari- 
abein X,  y,  jer, . .  u,  und  dieser  Ausdruck,  welcher  die  allge- 
meinste homogene  Function  des  pten  Grades  mit  den  (n-\-\) 
Variablen  x,  y,  e,  .  ,  u  darstellt,  verwandelt  sich  in  den  Aus- 
druck (2)  der  gegebenen  Function,  sobald  der  Variable  u  der 
Werth  der  Einheit  beigelegt  wird.  Vermöge  dieses  Umstandes 
ist  in  der  Algebra  die  Untersuchung  der  homogenen  Functionen 
immer  mehr  in  den  Vordergrund  getreten. 


L 
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Im  EiDgange  des  §  49  findet  sich  ein  Hinweis  auf  die 
Transformation  von  einer  rationalen  Function  oder  von  mehreren 
rationalen  Functionen,  welche  hervorgebracht  wird,  indem  an 
die  Stelle  der  ursprünglichen  Variabein  bestimmte  rationale  Func- 
tionen von  neuen  Variabein  substituirt  werden.  Denken  wir 
uns  eine  ganze  homogene  Function  oder  mehrere  zusammen- 
gehörige ganze  homogene  Functionen  von  einer  gewissen  Zahl 
von   Variabein  a;,,  x^,,..x^  und   nehmen   wir  an,    dass  jede 

dieser  Variabein  gleich  einer  ganzen  homogenen  Function  des 
ersten  Grades   von  n  neuen    Variabein  x\,  x\^  .  .  x\  gesetzt 

werde,' so  dass  die  Gleichungen  gelten 

(4)  x^  =  c,,  x\  +  Ci2  a;'^  +  . .  +  Cj„  x'^ 

35^  =  Cgj  Ä 1  +  ^22  a;  2  4-  . .  +  Cjjj  X  ^ 
•  ,  •  •       • 

.  •  .  •       . 

in  denen  die  Coefficienten  c,i,  c,2, .  .Cj^, . ..  Cj,j,  Cn2***^nn  ^^^ 
den  Variabein  unabhängig  sind,  und  die  eine  Substitution  des 
ersten  Grades  bilden,  l^o  muss  sich  die  zu  transformirende  ganze 
homogene  Function  oder  müssen  sich  die  gleichzeitig  zu  trans- 
formirenden  ganzen  homogenen  Functionen  der  Variabein 
x^,  x^,  ,  ,  .  x^  beziehungsweise  in  eine  ganze  homogene  Function 

oder  in  die  bezügliche  Anzahl  ganzer  homogener  Functionen 
verwandeln,  ohne  dass  der  Grad  der  betreffenden  einzelnen 
Function  eine  Aenderung  erfährt.   Denn  jedes  in  einer  Function 

auftretende  Glied  SRaj/a:,  ...  x^  ^  dessen  Grad  durch  die  Zahl 
A,  +  A,  +  .  .  +  An  ausgedrückt  ist,  geht  vermittelst  der  Sub- 
stitution (4)  in  ein  Aggregat  von  GUiedem  über,  deren  Grad  in 
Bezug  auf  die  Variabein  x\j  x\  . .  x*^  wieder  durch  dieselbe 
Zahl  Aj  +  A,  +  .  .  -h  An  bezeichnet  wird. 

Diese  Bemerkung  bildet  den  Ausgangspunkt  ftlr  das  Stu- 
dium der  Transformation  von  ganzen  homogenen  Functionen 
durch  solche  Substitutionen,  wie  sie  in  (4)  angegeben  sind.  Der 
erste  Schritt  auf  dem  angedeuteten  Wege  muss  aber  darin  be- 
stehen, dass  das  System  von  Gleichungen  (4)  selbst  einer  ge- 
nauen Prüfung  unterworfen  wird.  Durch  dasselbe  erhält  man 
ftlr  die  n  Grössen  x^^  o;,, . . .  r^  vollständig  bestimmte  Werthe, 
sobald  den  n  Grössen  x\^  x\^ . . .  x\  irgend  welche  zusammen- 
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gehörige  bestimmte  Werthe  beigelegt  werden.  Wenn  dagegen 
den  n  Grössen  z^  x^, . , .  x^  bestimmte  Werthe  vorgeschrieben 

sind,  so  bleibt  zu  nntersuchen,  ob  es  solche  Werthe  x',,  x\, ..  x\ 
giebt,  welche  dem  vorgelegten  System  von  Gleichungen  (4)  ge- 
nügen und,  falls  es  solche  giebt,  wie  dieselben  gefunden  werden 
können.  Dies  ist  die  Frage  nach  der  Auflösung  von  n  Glei- 
chungen des  ersten  Grades  mit  den  n  Unbekannten  x\,x\j . . .  x\^. 

Wir  werden  dieselbe  erledigen,  indem  wir  ein  System  von 
n  ganjsen  homogenen  Functionen  des  ersten  Grades  mit  n  Vari- 
abeln  zu  dem  Gegenstande  unserer  Betrachtung  machen. 

Capitel  IV. 

Systeme  von  n  ganzen  homogenen  Functionen  des  ersten 
Grades  mit  n  Yariabeln.  Allgemeine  Auflösung  von 
n  Gleichungen  des  ersten   Grades  mit  n  Unbekannten. 

Lehre  der  Determinanten. 

1 71.  Zwei  Functionen  des  ersten  Qrades  mit  swei  Variabeln. 
Allgemein«  Auflösung  von  zwei  Gleichungen  des  ersten 
Qradcs  mit  swei  unbekannten.    Determinanten  des  zweiten 

Orades. 

Mit  den  beiden  Variabein  x  und  y  und  den  vier  Con- 
stanten a,  h,  c,  d  seien  die  beiden  ganzen  Jwmogcnen  Fufwtio7itn 
des  ersten  Grades  f^  und  f^  gebildet 

(1)  f^=ax  +  bij 

f^  =  cx  '\-  dy. 

Die  Forderung,  den  Variabein  x  und  y  solche  Werthe 
beizulegen,  dass  die  erste  Function  einer  gegebenen  Grösse  r, 
und  die  zweite  Function  einer  gegebenen  Grösse  r,  gleich  werde, 
liefert  die  beideti  Gleichungen  des  ersten  Grades 

(2)  \  a^  +  &y  =  »'i 

r  ex  +  dy  =  r^. 

Gesetzt,  dass  es  möglich  sei,  dieselben  zu  befriedigen,  so 
kann  man  aus  denselben  eine  Gleichung  ableiten,  welche  nur 
X  enthält  und  eine  Gleichung,  welche  nur  y  enthält,  oder  be- 
ziehungsweise das  erste  Mal  y,  das  sioeite  JMal  x  eMminircn. 
Wir  multipliciren  zu  diesem  Zwecke  erstens  die  erste  Gleichung 
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mit  (2,  die  zweite  mit  —  b,  und  addiren  die  Resultate,  und  hierauf 
multipliciren  wir  die  erste  mit  — c,  die  zweite  mit  a,  und  ad- 
diren ebenfalls  die   Resultate.    Auf  diese  Weise  entstehen  re- 
spective  die  Gleichungen 
.gv  \{ad  —  bc)x=      dr^—hr^ 

f  (a  d  —  6  c)  y  =  —  c  r j  4-  a  r,. 

Zu  der  Ableitung  derselben  sind  nur  die  Operationen  der 
Addition^  Svhtraction  und  MuUipliccUion  angewendet  worden,  so 
dass  die  Resultate  nach  einer  in  §  21  hervorgehobenen  Bemerkung 
eine  unbeschränkte  Gültigkeit  haben.  Sobald  aber  aus  (3)  die 
Werthe  von  x  und  y  ermittelt  werden  sollen,  so  bedarf  es  beide 
Male  einer  Division  mit  der  Grössenverbindung 
(4)  ad  —  hc] 

damit  eine  solche   ausgeitlhrt  werden  könne,  ist  es  nothwendig 
und  hinreichend^  dass  der  Werth  von  (4)  nicht  gleich  Null  sei. 

Wir  machen  nun  zuerst  die  Voraussetzung^  dass  ad — bc 
nicht  gleich  Null  sei,  und  erhalten  dann  ftir  x  und  y  die  voll- 
Tcommen  bestimmten  Werthe 


(4) 


dr,  —br^ 
ad — b  c 
—  cr,+  aro 
•^  ad'-bc 


Aus  der  Annahme,  dass  es  möglich  sei,  den  Gleichungen 
(2)  zu  genügen,  ist  geschlossen  worden,  dass  x  und  y  die  vor- 
stehend angegebenen  Werthe  haben  müssen.  Man  überzeugt 
sich  umgekehrt  sehr  leicht,  dass  diese  Werthe  in  der  That  die 
Gleichungen  (1)  befriedigen.  Es  steht  demnach  fest,  dass,  wo- 
fern die  Grössenverbindung  ad  —  bc  nicht  gleich  Null  ist,  die 
Gleichungen  (1)  eine  Auflösung  zulassen,  ufid  dass  diese  Auf- 
lösung ausschliesslich  durch  die  in  (4)  enthaltenen  zusammen- 
gehörigen  Werthe  von  x  und  y  bewerkstelligt  werden  kann. 

Die  Grössenverbindung  ad  —  bc  wird  die  aus  den  Ele- 
menten 

(5)  a    b 

c    d 
gebildete  Determinante  und  zwar  eine  Determinante  des  zweiten 
Grades  genannt.    Sie   ist  das  Aggregat   der  Produete  von  den- 
jenigen   Elementen,    welche    in   dem    quadratisch    geordneten 
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System  (5)  sich  in  den  beiden  Diagonalen  befinden ;  das  Product 
ad,  das  zu  der  absteigend  von  links  nach  rechts  laufenden 
Diagonale  gehört,  ist  positiv,  das  Product  bc,  das  zu  der  an- 
deren Diagonale  gehört,  negativ  genommen. 

Sobald  dieselbe  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat, 
zeigt  es  sich,  dass  den  beiden  Gleichungen  (2)  stets  voll- 
kommen bestimmte  Werthe  von  x  und  y  entsprechen,  auf  welche 
Weise  auch  der  Werth  r,  fllr  die  Function  /*,  und  der  Werth 
r^  für  die  Function  f^  gewählt  sein  möge.  Hierin  liegt  eine 
fundamentale  Eigenschaft  der  beiden  Functionen  f^  und  /*,, 
welche  durch  einen  besondoren  Ausdruck  charakterisirt  wird. 
Die  beiden  Functionen  des  ersten  Grades  van  x  und  y 

f^=ax  +  by 
f^  =  cx  +  dy 
heissen  von  einander  unabhängige  Functionen,  wenn  zu  jedem  be- 
liebig gewählten  System  von  Werthen  derseWen 

ein  bestimmtes  System  von  Werthen  der  Variabein  x  und  y  ge- 
hört. Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dciss,  wofern  die  Determi- 
nante ad  —  bc  niM  gleich  Null  ist,  di<t  Fumtionen  /*,  und  f^ 
nothwendig  von  einander  unabhängig  sind. 

Es  bleibt  nun  zu  untersuchen,  wie  sich  zwei  Functionen 
/",  und  f^  verhalten,  bei  denen  die  Determinante  ad  —  bc  gleich 
Null  ist.  In  Betreff  der  Coefficientcn  halten  wir  jetzt  nur  noch 
die  eine  selbstverständliche  Voraussetzung  fest,  dass  nicht  alle 
vier  gleich  Null  sind;  denn  in  diesem  Falle  wäre  sowohl  f^  wie 
auch  /*,  überhaupt  gleich  Null.  Man  kann  offenbar  stets  das 
Verfahren,  vermittelst  dessen  aus  den  Gleichungen  (2)  die  Glei- 
chungen (3)  deduciii;  sind,  auf  die  Gleichungen  (1)  anwenden, 
welche  zu  der  Definition  der  Functionen  f^  und  /*,  dienen,  und 
erhält  dann  die  Relationen 

(6)  df,  '-bf^  =  {ad  —  bc)x 

—  cf^  -\-  af^  =  (ad  —  bc)y. 

Durch  die  jetzt  geltende  Gleichung  ad  —  fc c  =  0  verwan- 
deln sie  sich  in  die  folgenden  Relationen 

(7)  dA-&/.  =  0 

-  cf,  +  af,  =  0, 

welche  zwischen  den  Functionen  f^  und  /*,   bestehen   und  die 
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Variabein  x  nnd  y  ausserhalb  der  Functionen  nicht  enthalten. 
Da  nicht  o,  6,  c,  d  zugleich  verschwinden  sollen,  so  nmss  we- 
nigstens eine  der  Grössen  von  Null  verschieden  sein,  und  dies 
sei  etwa  die  Grösse  a.  Dann  lehrt  die  zweite  Relation  in  (7)^ 
indem  mit  der  Grösse  a  dividirt  wird,  dass 

sein  muss.  Wie  also  auch  immer  die  Variabein  x  und  y  be- 
stimmt werden,  so  zieht  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion f^  einen  vollständig  bestimmten  Werth  der  Function  /*,  nach 
sich.  Aus  der  Voraussetzung,  dass  h,  c,  oder  d  nicht  gleich 
Null  sei,  würden  sich  ähnliche  Schlüsse  ergeben.  Man  erkennt 
hieraus,  dass,  wenn  die  Determinante  ad — hc  gleich  Null  ist,  es 
nicht  möglich  ist,  sowohl  der  Function  f^  wie  auch  der  Function  f  ^ 
ganz  beliebige  zusammengehörige  Werthe  vorzuschreiben,  oder  in 
anderen  Worten,  dass  die  Functionen  f^  und  f^  von  einander  ab- 
hängig sind. 

Zu  derselben  Zeit  wird  die  Frage  entschieden,  ob  und  auf 
welche  Art  die  Gleichungen  (2)  unter  der  Bedingung  erfüllt 
werden  können,  dass  die  Detenuinante  ad— 6c=0  ist.  Ent- 
weder sind  die  Bestimmungen  fi  =  r^  und  f^=^r^  so  angenommen, 
dass  sie  sich  mit  den  Relationen  (7)  vertragen,  oder  so,  dass 
sie  den  Relationen  (7)  widersprechen.  In  dem  letztem  Falle 
enthalten  die  Gleichungen  (2)  eine  Forderung,  die  mit  sich  selbst 
im  Widerspruche  steht  und  deshalb  unmöglich  erfüllt  werden 
kann.  In  dem  erstem  Falle  sagen  uns  die  Relationen  (7),  dass, 
wofern  x  und  y  so  gewählt  sind,  um  eine  von  den  beiden 
Gleichungen  f^^r^  und  f^  =  r^  zu  befriedigen,  die  andere 
Gleichung  von  selbst  erftillt  ist.  Demzufolge  haben  dann  die 
beiden  Gleichungen  (2)  nur  die  Wirksamkeit  einer  einzigen 
Gleichung-,  sie  werden  deshalb  nicht  blos  von  einem  einzigen 
Paar  von  Werthen  x  und  y,  sondern  von  all  den  Paaren  von 
Werthen  befriedigt,  welche  die  eine  Gleichung  erfüllen. 

Es  sei  beispielsweise 

/,  =  4a:+6y. 

Hier  ist  a=2,  6=3,  c=4,  d  =  6,  folglich  ad  —  bc  gleich 
2.6—3.4  =  0.    Die  Relationen  (7)  werden  diese 


i 
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und  drücken  ans,  dass  f^  stets  den  doppelten  Werth  von  /*, 
haben  muss. 

Wenn  man  daher  r,  und  r,  im  Widerspruche  mit  dieser 
Beziehung  annimmt  und  etwa  die  Gleichungen  hinstellt 

2a;4-3y  =  7 

4  a:  +  6y  =  1 5, 
so   können   dieselben  überhaupt  nicht  erfliUt  werden.    Sobald 
man  aber  diese   Beziehung  berücksichtigt   und  etwa  die  Glei- 
chungen 

2a;+3.v=7 

4.T  +  6y=14, 

bildet,  so  werden  diese  durch  alle  Paare  vcm  Werthcn  erfüllt, 
welche  der  einen  Gleichung 

genügen. 

§72.    Drei  Fiinotionen  de«  eriten  QradM  mit  drei  Variabeln. 

Allgemeiiie  Anflörans:  von  drei  Oleichmigen  des  ersten  Qrades 

mit  drei  Unbekannten.    Beterminanten  des  dritten  Grades. 

Um  fllr  Functionen  dreier  Variabein  x,  t/,  xr  das  entspre- 
chende zu  leisten,  nehme  man  die  drei  mit  den  Constanten 
Ol,  6i,c,,a4,  6,,  c^,  dg,  6,,  Cg  versehenen  homogenen  Functionen 
(1)  f^  =  a^x+h^y  +  c,z 

f^  =  a^x  +  b^ij  +  c^^ 

schreibe  denselben  beziehungsweise  die  drei  beliebig  gewählten 
Werthe  r^,  r^,  r^  vor,  und  untersuche  dir  AuflöRftmi  (hr  drri 
Gletchungen  des  ersten  Grades 

ia^x  +  h^y  -^  c^  z^=r^ 
a^x  +  b^y  +  c.,s  =  r^ 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  unter  der  Annahme,  dass  diesen 
drei  Gleichungen  genügt  werden  könne,  eine  Gleichung  zu  de- 
duciren,  welche  nur  eine  der  drei  Unbekannten  enthült,  oder 
mit  anderen  Worten,  jswei  von  den  UrAekannten  ai  eliminiren. 
Dieser   Zweck  wird  erreicht    sein,    wenn    sich  drei    Grössen- 
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verbiüdangen  A^,  A^,  A^  angeben  lassen,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass,  nachdem  die  erste  Gleichung  mit  A^y  die  zweite  mit 
A^  und  die  dritte  mit  A^  multiplicirt  ist,  und  alle  drei  Pro- 
ducte  addirt  sind,  der  Factor  von  y  und  von  ^er  verschwindet. 
Man  muss  demnach  A^,  A^,  A^  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 
die  beiden  Gleichungen 

i  b,A,  +b,A,  +  b,A,=0 
^^^  I   c,A,  +  c,A,-^c,A,=0 

gelten. 

Die  Gleichungen  (3)  können  so  benutzt  werden,  dass  sie 
zu  der  Bestimmung  von  zweien  der  Grössen  A^,  -4,,  A^  dienen, 
während  die  dritte  willkürlich  bleibt.  Wir  verfahren  mit  den- 
selben, wie  mit  den  Gleichungen  (2)  des  vorigen  §  und  erhalten 
die  den  dortigen  Gleichungen  (3)  correspondirenden  Ergebnisse 

(4)  \  ib,c,-b^c^)A,  =  ib^c,'-b^c^)A^ 

)  {f>^c^  —  f>^c^)A^  =  (b,c^—b^c^)A,. 

Die  freie  Verftigung  über  eine  der  drei  Grössen  gewährt 
den  Vortheil,  dass  für  alle  drei  Grössen  Ausdrücke  gefunden 
werden  können,  die  keine  Division  enthalten  und  deshalb  un- 
bedingt anwendbar  sind ;  es  sind  die  Ausdrücke 

(5)  A^  =  b^c^-'b^c^,  A2  =  b^c,—b,c^,  ^«  =*i  c,  — 6,  c,. 
Wenn   dieselben  als  Multiplicatoren  der  drei  Gleichungen 

(2)  gebraucht  werden,  so  erhält   nach    vollzogener  Addition  die 
Unbekannte  x  den  Factor 

(6)  a,  A,  -^a^A^-h a^A^  =  R, 

und  es  entsteht,  indem  y  und  £f  herausfallen,  die  Gleichung 

(7)  Rx=A^f\  4-^,r,-f  A^i\. 

Die  Grössenverbindung  R  hat,   entwickelt,   den  Ausdruck 

(8)  R^ajf^c,  —a^b^c^  +«,&s^i   "  ««  ^i  ^8  +  «a  ^i  ^2~  «8^«^^, 
und  heisst  die  aus  dem  System  von  9  Elementen 

(9)  a,  b,  ^ 

a^  b^  c^ 

«8     *8     ^8 

gebildete  Deterfninante  des  dritten  Grades. 

Offenbar  erhält  man  ftir  die  Gleichungen  (2)  drei  Multi- 
plicatoren -B,,  2?j,  jBg,  welche  zu  der  Elimination  von  g  und  x 
führen,  vermittelst  der  zwei  ßleichungen 

Lipachits,  Analysia.  "20 
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und  die  Multiplicatoren  C,,  C^,  C^,  die  zu  der  Elimination  von 
X  und  .y  dienen,  vermittelst  der  Gleichungen 

^"^    ^  j  &,C.  +6.6;  +  6.C.=0. 

Da  aber  die  Gleichungen  (3*)  aus  den  Gleichungen  (3) 
hervorgehen,  wenn  statt  der  Buchstaben  A,  b,  c,  respcctive  die 
Buchstaben  B,  c,  a  gesetzt  werden  und  alle  Zeiger  ungeändert 
bleiben,  so  bedarf  es  zu  der  Darstellung  von  B^^  JS,,  £,  keiner 
neuen  Rechnung;  man  erhält  die  Darstellung  vielmehr  aus  den 
Formeln  (5),  indem  man  fllir  ft,  c  respective  r,  a  schreibt.  In 
gleicher  Weise  entstehen  die  Gleichungen  (3**)  aus  den  Glei- 
chungen (3),  indem  statt  der  Buchstaben  A,  b,  c  beziehungs- 
weise die  Buchstaben  c,  a,  b  substituirt  werden,  weshalb  die 
Bestimmung  der  Ausdrücke  Cj,  6\,  C^  aus  (5)  erhalten  wird, 
indem  statt  b,  c  die  Buchstaben  a,  b  eintreten.  8o  bekommen 
wir  die  Ausdrücke 

(5*)     B,  =  f,a3— c.aj,  ^,=  ^a,~^,a„  B^  =  c,a^- c^a,, 

(5**)    C,  =  a^b^  —  aJ)^,  0^  =  a^b^  — a,b^,  ^a  =«i  ^«  —  ö«*i- 

Jetzt  zeigt  sich  die  Erscheinung,  dass  der  Factor,  den 
bei  der  Anwendung  der  Multiplicatoren  -B, ,  B^^  B^  auf  (2)  die 
Grösse  y,  und  der  Factor,  den  bei  der  Anwendung  der  Multi- 
plicatoren C,,  Cj,  C3  auf  (2)  die  Grösse  e  erhält,  kein  anderer 
ist  als  die  in  (8)  definirte  Determinante  R]  denn  man  findet  die 
Gleichungen 

(6*)  b,B,-hb,B,-^b,B,=  R, 

(6**)  c,C,+c,C,  +  c,C,  =  E, 

Es  folgen  deshalb  aus  (2)  die  Gleichungen 
(7*)  By  =  B,r,^B,r,+  B,r,, 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Discriminante  R  nicht 
gleich  Null  sei,  ergeben  sich  hiernach  die  vollkommen  be- 
stimmten Werthe 
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(9) 


Vermöge  der  gegebenen  Deduction  können  die  Gleichungen 
(2)  durch  kein  anderes  System  als  das  vorstehende  befriedigt 
werden.  Durch  die  Substitution  der  Werthe  (9)  werden  sie  wirk- 
lich erfüllt.  Mithin  erlauben  die  Gleichungen  (2),  wenn  die  De- 
terminante li  von  Null  verschieden  ist,  wie  auch  immer  die 
Werthe  r,,  r,,  r^  gewählt  sein  mögen,  stets  eine  Auflösung  und 
nur  diejenige  Aufläsung ,  welche  in  (9)  dargestellt  ist. 

Sobald  man  den  im  vorigen  §  eingeführten  Begriff  der 
Unabhängigkeit  auf  die  drei  Fun^tioncfi  /*,,  f^,  /*«  von  den  drei 
Variabein  a:,  y,  ss  ausdehnt,  erhält  das  gefundene  Ergebniss  den 
Ausdruck,  dass,  we^m  die  Determinante  R  nicht  gleich  Null  ist, 
die  drei  Functionen  f^,  f^,  f^  von  einander  unabhängig  s^ind. 

Für  den  Fall,  dass  die  Determinante  R  gleich  Null  ist, 
wird  sich  zeigen,  dass  die  Functionen  /*,,  f^,  /*,  in  einer  be- 
stimmten Abhängigkeit  unter  einander  stehen.  Doch  muss  man 
hier  unterscheiden,  ob  von  den  9  Verbindungen  A^,  A^,  A^, 
B^j  ^2,  -Bg,  (7,,  C^,  C^  wenigstens  eine  von  Null  verschieden 
ist,  oder  ob  diese  sämmtlich  mit  R  zusammen  verschwinden. 
Es  sei  eine  derselben  nicht  gleich  Null,  etwa  -4^,  so  folgt  aus 
den  Gleichungen  (1),  indem  die  erste  mit -4^,  die  zweite  mit  -4^, 
die  dritte  mit  A^  multiplicirt  wird  und  die  Producte  addirt 
werden,  die  Gleichung 

(10)  AJ\+AJ,-^AJ,  =  Rx, 
mithin,  weil  R  =  0  ist,  die  Gleichung 

(11)  ÄJ,-hAJ^  +  AJ,  =  0. 

Weil  nun  A^  nicht  gleich  Null  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus, 
dass,  auf  welche  Weise  x,  y,  z  auch  angenommen  werden, 
nachdem  f^  und  f^  bestimmt  sind,  die  Function  f^  durch  die 
Gleichung 

dargestellt  wird.    Diese  Gleichung  drücJct  aisdann  die  Abhängig- 
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keü  auSy  welclie  die  Function  f^  in  Bezug  auf  die  beiden  Func- 
tionen /*,  und  /",  •  hat  Sobald  eine  andere  der  9  Grössenverbin- 
dnngen  A^y..C^  nicht  gleich  Null  ist,  crgiebt  sich  eine  ent- 
sprechende Gonsequenz.  Wenn  dagegen  mit  R  zusammen  alle 
jene  9  Grössen  gleich  Null  werden,  und  wenn  nur  die  Annahme 
stehen  bleibt,  dass  nicht  die  sämmtlichen  Coefficienten  der 
Functionen  /*, ,  /*„  /*,  gleich  Null  sind,  wenn  also  zum  Beispiel 
der  Coefficient  a,  nicht  gleich  Null  ist,  dann  leiten  wir  aus  den 
Gleichungen  (1),  durch  welche  /*,,  /"„  f^  definirt  sind,  mit  Hülfe 
von  (5*)  und  (5**)  die  Gleichungen  ab 

(12)  aj,^aj,=      C,y-B.z 

«/•  —  «sA  =  —  C'.y  +  B,  z, 

die  sich,  weil  -B,  =  0,  (7,  =  0,  B^  =  0,  C,  =  0,  in  die  Gleichungen 

(13)  a,/-,-a.A=0 

Ol/s  —  «8^  =  0 

verwandeln.  Um  dieser  Gleichungen  willen  ist  die  Function  /*, 
durch  die  Gleichung 

f  =   ^*   f 
'^        a,    '' 

und  die  Function  /*,  durch  die  Gleichung 

''        a,    '' 

bestimmt,  welche  Werthe  den  Variabein  a:,  y,  z  auch  ertheilt 
werden  mögen.  Folglich  hängt  unter  defi  obwaltenden  Bedingungen 
die  Function  /*,  von  der  Function  /*,  dllein,  und  die  Function  f^ 
ebenfalls  von  der  Function  /,  allein  ab.  Die  sichere  Voraus- 
setzung, dass  irgend  ein  anderer  von  den  9  Coefficienten  der 
Functionen  /*,,  /*„  /*,  nicht  verschwindet,  würde  eine  ähnliche 
Folgerung  nach  sich  ziehen. 

Auf  Grund  dieser  Erörterungen  kann  nun  auch  beurtheilt 
werden,  wie  sich  die  drei  Gleichungen  (2)  bei  dem  Verschwinden 
der  Determinante  R  verhalten.  Es  seien  erstens  nicht  alle  Verbin- 
dungen -4j,  -4j,  . .  (7,  gleich  Null,  und  sei  wieder  beispielsweise 
-4,  nicht  gleich  Null,  dann  können  zwei  von  den  Werthen 
*"i>  ^97  ^8»  nämlich  der  getroffenen  Annahme  entsprechend  r, 
und  r,,  willkürlich  angenommen  werden,  und  der  Werth  r^  muss 
so  gewählt  werden,  dass  er  die  aus  (11)  entspringende  Gleichung 
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befriedigt.    Die  Verbindung  A^  ist  nach  der  im  vorigen  §  ge- 
gebenen Definition  gleich  der  Determinante  der  4  Elemente 

Daher  lassen  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (2) 
die  Werthe  von  y  und  s  ableiten,  während  die  Grösse  x  einen 
ganz  beliebigen  Werth  empfängt,  und  zugleich  lehrt  die  ange- 
wendete Relation  (11),  dass  bei  der  über  r,  getroffenen  Ver- 
fügung die  erste  Gleichung  (2)  durch  die  bezeichneten  Werthe 
von  y,  jsf  und  x  erfüllt  sein  muss.  Die  drei  Gleichungen  (2) 
h(ü>en  also  unter  den  vorliegenden  Uniständen  die  Bedeutung  von 
0wei  Gleichungen, 

Wenn  femer  alle  9  Verbindungen  A^^  -4^, . .  C3  gleich 
Null  sind,  jedoch  nicht  alle  Coefficienten  der  Functionen  ver- 
schwinden, und  wenn  speciell  wieder  der  Coefficient  a^  nicht 
verschwindet,  so  kann  einer  von  den  drei  Werthen  r^,  r^,  r,, 
und  zwar  gegenwärtig  der  Werth  r^,  frei  gewählt  werden.  Die 
Werthe  r,  und  r^  bestimmen  sich  jetzt  nothwendig  durch  die 
aus  (13)  fliessenden  Gleichungen 


0%  ein 

r  =  r     r  ^  — ^—  r 


Von  den  Gleichungen  (2)  liefert  nunmehr,  weil  a^  nicht 
gleich  Null  ist,  die  erste  bei  willkürlich  gewählten  Werthen 
von  y  und  js  einen  bestimmten  zugeordneten  Werth  von  x. 
Wegen  der  Bedingungen  (13)  müssen  aber,  da  r,  und  rg  auf 
die  vorgeschriebene  Weise  bestimmt  sind,  die  in  Rede  stehenden 
Werthe  von  x^  y,  e  auch  die  zweite  und  die  dritte  Gleichung 
in  (2)  befriedigen.  In  dem  gegenwärtigen  Falle  werden  daher 
die  Grössen  x,  y,  js  durch  die  drei  Gleichungen  (2)  nur  in  dem 
Maße  eingeschränkt,  in  welchem  sie  durch  eine  einzige  Gleichung 
eingeschränkt  werden, 

%  78.    System  von  n  ganzen  Fnnoticnen  des  ersten  Grades 
mit  n  Varlalieln.  EintheUnng  der  siUnmtllclien  Permntatlonen 

von  n  Zeigern  In  iwei  Olassen. 

Wenn  die  n  ganzen  homogenen  Functionen /"j, /*„..  ./*^ 
des  ersten  Grades  von  den  n  Variabein  x^,  x,, . .  Xj^  gegeben  sind 
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(1)  fi  =  K^i  +\^x^+  ..  .  +6,„a;„ 

•  •  •  •  « 

und  wenn  r^,  r^,.,,r^  beliebig  gewählte  Werthe  bedeuten,   so 

beruht  die  Auflösung  des  Systems  von  n  Gleichungen  des  ersten 
Grades  mit  den  n  Unbekannten  x^,  x^, .  .x^ 

\    b^^x^-^b^^x^^  ..    'hb^^x^=r,. 

'     K^l  +  *ni^2  +  •  .  .    +  Ä^n^n  =^n 

auf  der  Ausdehnung  des  Begriffs,  der  tUr  zwei  Functionen  mit 
zwei  Variabein  und  filr  drei  Functionen  mit  drei  Variabein  in 
den  beiden  letzten  §§  als  Determinante  eines  Systems  von  4,  be- 
ziehunsweise  9  Elementen  bezeichnet  worden  ist.  Die  Deter- 
minante des  Systems  von  4  Elementen 

ist  das  Aggregat  a^b^  —  a^b^^  bei  dem  das  mit  dem  negativen 
Vorzeichen  versehene  Glied  aus  dem  mit  dem  positiven  Vor- 
zeichen versehenen  Gliede  entsteht,  indem  die  beiden  Zeiger 
1,  2,  welche  den  Buchstaben  a,  b  beigelegt  sind,  unter  einander 
vertauscht  werden.  Die  Determinante  des  Systems  von  9  Ele- 
menten 

(3)  a.  b,  c. 

o,  6,  c, 

«:,    *8    C» 

hat  den  Ausdruck 

(3*)  a^b^c^  —  a^b^c^  +  a^b^c.-a^b^c^+a^b.c^—a^b^c^, 
welcher  aus  6  Gliedern  besteht.  Jedes  Glied  ist  ein  Prodnct 
von  3  Elementen,  von  denen  jedes  einzelne  Element  aus  einer 
anderen  Horizontalreihe  und  gleichzeitig  aus  einer  anderen 
Vertikalreihe  des  Schemas  (3)  genommen  ist.  Diese  Eigenschaft 
kann  auch  so  ausgesprochen  werden,  dass  jedes  Glied  in  (^*) 
ein  Product  von  drei  Elementen  ist,  die  mit  verschiedenen  Buch- 
staben geschrieben  sind  und  verschiedene  Zeiger  tragen.    Weil 
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gegenwärtig  nur  die  drei  Buchstaben  a,  b^  c  und  die  drei  Zeiger 
1,2,3  vorkommen,  so  fehlt  nirgendwo  ein  Buchstabe  und 
nirgendwo  ein  Zeiger.  Es  sind  ferner,  weil  drei  Zeiger  nach 
§46  die  Anzahl  3!  =6  Permutationen  gestatten,  in  den  0  unter 
einander  verschiedenen  Gliedern  des  Ausdruckes  (3*)  alle  Per- 
mutationen der  drei  Zeiger  1,  2,  3,  vertreten,  und  zwar  haben 
die  drei  Glieder,  bei  welchen  die  Buchstaben  a,  ft,  c  mit  den 
drei  Zeigerfolgen 

!l23  2  3132li   • 
versehen    sind,    das    positive    Vorzeichen,    während    die    drei 
Glieder,   bei  welchen    die   Buchstaben  a,  b,  c  mit   den   Zeiger- 
folgen 

2  13,1  32  3  2  li 
versehen  sind,  das  negative  Vorzeichen  haben.  Für  die  Deter- 
minante von  4  Elementen  a,  b^  —  a,  b,  trennen  sich  die  beiden 
vorhandenen  Permutationen  der  Zeiger  1  2  und  2  1  von  ein- 
ander. Für  die  Determinante  von  9  Elementen  zerfallen  die  6 
vorhandenen  Permutationen  der  3  Zeiger  ebenfalls  in  zwei  ver- 
schiedene Classen,  und  wir  haben  jetzt  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  uns  bei  einer  früheren  Gelegenheit  ein  Princip  flir 
die  Eintheilung  der  sämmtlichen  Permutationen  von  n  Zeigern 
in  zwei  Classen  begegnet  ist,  welches  bei  «=  2  und  bei  n=3 
die  Eintheilung  liefert,  die  wir  hier  wahrnehmen. 

Der  §  59  enthält  in  (10)  das  Product  der  Differenzen   von 
n  Grössen  ^„  ^a, .  .  .  f^ 

•  t  •  • 

\5n— 1         5n)) 

WO  in  jeder  Differenz  ^^  —  ^^  der  Zeiger  ß  grösser  ist  als  der 
Zeiger  a.  An  jener  Stelle  wird  erwähnt,  dass,  sobald  mit  den 
Grössen  ?„  f^,  .  .  .  ^n  alle  möglichen  Permutationen  vorge- 
nommen werden,  der  Ausdruck  (4)  entweder  in  sich  selbst  oder 
in  seinen  mit  der  negativen  Einheit  multiplicirten  Werth  über- 
geht, und  es  wird  auch  das  Mittel  angegeben,  um  zu  entscheiden, 
ob  eine  bestimmte  vorgelegte  Permutation  die  eine  oder  die 
andere  Wirkung  hervorbringt.    Die    Permutation   der  Grössen 
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^1 1  ^11  •  -  ^n  DiOge  BO  erfolgen,  dags  sich  die  Zeiger  1,  2,  8, ...  n 

respective  in   die  Zeiger  o^,  Oj,  ...«„  verwandeln,   was  durch 

das  Zeichen 

(5)  1      2      3    ...  w 

angedeutet  werden  soll.  Dann  braucht  man  nur  die  einzelnen 
Differenzen  des  aus  (4)  hervorgehenden  Products  mit  den  ein- 
zelnen Differenzen  des  Products  (4)  zu  vergleichen  und  zu  ermitteln, 
wann  eine  Differenz  des  neuen  Products  der  aus  den  ent- 
sprechenden Elementen  des  ursprünglichen  Products  zusammen- 
gesetzten Differenz  gleich  und  wann  sie  ihr  entgegengesetzt  ist. 
Giebt  es  in  dem  betreffenden  Falle  die  Anzahl  N  von  entgegen- 
gesetzten Differenzen,  so  wird  das  neue  Product  dem  ursprüng- 
lichen Product  (4)  gleich  oder  entgegengesetzt,  je  nachdem  N 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Wir  haben  nun  die  Aufgabe,  die  zu  der  Permutation  (5) 
gehörende  mit  N  bezeichnete  Zahl  durch  eine  allgemeine  Regel 
zu  bestimmen.  Bei  der  auszuführenden  Substitution  werden 
aus  den  Producten  der  Factoren,  welche  in  (4)  die  erste,  zweite, 
dritte, . .  Horizontalreihe  einnehmen  respective  die  Producte 

Jede  dieser  Differenzen  ist  mit  der  entsprechenden  Diffe- 
renz in  (4)  gleich,  sobald  bei  der  erstem  auf  den  kleineren 
Zeiger  der  grössere  folgt,  und  entgegengesetzt  in  dem  entgegen- 
gesetzten Falle,  da  bei  den  Differenzen  in  (4)  stets  der  grössere 
Zeiger  auf  den  kleineren  folgt.  Man  bestimme  daher  die  An- 
ecMy  wie  oft  in  der  Permutation  (5)  atif  a^  ein  Zdger  folgte  der 
Meiner  ist  a,,  wie  oft  auf  a,  ein  Zeiger  folgt,  der  Meiner  ist  «„ 
u,  s.  f  und  addire  diese  Anzahlen,  so  hat  man  die  gestickte 
ZcM  N. 

Die  sämnUliet^en  Permutationen  von  n  Zeigern  1,  2,  3, .  .  n 
eerfdUen  demnach  in  zwei  Classen,  welche  sich  dadurch  unter- 
scheiden, dass  dctö  Product  (4)  für  eine  Permutation  der  ersten 
Glosse  ungeändert  bleibt^  sich  dagegen  für  eine  Permutation  der 


§  73.  EiathefliiBf  der  Pemmtationai  in  iwca  CImmb.  SIS 

Mweit^n  Clasfe  in   <hm  mtgegen^feseM^n  Wtr(k  vfrwrmddt:  eme 
bestimmte  PfrwmlatioH  (5) 

1     2     3  .  .  .  fi 

«1   «t   o.     •  -  «f» 
fftkörf  eu  dfr  erst^  Classe,  sobald  d*r  der  PfrmHtation  jm^eord- 

nete  Zahl  X  gerade,  und  m  der  jncfiten  Classe^  sobald  die  m^ 

ordnete  Zahi  N  ungerade  ist.    Durch  die  BetrachtQDg,   welche 

KD  der  Bestimmung  der  Zahl  S  gefllhrt  hat  erkennt  man  aach 

die  Gültigkeit  des  Satzes: 

(1)    Wenn  nach  der  Pemmtation  (5)  eine  nceite  Permutation 

(6)  12      3...« 

.'^i    ß%    ßi  '  '  •  ßjx 
ausgeführt  wird,  welcher  die  Zahl  N'  sfigeordnef  istj  so  entspricht 

derjenigen  Permutation^  welche  aus  der  Anwendung  ton  (6)  nach 

(5)  hervorgeht^  eine  Zahl  N  +  X\   und  deshalb  gehört  die  resul- 

tirende  Permutation  zu  der   ersten  Gasse   oder  £u  der  jtweiten 

Classe,  je   nachdem   die  Permutationen  (5)  und  (6)  jm  dersdben 

Classe  oder  zu  verschiedenen  Classeti  gehören. 

Diese  Bestimmung  stützt  sich  darauf,  dass  sowohl  die 
Summe  von  zwei  geraden  Zahlen  wie  auch  die  Summe  von  zwei 
ungeraden  Zahlen  gleich  einer  geraden  Zahl,  dagegen  die  Summe 
einer  geraden  und  einer  ungeraden  Zahl  gleich  einer  ungeraden 
Zahl  ist 

Als  Corollar  folgt  aus  dem  Satze  (l)  der  Satz,  dass  di^e- 
nige  PermtUaiion,  welche  nach  der  Permutation  (5)  angetcendet 
zu  der  ursprünglichen  Zeigerstellung  eurückftihrty  und  die  durch 
das  Zeichen 

(7)  a,     a^     «s  •  •  •  «n 

l       2      3     .  .  .  » 

angedeutet   werden  kann,   mit  der  Permutation  (5)  jm  derselben 

Classe  gehören  muss.    In  der  That  können  (5)  und  (7).  nicht  zu 

yerschiedenen  Classen  gehören,  da  die  resultirende  Permutation 

1  o  Q  gewiss  zu  der  ersten  Classe  gehört. 

Das  Product  (4)  geht  ofFenbar  stets  in  den  entgegenge- 
setzten Werth  über,  wenn  man  nur  zwei  Zeiger  mit  einander 
vertauscht.  Denn  bei  einer  solchen  Vertauschung  kehrt  sich 
diejenige  Differenz  um,  welche  beide  Zeiger  enthält,  ferner  ver- 
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wandeln  sich  die  Differenzen,  die  nur  den  einen  Zeiger  enthal- 
ten, in  die  Differenzen,  die  nur  den  andern  enthalten,  und  um- 
gekehrt, während  die  Differenzen,  die  keinen  der  beiden  Zeiger 
enthalten,  gar  nicht  berührt  werden.  Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

(2)  Eine  Vertauschung  von  £fwei  Zeigern  mit  einander  liefert  stets 
eine  Permutation  der  zweiten  Glosse. 

Dann  folgt  durch  Verbindung  mit  dem  Satze  (1)  der  Satz: 

(3)  Durch  eine  Vertauschung  von  zwei  Zeigern  geht  jede  Permu- 
tation in  eine  Permutation  der  andern  Glosse  über. 

Der  Satz  (3)  giebt  das  Mittel,  um  zu  beweisen,  dass  die 
eine  Hälfte  von  sämmtlichen  Permutationm  der  n  Zeiger  in  der 
ersten  Glosse,  und  die  andere  Hälfte  in  der  zweiten  Glasse  ent- 
halten ist.  Seien  die  sämmtlichen  verschiedenen  Permutationen 
der  ersten  Classe  aufgestellt,  so  verwandeln  sie  sich  durch  die 
Vertauschung  von  irgend  zwei  Zeigern  in  lauter  unter  einander 
verschiedene  Permutationen  der  zweiten  Classe.  Gäbe  es  noch 
eine  Permutation  der  zweiten  Classe,  die  auf  diesem  Wege  nicht 
erhalten  wird,  so  würde  durch  eine  RUckvertauschung  jener 
beiden  Zeiger  aus  dieser  Permutation  eine  PermutAtion  der  ersten 
Glasse  entstehen,  welche  von  den  angewendeten  Permutationen 
der  ersten  Classe  verschieden  wäre.  Es  könnten  also  nicht 
sämmtliche  Permutationen  der  ersten  Classe  von  Anfang  an  auf- 
gestellt gewesen  sein,  wie  vorausgesetzt  war.  Also  ttihrt  jene 
Annahme  auf  einen  Widerspruch,  und  der  vollständige  Complex 
der  Permutationen  der  ersten  Classe  geht  durch  die  Vertauschung 
von  zwei  Zeigern  in  den  vollständigen  Complex  der  Permuta- 
tionen der  zweiten  Classe  über;  mithin  muss  durch  jeden  der 
beiden  Complexe  die  Hälfte  der  sämmtlichen  Permutationen  er- 
schöpft sein. 

Jede  gegebene  Permutation  kann  in  eine  Anzahl  von  solchen 
Permutationen  zerlegt  werden,  die  nach  §  57  cyclische  Permuta- 
tionen heissen;  die  characteristische  Beschaffenheit  einer  cycli- 
schen  Permutation  von  gegebenen  Zeigern  ist  die,  dass  bei  der- 
selben ein  bestimmter  Zeiger  in  einen  gewissen  zweiten,  der 
zweite  Zeiger  in  einen  gewissen  dritten,  u.  s.  f.  und  schliesslich 
der  letzte  Zeiger  in  den  ersten  übergeht.  Man  bewerkstelligt  die 

12    3         n 
Zerlegung  bei  der  beliebig  gegebenen  Permutation 

«i  «»  «8  •  •  •  «n 
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iD  der  folgendeo  Weise.  Es  werde  mit  irgend  einem  Zeiger 
der  oberen  Reihe  begonnen,  etwa  mit  dem  Zeiger  l.  Sobald 
der  daninter  stehende  Zeiger  dem  oberen  gleich  ist,  mithin 
keine  Veränderung  dieses  Zeigers  erfolgt,  so  hat  man  einm 
Cydus,  der  nur  ata:  einfm  Zeiper  besieht.  Man  nimmt  alsilann 
einen  nenen  oberen  Zeiger,  etwa  den  Zeiger  2,  und  bemerkt 
den  unteren  Zeiger  a,,  der  nicht  dem  oberen  gleich  sein  m(^. 
Man  sucht  jetzt  in  der  oberen  Reihe  die  Stelle  auf,  an  der  sich 
der  Zeiger  er,  befindet,  und  bemerkt  den  unter  demselben  ste- 
henden Zeiger.  Ist  dieser  bei  unserer  momentanen  Annahme 
^eich  dem  Zeiger  2,  so  bilden  die  Substitutionen 

2       «, 
o.     2 

einefi  Cyclus  von  ftrei  Zeigern.  Es  kann  aber  nicht  zweifelhaft 
sein,  dass.  wenn  man,  mit  einem  bestimmten  oberen  Zeiger  an- 
fangend, zu  dem  daointer  stehenden  geht,  diesen  oben  aufsucht 
und  in  der  beschriebenen  Weise  fortlahrt,  schliesslich  der  An- 
tangszeiger  an  einer  bestimmten  Stelle  der  unteren  Reihe  wie- 
derkehren muss;  es  etitsteht  daher  immer  ein  Cpclus  von  einer 
bestimmiefi  Anzahl  rofi^  Zeigern.  Nach  Vollendung  des  ersten 
Cyclus,  wofern  derselbe  nicht  alle  Zeiger  umfasst,  ist  zu  der 
Bildung  eines  zweiten  zu  schreiten,  und  da  die  Zahl  n  eine 
endliche  ist,  so  müssen  die  sämmtlichen  n  Zeiger,  wie  l)ehauptet 
worden,  sich  in  eine  bestimmte  Anzahl  von  Cyclen  vertheilen. 
Es  sei  etwa  die  Permutation 

.123456789 
175349268 
gegeben.    Dann  finden  sich  die  Cyclen 


12  7 
1.72 


3  5  4 
5  4  3 


6  9  8 
9  8  6 


mit  den  respectiven  Anzahlen  1,  2,  3,  3. 

Nun  erhellt,  dass  ein  Cyclus  von  einem  Zeiger  keine  Ver- 
tauschung andeutet,  ein  Cyclus  von  zwei  Zeigern  aber  so  viel 
ist  wie  eine  Vertauschung  von  zwei  Zeigern  mit  einander.  Ein 
Cyclus  von  e  Zeigern 

"/i  y«  •  •  •  /e— j  y« 
y%  y»  '  '  *    /e  y» 
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kann   aber   durch  0  —  1    successive  Vertauschnngen   von   zwei 
Zeigern  ersetzt  werden,  nämlich 


/'i  y»    yx  Ys  i  ri  y« 

•  •  • 


y«  y,    ys  yi  :  y«  Yi  ' 

Mithin  ist  es  möglich,  jede  gegebene  PemmtcUion  durch  lauter 
Vertauschungen  von  zwei  Zeigern  unter  einander  liervoraubringen, 
und  die  Zerlegung  einer  Pemiutation  in  Cyclen  liefert  eine  Me- 
thode um  dies  eu  leisten. 

Hierauf  grUndet  sich  ein  neues  Merkmal  für  die  Ciasse, 
welcher  eine  gegebene  Permutatiou  angehört.  Nach  dem  Satze 
(3)  wechselt  eine  Permutation  durch  jede  Vertauschung  von 
zwei  Zeigern  ihre  Classe.  Deshalb  gehört  eine  Permutation  zu 
der  ersteti  oder  zu  der  zweiten  Classe,  je  fiachdem  bei  ihrer  Dar- 
stellung aus  der  Reihe  der  Zeiger  1,  2,  8, .  . .  n  eine  gerade  oder 
eine  ungerade  Anzahl  von  Vertau^chungen  zweier  Zeiger  zur  An- 
wendung kofnmt.  Diese  Anzahl  lässt  sich  auf  die  Anzahl  der 
zugehörigen  Cyclen  zurUckfQhren. 

Es  möge  eine  bestimmte  Permutation  (5)  in  p  Cyclen  zer- 
fallen, und  die  Anzahlen  der  Zeiger  des  ersten,  zweiten  Cyclus, 
u.  s.  f.  seien  respective 


ßj,  Cj,  .  .  Cp  . 


Wir  haben  gesehen,  dass  ein  Cyclus  von  e  Zeigern  durch 
e  —  1  Vertauschungen  von  zwei  Zeigern  vertreten  werden  kann^ 
und  diese  Bestimmung  gilt  auch  ilir  den  Fall  e=\,  in  welchem 
e  —  1  gleich  Null  wird.  Aus  dieser  Ursache  lässt  sich  die  in 
Rede  stehende  Permutation  durch  eine  Anzahl  von  Vertauschun- 
gen zweier  Zeiger  ersetzen,  die  gleich  der  Summe  der  Anzahlen 
e,  —  1  -f  gg —  1  -f  . . .  -f  ßp  —  1  ist.  Allein  die  Summe  der  in 
allen  Cyclen  enthaltenen  Zeiger  c^  +  e^+  ,  ,  .  -h  e^  ist  gleich 
der  Anzahl  n  der  sämmtlichen  Zeiger.  Mithin  wird  die  bezeich- 
nete Summe  der  Anzahlen  gleich  der  Zahl  n  —  p,  und  diese 
Zahl  entscheidet  darüber,  ob  die  vorgelegte  Permutation  zu  der 
ersten  oder  der  zweiten  Classe  gehört.  Wir  haben  somit  den  Satz : 
(4)  Wenn  ein^  gegebene  Permutation  von  «  Zeigern  in  p  Cyclen 
zerfällt^  so  gehört  sie  zu  der  ersten  oder  zweiten  Classe,  je 
fiachdem  die  Zaid  n  —  p  gerade  oder  ungerade  ist. 

In  dem  oben  behandelten  Beispiele   war  die  Zahl  n  =  9, 
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die  Zahl  p  der  Cyclen  gleich  4;  da  also  n — jp  =  5  eine  unge- 
rade Zahl  ist,  so  gehört  die  Permutation  zu  der  zweiten  Glasse. 
Gegenwärtig  können  wir  auch  die  vorhin  gemachte  Aeus- 
serung  rechtfertigen,  dass  die  Eintheilung  der  Permutationen, 
welche  bei  der  Determinante  eines  Systems  von  4  Elementen 
und  von  9  Elementen  beobachtet  wurde,  mit  der  gegenwärtigen 
allgemeinen  Eintheilung  der  Permutationen  in  zwei  Classcn  über- 
einstimmt.   Die  beiden  Permutationen  von  zwei  Zeigern  verthei- 

l  2 
len  sich  in  die  beiden  Glassen  so,  dass 


1  2 


die  erste  Glasse 


1  2 
und  I  ^      ,  die  zweite  Glasse  vertritt.    Die  drei  Permutationen 

von  drei  Zeigern 

1  2  3  !  1  2  3      12  3' 
1123231      312; 

für  die  in  der  Determinante  (3*)  das  positive  Vorzeichen  er- 
scheint, gehören  zu  der  definirten  ersten  Glasse;  bei  der  ersten 
Permutation  ist  dies  selbstverständlich,  bei  der  zweiten  und 
dritten  Permutation  finden  wir,  dass  jede  einen  Gyclus  bildet, 
und  da  hier  die  Zahl  n  =  3  ist,  so  wird  die  entscheidende  Zahl 
n — 1^=2.    Die  drei  Permutationen 

12  3      12  3      12  3 

2  13      1  3  2  I  3  2  1 

für  die  in  der  Determinante  (3^)  das  negative  Zeichen  auftritt, 
gehören  dagegen  zu  der  definirten  zweiten  Glasse;  denn  jede 
Permutation  zerfällt  in  zwei  Gyclen,  wodurch  die  entscheidende 
Zahl  n  —  p  den  Werth  1  bekommt. 

§  74.     Allgemeine  Definition  einer  Determinante  des  nten 
Grades.  Gmndeigensohaften  einer  Determinante.  Allgemeine 
Auflösung  von  n  Oleiohnngen  des  ersten  Grades  mit  n  Unbe- 
kannten für  den  Fall  einer  von  Nnll  ▼ersohiedenen 

Determinante. 

Das  im  vorigen  §  mit  (1)  bezeichnete  System  von  n  Func- 
tionen /"i,  /*4, . . .  fn  hat  das  System  von  n'  Goefficienten 

^«,    ft««  •  •  •  ^Ä_ 

21        33  3n 


nl       na  nn 
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Die  eu  diesem  System  von  n*  Elementen  gehörende  Beter- 
minante  des  nten  Grades  R  wird  folgendermassen  definirt.  Man 
bilde  ein  Product  aus  n  solchen  Elementen  des  Systems  (1), 
bei  denen  sowohl  die  sämmtlichen  ersten  Zeiger  von  einander 
differiren,  wie  auch  die  sämmtlichen  zweiten  Zeiger  von  ein- 
ander differiren 

(2)  6,      6,    ...  &      . 

Die  ersten  Zeiger  bilden  die  natürliche  Reihe  der  Zahlen  1 , 2, 3, . .  w, 
die  zweiten  Zeiger  irgend  eine  bestimmte  Permntation  dersel- 
ben cr^,  c/j, . . .  a„.  Das  Product  (2)  werde  mit  dem  positiven 
Vorzeichen  oder  dem  negativen  Vorzeichen  versehen,  je  nachdem 

12    3        n 
die  betreffende  Permutation        *-'•••       ^^  ^^^  ersten  oder 

def  zweiten  Classe  gehört,  es  werde  ferner  an  die  Stelle  von 
der  Permutation  o,,.of„  .  . .  a^  i^^ch  einander  jede  einzelne  Per- 
Qiujtation  der  n  Zeiger  8ubstituii%  das  Vorzeichen  des  Products 
der  gegebenen  Regel  gemäss  bestimmt,  und  von  all  diesen  Pro- 
ducten  die  Summe  genommen,  so  ist  dieselbe  die  Determinante  R. 
Da  nach  dem  vorigen  §  unter  den  w!  Permutationen  der 
n  Zeiger  1,  2,  3,...^  die  eine  Hälfte  zu  der  ersten,  die  zweite 
Hälfte  zu  der  zweiten  Classe  gehört,  so  besteht  die  Determi- 
nante R  aus  n!  Gliedern,  von  denen  die  eine  Hälfte  mit  dem 
positiven,  die  andere  Hälfte  mit  dem  negativen  Vorzeichen  be- 
haftet ist,  und  zwar  trägt  das  Glied 

11       22  nn' 

welches  aus  denjenigen  Elementen  des  quadratisch  geordneten 
Schemas  (1)  besteht,  die  sich  in  der  absteigend  von  links  nach 
rechts  laufenden  Diagonale  befinden,  das  positive  Vorzeichen. 
Auf  den  Vorzug  des  Diagonalengliedes  gründet  sich  die  Be- 
zeichnung der  Determinante 

(3)  R  =  2±h^^    K"'^    • 

^    '  11        22  nn 

Das  Corollar  zu  dem  Satze  (1)  des  vorigen  §  lehrt,  dass 
die  Permutation,  welche,  nach  einer  gegebenen  Permutation 

1     2    3 n 

a,  a,  «3 .  .  . .  a^ 

angewendet,  zu  der  ursprünglichen  Zeigerstellung  zurückführt, 
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ttj  a,  . . .  cTq 

und  die  dort  so  bezeichDet  ist  .     ^  ,  zu  derselben  Glasse 

1     2    . . .n  ' 

gehört,  wie  die  gegebene.  Diese  Bemerkung  vermittelt  den 
U  ebergang  zu  einer  cmderen  Definition  der  Determinante  B.  Sobald 
verlangt  wird,  dass  ein  Product  von  n  Elementen  des  gegebe- 
nen Schemas 

bei  dem  die  Zeiger  /,,  y^, . . .  ^n  ^"^  von  einander  verschieden 
sind,  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  erhalte,  je  nach- 
dem die  Permutation 

1     2  .  .  .n 

/i  y«  •  •  •  /n 
zu  der  ersten  oder  zweiten  Classe  gehört,  sobald  hierauf  die 
Reihe  der  ersten  Zeiger  die  sämmtlichen  Permutationen  durch- 
läuft, und  von  allen  entstehenden  Producten  die  Summe  genom- 
men wird,  so  erhält  man  wieder  die  Determinante  JR.  Dieses 
Bildungsgesetz  liefert  dieselben  Glieder,  wie  das  ursprünglich 
angegebene  Bildungsgesetz  der  Determinante  2?,  und  zwar  jedes 
Glied  mit  demselben  Vorzeichen,  welches  ihm  dort  beigelegt  ist. 
Denn  man  kann  in  dem  Product  (4)  die  einzelnen  Factoren  so 
verstellen,  dass  die  ersten  Zeiger  }\,  y^, . .  .^  in  die  Reihenfolge 
der  natürlichen  Zahlen  kommen;  dann  nehmen  die  zweiten  Zeiger 
eine  vollkommen  bestimmte  Reihenfolge  an,  die  durch  aj,a,, ..  or,, 
bezeichnet  werden  möge,  das  Product  (4)  wird  gleich  dem  Pro- 
duct  6,      b^    ...  6     ,  und  hiebei  fällt  offenbar  die  Permutation 

1     2     3  .  .  .n 

Ti    y%    7.1  ••  •  ^n 

mit  der  Permutation 

Oj  a,  «3 . .  .  «n 
1     2    3  .  .  .  n 

zusammen.  In  der  aus  den  sämmtlichen  Producten  (4)  zu  bil- 
denden Summe  soll  sich  das  Vorzeichen  des  Products  (4)  nach 

12.     n 
der  Permutation  .,    -,        v     ^^i^r  nach  der  mit  dieser  zusam- 

/  1    / «  •  •  •  /n 

menfallenden  Permutation  ,  *  « '         ^  richten ,   das    heisst  fllr 

1      2t     .  .  .  M 

die  erste  Glasse  positiv,  flir  die  zweite  Classe  negativ  sein. 
Wenn  fx  y%  -  *-  7^  die  sämmtlichen  Permutationen  durchläuft,  so 
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dupchlänft  auch  die  in  Rede  stehende  Folge  a^  a^ . . .  a^  die 
sämmtlichen  Pennutationen.  Die  ans  den  sämmtlichen  Pro- 
ducten  (4)  zu  bildende  Summe  wird  daher  gleich  der  aas  den 
sämmtlichen  Prodncten  b.  K„  --  -K»  ^^  bildenden  Summe,  und 
zwar  mit  der  Bestimmung,  dass  das  einzelne  Prodact  positiv 
oder  negativ  genommen  werdC;  je  nachdem  die  Permntation 

1     2   . . .  n 
zu  der  ersten   oder   zweiten  Classe  gehört.    Diese  Bestimmung 
deckt  sich  aber  vermöge   des   angeführten  Corollars   mit  derje- 
nigen Bestimmung;  welche  in  der  ursprünglichen  Definition  der 
Determinante  R  enthalten  ist. 

Die  zweite  Definition  der  Determinante  R  unterscheidet 
sich  von  der  ersten  Definition  dadurch,  dass  die  ersten  Zeiger 
die  Rolle  übernehmen,  welche  den  zweiten  Zeigern  angewiesen 
war,  und  umgekehrt.  Nun  hat  in  dem  System  (1)  jede  Hori- 
zontalreihe denselben  ersten  Zeiger  und  jede  Vertikalreihe  den- 
^selben  zweiten  Zeiger.  Wenn  daher  in  dem  System  (1)  weder 
die  Reihenfolge  der  Horizontalreihen  noch  die  Reihenfolge  der 
Yertikalreihen  geändert  wird,  jedoch  die  einen  mit  den  andern 
vertauscht  werden,  so  resultirt  ein  System 

b,„    b^  .  .  .b  ^  i 

13        2Q  D  2 


6.    6     ...  6 

In      2u  nn 


Wird  die  Determinante  dieses  Systems  auf  Grund  der  ersten 
Definition  gebildet,  so  entsteht  die  auf  Grund  der  zweiten  De- 
finition gebildete  Determinante  des  Systems  (1).  Mithin  gilt 
der  Satz: 

(1)    Die  Determinante  eines  Systems  von  w*  Elementen  bleibt  wn- 
geändert,  sobald  in  dem  quadratisch  geordneten  Schema  der 

Elemente   die  Horizontalreilien   mit  den  Verttkalreihen  ohne 

* 

Aenderung  ihrer  respectiven  Reihenfolge  vertauscht  werden. 
Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  sich   die  Determinante 
verhält,  wenn  in  dem  quadratisch  geordneten  Schema  die  Reihen- 
folge der  Vertikalreihen   oder    der  Horizontalreihen    geändert 
wird.     Man  vertausche   zunächst  zwei   Horizontalreihen   unter 
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einander.  Dann  vertauschen  sich  nur  die  betreffenden  ersten 
Zeiger  l  und  /<  unter  einander,  während  alle  zweiten  Zeiger 
unverändert  bleiben.  Die  betreffende  Determinante  wird  daher 
vermöge  der  ersten  Definition  aus  der  Summe  der  Glieder  (2) 
erhalten,  welche  mit  ihren  von  der  Permutation  a^  a^. , ,  Oj^  ab- 
hängenden Vorzeichen  versehen  sind,  indem  in  jedem  einzelnen 
Product  (2)  die  ersten  Zeiger  k  und  fi  unter  einander  vertauscht 
werden.  Statt  dessen  kann  man  bei  dem  betreffenden  Product 
die  Reihe  der  ersten  Zeiger  wiederherstellen  und  in  der  Keihe 
der  zweiten  Zeiger  a^  a^ . .  .a^^  den  Zeiger  a^^  mit  dem  Zeiger  a 

vertauschen,  während  das  Vorzeichen  sich  nach  der  Permutation 
a,  a, . . .  «n  richtet.  Nach  dem  Satze  (3)  des  vorigen  §  geht 
jede  Permutation  durch  Vertauschung  von  zwei  Zeigern  in  eine 
Permutation  der  anderen  Classe  über.  Folglich  haben  in  der 
neu  gebildeten  Determinante  alle  diejenigen  Glieder  das  negative 
Vorzeichen,  welche  in  R  das  positive  Zeichen  tragen,  und  alle 
diejenigen  Glieder  das  positive  Zeichen,  welche  in  R  das  nega- 
tive Zeichen  tragen.  Die  neu  gebildete  Determinante  ist  deshalb 
gleich  dem  negativ  genommenen  Werth  der  Determinante  B. 
Bei  der  Vertauschung  von  zwei  Vertikalreihen  des  quadratisch 
geordneten  Sehemas  vertauschen  sich  nur  die  betreffenden  zweiten 
Zeiger  unter  einander,  und  die  ersten  Zeiger  bleiben  ungeän- 
dert.  Mithin  führt  hier  die  Anwendung  der  zweiten  Definition 
der  Determinante  durch  ähnliche  Schlüsse  zu  dem  Ergebniss, 
dass  die  neu  gebildete  Determinante  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Werth  der  Determinante  Ä  ist.  Wir  haben  daher  den  Satz: 
(2)  Die  Determinante  eines  Systems  von  n'  Elententeti  geht  in 
den  entgegengesetisten  Werth  über,  sowohl  wetm  in  dem  qua- 
dratisch geordneten  Schema  der  Elemente  zwei  Horizontal' 
reihen,  wie  atich  wenn  in  demselben  jswei  Vertikalreihen  unter 
einander  vertauscht  werden. 

Nimmt  man  mit  den  Horizontalreihen  des  Schemas  eine 
beliebige  Permutation  vor,  so  kann  dieselbe  nach  dem,  was  im 
vorigen  §  von  den  Permutationen  gesagt  ist,  immer  auf  eine 
An'i^ahl  von  Vertauschungen  von  zwei  Reihen,  die  bestimmten 
Zeigern  entsprechen,  zurückgeführt  werden.  Da  die  Determi- 
nante in  Folge  von  jeder  solcher  Vertauschung  mit  der  negati- 
ven Einheit  multiplicirt  wird,   so    muss   die  Determinante  des 
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dnvchräaft  auch  die  in  Rede  stehende  Folge  a^  a^, .  .a^  die 
sämmtlichen  Permutationen.  Die  ans  den  sämnitlichen  Pro- 
dueten  (4)  zu  bildende  Samme  wird  daher  gleich  der  aus  den 
sämmtlichen  Producten  h^^^  b^^ . .  .b^^  zu  bildenden  Summe,  und 
zwar  mit  der  Bestimmung,  dass  das  einzelne  Product  positiv 
oder  negativ  genommen  werde,  je  nachdem  die  Permntation 

«1   or,  . .  .  Ofn 
1       2    .  .  .  M 

zu  der  ersten  oder  zweiten  Classe  gehört.  Diese  Bestimmung 
deckt  sich  aber  vermöge  des  angeführten  Corollars  mit  derje- 
nigen Bestimmung,  welche  in  der  ursprünglichen  Definition  der 
Determinante  R  enthalten  ist. 

Die  zweite  Definition  der  Determinante  R  unterscheidet 
sich  von  der  ersten  Definition  dadurch,  dass  die  ersten  Zeiger 
die  Rolle  übernehmen,  welche  den  zweiten  Zeigern  angewiesen 
war,  und  umgekehrt.  Nun  hat  in  dem  System  (1)  jede  Hori- 
zontalreihe denselben  ersten  Zeiger  und  jede  Vertikalreihe  den- 
^selben  zweiten  Zeiger.  Wenn  daher  in  dem  System  (1)  weder 
die  Reihenfolge  der  Horizontalreihen  noch  die  Reihenfolge  der 
Yertikalreihen  geändert  wird,  jedoch  die  einen  mit  den  andern 
vertauscht  werden,  so  resultirt  ein  System 
(5)  b      h    ,.  .b 

*    '  11        21  nl 

6,„     6^  .  .  .  i    „  i 

13        2Q  n  2 


b,      6„     .  .  .  i 

In      2u  nn 


Wird  die  Determinante  dieses  Systems  auf  Grund  der  ersten 
Definition  gebildet,  so  entsteht  die  auf  Grund  der  zweiten  De- 
finition gebildete  Determinante  des  Systems  (l).  Mithin  gilt 
der  Satz: 

(1)    Die  Determinante  eines  Systems  von  «*  Elementen  bleibt  tm- 
geändert,  sobald  in  dem  quadratisch  geordneten  Scltema  der 
Elemente   die  Horieontalreilien   mit  den  Vertikalreihen  ohne 
Aenderung  ihrer  respectiven  Reihenfolge  vertauscht  werden. 
Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  sich   die  Determinante 
verhält,  wenn  in  dem  quadratisch  geordneten  Schema  die  Reihen- 
folge der  Vertikalreihen   oder    der   Horizontalreihen    geändert 
wird.     Man  vertausche   zunächst  zwei   Horizoutalreihen   unter 
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einander.  Dann  yertauschen  sich  nnr  die  betreffenden  ersten 
Zeiger  l  und  /i  unter  einander,  während  alle  zweiten  Zeiger 
unverändert  bleiben.  Die  betreffende  Determinante  wird  daher 
yermöge  der  ersten  Definition  ans  der  Samme  der  Glieder  (2) 
erhalten,  welche  mit  ihren  von  der  Permatation  a^  a^. . .  a^^  ab- 
hängenden Vorzeichen  versehen  sind,  indem  in  jedem  einzelnen 
Product  (2)  die  ersten  Zeiger  l  und  fi  unter  einander  vertauscht 
werden.  Statt  dessen  kann  man  bei  dem  betreffenden  Product 
die  Reihe  der  ersten  Zeiger  wiederherstellen  und  in  der  Reihe 
der  zweiten  Zeiger  a,  a^ . .  .a^^  den  Zeiger  a^^  mit  dem  Zeiger  er 

vertauschen,  während  das  Vorzeichen  sich  nach  der  Permutation 
a,  a, . . .  (Xq  richtet.  Nach  dem  Satze  (3)  des  vorigen  §  geht 
jede  Permutation  durch  Vertauschung  von  zwei  Zeigern  in  eine 
Permutation  der  anderen  Classe  über.  Folglich  haben  in  der 
neu  gebildeten  Determinante  alle  diejenigen  Glieder  das  negative 
Vorzeichen,  welche  in  R  das  positive  Zeichen  tragen,  und  alle 
diejenigen  Glieder  das  positive  Zeichen,  welche  in  R  das  nega- 
tive Zeichen  tragen.  Die  neu  gebildete  Determinante  ist  deshalb 
gleich  dem  negativ  genommenen  Werth  der  Determinante  R. 
Bei  der  Vertausch ung  von  zwei  Vertikalrcihen  des  quadratisch 
geordneten  Schemas  vertauschen  sich  nur  die  betreffenden  zweiten 
Zeiger  unter  einander,  und  die  ersten  Zeiger  bleiben  ungeän- 
dert.  Mithin  führt  hier  die  Anwendung  der  zweiten  Definition 
der  Determinante  durch  ähnliche  Schltlsse  zu  dem  Ergebniss, 
dass  die  neu  gebildete  Determinante  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Werth  der  Determinante  ü  ist.  Wir  haben  daher  den  Satz: 
(2)  Die  Determinante  eines  Systems  von  n*  Elementen  geht  in 
den  entgegengesetzten  Werth  iiber^  sowohl  wenn  in  dem  qua- 
dratisch geordneten  Schema  der  Elemente  zwei  Horizontal' 
reilien^  wie  auch  wenn  in  demselben  zwei  Vertikalreihen  unter 
einander  vertauscht  werden. 

Nimmt  man  mit  den  Horizontalreihen  des  Schemas  eine 
beliebige  Permutation  vor,  so  kann  dieselbe  nach  dem,  was  im 
vorigen  §  von  den  Permutationen  gesagt  ist,  immer  auf  eine 
Anzahl  von  Vertauschungen  von  zwei  Reihen,  die  bestimmten 
Zeigern  entsprechen,  zurückgeführt  werden.  Da  die  Determi- 
nante in  Folge  von  jeder  solcher  Vertauschung  mit  der  negati- 
ven Einheit  multiplicirt  wird,   so    muss  die  Determinante  des 
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durch  die  in  Rede  stehende  Permutation  entstandenen  Sehemas 
gleich  R  oder  gleich  —  R  sein,  je  nachdem  jene  Vertauschungen 
in  gerader  oder  in  ungerader  Anzahl  augewendet  sind.  Nun 
gehört  aber  die  Permutation  der  Horizontah'cihen  zu  der  ersten 
oder  zweiten  Classe,  je  nachdem  sie  aus  einer  geraden  oder 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Vertauschungen  zweier  Zeiger  her- 
vorgeht. Also  ist  die  Determinante  des  durch  eine  PermtUation 
der  Hari^ontalreihen  entstandenefi  Schemas  gleich  R  oder  gleich 

—  Ry  je  nachdem  die  Permtäation  zu  der  ersten  oder  der  eweiten 
Classe  gehört.  Ebenso  erl'ennt  man,  dass,  wenn  mit  den  Verti- 
Jcdlreihen  des  ScJiemas  eine  beliebige  PermutcUion  ausgeführt  wird, 
die  Determinante  des  resultirenden  Schemas  gleich  R  oder  gleich 

—  R  wird,  je  nachdem  die  angewendete  Perfnutation  eu  der  ersten 
oder  der  eweiten  Classe  gehört. 

Bis  jetzt  sind  die  n'  Elemente  des  Schemas  keiner  Be- 
dingung unterworfen  worden.  Es  ist  nun  die  Voraussetzung  zu 
erwägen,  dass  irgend  zwei  Horizontalreihen  des  Schemas  in 
ihren  aufeinander  folgenden  Elementen  beziehungsweise  tiber- 
einstimmen,  oder  dass,  wenn  die  Reihen  durch  die  Zeiger  A 
und  fi  characterisirt  sind,  die  n  Gleichungen  bestehen 

b.=b  ,,  b.=b  „,.../>.    =6    . 

Alsdann  muss  die  Determinante  R  des  Schemas,  sobald  die  Ate 
Horizontalreihe  mit  der  fiten  Horizontalreihe  vertauscht  wird, 
einerseits  ungeändert  bleiben,  andrerseits  nach  dem  Satze  (2) 
in  — R  llbergchen.  Es  muss  daher  unter  der  angegebenen  Be- 
dingung i2= —  jRsein,  folglich  7?  verschwinden.  Aus  der  Voraus- 
setzung, dass  in  dem  gegebenen  Schema  irgend  zwei  Vertikal- 
reihen in  ihren  auf  einander  folgenden  Elementen  beziehungs- 
weise gleich  sind,  ergiebt  sich  die  gleiche  Consequenz.  Es  be- 
steht deshalb  der  Satz: 

(3)  Wenn  in  dem  quadratisch  geordnete)!  ScJiema  von  n-  Elemefi- 
ten  ewei  beliebige  Horieontalreihen  einander  gleich  sind,  ufid 
wenn  in  dem  Schema  stcei  beliebige  Vertilalreihen  einander 
gleich  sind,  so  wird  die  ^zugeordnete  Determinante  gleich  Null. 

Aus  dem  Bildungssetze  der  Determinante  22  kann  man  die 
Antwort  auf  die  Frage  ableiten,  mit  welcher  ganzen  Function 
der  Elemente  ein  bestimmtes  Element  in  der  Determinante  multi- 
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plicirt  sei.  Um  alle  Glieder  zu  finden,  in  denen  ein  bestimmtes 
Element  h     auftritt,  sind  alle  Productc  (2)  zu  nehmen,  in  denen 

der  erste  Zeiger  gleich  q  und  der  zweite  Zeiger  gleich  a  ist. 
Dadurch  bekommt  in  der  Permutation  a^  a^, . ,  a^  der  Zeiger 
a^  den  unveränderlichen  Werth  a,  und  die  übrigen  n  —  1  Zeiger 
durchlaufen  ihre  sämmtlichen  Permutationen.  Die  gesuchte  ganze 
Function  der  Elemente,  die  in  der  Determinante  B  'mit  6,^„  mul- 
tiplicirt  ist  und  JB,,^  heissen  möge,  wird  daher  erhalten,  indem 
man  in  dem  Product 

h^      h     .  ,  .h 

Im,        2  Kg  11  »n 

den  Factor  b  fortlässt,  in  dem  Product  der  Übrig  bleibenden 
n  —  1  Factoren  die  betreffenden  n  —  1  Zeiger  auf  alle  Arten 
pernmtirt,  das  Vorzeichen  des  Products  positiv  oder  negativ 
nimmt,  je  nachdem  die  Folge  der  n  Zeiger  «,  «,  •  •  •  «n  ^i^e 
Permutation  der  ersten  oder  der  zweiten  Classe  darbietet,  und 
alle  jene  Producte  addirt. 

Es  zeigt  sich  jetzt,  dass  die  Function  B  eine  eu  einem 
Schema  von  (n — \y  Elementen  gehörende  Detemiinantej  oder  eine 
Determinante  des  {n — \)ten  Grades  i$t.  Um  dies  deutlich  zu 
machen,  bestimmen  wir  zuerst  die  Function  JB,„  welche  in  B 
in  das  Element  b^^  multiplicirt  ist,  das  in  dem  Schema  (l)  die 
Stelle  links  oben  einnimmt.  Dieses  Element  tritt  in  dem  Dia- 
gonalengliede 

'^11     '^'22     '^33  •  •  •  "iin 

auf,  das  in  B  das  positive  Zeichen  trägt.  Wenn  man  jetzt  die 
(n—  1)  Zeiger 

2  3  4..  .n 

auf  alle  Arten  permutirt,  und  die  Permutationen  nach  dem  auf- 
gestellten Princip  in  zwei  Classen  theilt,  so  gehört  jede  einzelne 
Permutation  zu  der  gleichnamigen  Classe,  zu  der  diejenige  Per- 
mutation der  n  Zeiger  gehört,  welche  aus  der  in  Rede  stehenden 
Permutation  durch  Vorschreiben  des  sich  nicht  ändernden  Zei- 
gers 1  erhalten  wird.  Die  Function  5j,  wird  daher  gleich  der 
Determinante  des  Schemas  von  (n  — 1)*  Elementen,  das  aus 
dem  Schema  (1)  durch  Weglassen  der  ersten  Horizontalreihe  und 
der  ersten  Vertikalreihe  entsteht.    Nun  kann  man  aber  ein  be- 
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liebiges  Element  b  in  dem  Schema  (1)  an  die  Stelle  des  Ele- 
ments 6^^  bringen,  indem  man  erstens  die  Ite  bis  zu  der  (^— l)ten 
Horizontalreihe  um  je  eine  Stelle  vorwärts  schiebt,  die  ^te  aber 
an  die  Stelle  der  ersten  setzt,  and  zweitens  die  Ite  bis  zu  der 
(a — l)ten  Vertikalreihe  um  je  eine  Stelle  vorwärts  schiebt, 
dann  aber  die  a  te  an  die  Stelle  der  ersten  bringt.  Die  Permu- 
tation der  Horizontalreihen  ist  eine  cyclische,  die  durch  ^  —  1 
Vertauschungen  von  zwei  Reihen  hervorgebracht  werden  kann, 
und  die  Permutation  der  Vertikalreihen  ist  eine  cyclische,  die 
durch  o  —  1  Vertauschungen  von  zwei  Reihen  hervorgebracht 
werden  kann.  Nach  dem  Satze  (2)  geht  bei  der  Vertauschung 
von  je  zwei  Horizontalreihen  und  bei  der  Vertanschung  von  je 
zwei  Vertikalreihen  die  Determinante  i?  in  — R  über.  Sie  er- 
hält daher   durch   die    Permutation   der  Horizontalreihen   den 

Factor  (— 1)^~ ,  hierauf  durch  die  Permutation  der  Vertikal- 
reihen den  Factor  (—1)"",  mithin  wird  die  Determinante  des 
neuen  Schemas,  in  welchem  b^^  die  Ecke  links  oben  einnimmt, 

gleich  ( —  l/"*"*'  R.  In  dieser  Determinante  ist  der  Factor  von 
b  gleich  der  Determinante  des  Schemas  von  («  — 1)*  Elemen- 
ten, das  durch  Weglassen  der  ersten  Horizontal  reihe  und  der 
ersten  Vertikalreihe  erhalten  wird.  Dieses  Schema  geht  aber 
aus  dem  Schema  (1)  dadurch  hervor,  dass  die  ^te  Horizontal- 
reihe derselben  weggelassen  und  die  ate  Vertikalreihc  wegge- 
lassen ist,  und  die  Reihen  ohne  Aenderung  der  Ordnung  anein- 
ander gerückt  sind.  Die  aus  dem  genannten  Schema  von  (w  —  1)* 
Elementen   gebildete  Determinante    war  gleich  dem  Factor  des 

Elements  6,^  in  der  Determinante  (— l/^^iZ;  die  bezeichnete 
Determinante  des  (n— l)ten  Grades  ist  daher,  mit  dem  Factor 
( — 1)''  "  multiplicirt,  gleich  dem  Factor  des  Elements  6,,„  in  der 
Determinante  R,  oder  der  zu  bestimmenden  Function  B  .  Der 

Factor  (—  1)^'*'*'  ist  gleich  + 1  oder  —  1,  je  nachdem  q  +  o  ge- 
rade oder  ungerade  ist.  So  erhellt,  dass,  wenn  q-\-  a  ungerade 
ist,  durch  Umstellung  einer  Reihe  ein  Schema  erhalten  werden 
kann,  dessen  Determinante  selbst  gleich  B  wird;  doch  em- 
pfiehlt es  sich  für  viele  Fälle,  einen  Factor,  der  nach  einer 
bestimmten  Regel  gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Ein- 


§  74.  Determinante  des  nten  Grades.  825 

heit  ist,  in  der  Definition  einer  Determinante  beizubehalten. 
Die  80  eben  characterisirten  Verbindungen  B^^  geben,  wenn  die 

Zahl  n=3  ist;  und  wenn  statt  des  Schemas  (1)  das  Schema  (9) 
des  §  72  gesetzt  wird,  in  die  Verbindungen  über,  welche  dort 
respective  mit -4j,^^, .. .  C,  bezeichnet  worden  und  explicite 
als  Determinanten  des  zweiten  Grades  dargestellt  sind.  Sie  bil- 
den, nach  den  drei  Buchstaben  vertheilt,  die  Multiplicatoren, 
welche  zu  der  Auflösung  des  dortigen  Systems  (2)  von  drei 
Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  dienen,  und  gentigen  diesem 
Zweck  vermöge  der  Gleichungen 

(3),  (3*),  (3**),    (5),  (5*),  (5**),    (6),  (6*),  (6**). 
Es  sind  jetzt  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Verbindungen 
B     nachzuweisen. 

Die  Determinante  R  des  nten  Grades  ist  in  Bezug  auf  die 
n*  Elemente,  aus  denen  sie  besteht,  eine  homogene  Function  des 
nten  Grades.  Wenn  man  aber  nicht  alle  Elemente,  sondern  nur 
bestimmte  Gruppen  derselben  ins  Auge  fasst,  so  kann  sich  in 
Bezug  auf  diese  der  Grad  niedriger  gestalten.  Nimmt  man  alle 
diejenigen  Elemente,  in  denen  der  erste  Zeiger  einen  und  den- 
selben aber  beliebigen  Werth  A  hat,  also  die  in  derselben  Hori- 
zontalreihe des  Schemas  befindlichen  Elemente 

so  muss  jedes  Glied  der  Determinante  in  eines  dieser  Elemente 
und  nur  in  ein  einziges  multiplicirt  sein,  weil  in  jedem  Gliede 
alle  ersten  Zeiger  unter  sich  verschieden  und  alle  zweiten  Zeiger 
unter  sich  verschieden  sind.  Die  Determinante  R  ist  deshalb 
eine  homogene  Function  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  die 
Elemente  6,,,  h,  ,...&.  ,   und  die  betrefi'enden  Factoren  sind 

die  vorhin  bestimmten  Verbindungen  B^^y  B^^, .  . .  B^^^  in  denen 

jene  n  Elemente  nicht  auftreten.  Hieraus  entspringt  fUr  die 
Function  R  die  flir  jeden  Werth  von  A  gültige  Darstellung 

^    '  Alill  X2       X  2  XnxD 

Nach  dem  Satze  (3)  muss  die  Determinante  eines  Schemas 
verschwinden,  welches  aus  dem  Schema  (1)  entsteht,  indem  die 
Ate  Horizontalreihe  der  Elemente  durch  eine  von  ihr  verschiedene 
Hofisontalreihe,  welche  die  X*te  sein  möge,  ersetzt  wird;  denn  in 
dem  neu   zu  bildenden  Schema  existiren   dann   zwei   einander 
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gleiche  Horizontalreihen.  Weil  nun  in  diesem  neuen  Schema 
alle  Reihen  mit  Ausnahme  der  Aten  ungeändert  geblieben  sind, 
die   Verbindungen    ß^^,  2^^.,, .  .  .  J?^^  indessen   nur   aus   diesen 

angeänderten  Horizontalreihen  zusammengesetzt  werden,  so  ent- 
steht die  Determinante  des  neuen  Schemas  dadurch,  dass  in 
dem  Ausdrucke  (6)  Ä^^^t^r  b^^,  b^,^  ttlr  b^^  u.  s.  f.   substitnirt 

wird.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  Determinante,  die 
gleich  Null  ist;  mithin  gilt  die  Gleichung,  bei  der  A  und  ?,'  beliebige 
Werthe  haben  dürfen,  die  von  einander  verschieden  sind, 

Offenbar  lässt  sich  die  Determinante  R  auch  als  Function 
der  fi  Elemente  auffassen,  welche  eine  bestimmte  Vertikalreihe 
bilden 

und  ist  in  Bezug  auf  diese   ebenfalls   eine   homogene  Function 
des  ersten  Grades.    Durch  Anwendung   der   gleichen   Schltlsse 
ergiebt  sich  dann  für  R  die  fUr  jeden  Werth  von  v  gültige  Dar- 
stellung 
(7)  R  =  b^      B^    +/>,     2?,  +...  +  ft      Ji   . 

^    '  1  I  1  »•  t»  r         2  V  II  »•         n  I 

und  auf  Grund  des  obigen  Satzes  (3)  die  Relation 

wo  V  und  V*  irgend  zwei  von  einander  verschiedene  Zeiger  be- 
deuten. 

Mit  Hülfe  der  letMeti  Gleichungen  erhalten  ivir  unter  der 
Voraxissetjzung,  dass  die  Detenninante  R  nicht  gleich  Null  ist, 
die  Auflösung  des  Systettis  von  n  Gleichungen  mit  den  n  Unbe- 
kannten x^j  a:,, . . .  a;„ ,  das  in  §  73  mit  (2)  bezeichnet  ist.  Durch 
die  Multiplication  der  auf  einander  folgenden  Gleichungen  in  (2) 
mit  den  respectiven  Factorcn  B^  ^,  i^^  ^, . . .  JB    ,  wo  v  succcssive 

die  n  Zahlen  1,  2,  3, . . .  n  bedeutet,  und  die  jedesmalige  Addition 

ergiebt  sich  als  Cönsequenz  dieser  Gleichungen,  da  der  Factor 

von  x^  wegen  (7)  gleich  der  Determinante  R  wird,  die  Factoren 

der  übrigen  Unbekannten  jedoch   wegen  (8)  verschwinden,  die 

Gleichung 

(9)  iia;  --5,     r   +  jB  .  r   +  ...  +  J?      r. 

Ans   derselben   folgt   durch  Division    mit    der  von   Null  ver- 
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schiedencn  DetermiDaute  R  für  die  sUmmtlichen  Unbekannten 
^,,  x^, .  .  .^n  die  Bestimmung 

(10)        X  =  ''-  y     ''  ^  ^^  ?. 

^     ^  >  B 

Andere  Werthe,  als  die  vorliegenden,  können  das  System  von 
Gleichungen,  aus  dem  die  Bestimmung  der  Werthe  abgeleitet 
ist,  nicht  erflillen.  Wenn  man  aber  diese  Werthe  in  die  ein- 
zelnen Gleichungen  des  Systems  substituirt,  so  werden  sie  aller- 
dings befriedigt.  Nimmt  man  die  linke  Seite  der  Aten  Gleichung 
des  Systems,  so  kommt 

XI  Ji 

+   ... 

,2         Vlnl  2n2  nno/ 

in  ]l 

Es  werden  aber  die  Summen,  mit  denen  hier  beziehungs- 
weise r,,  r^,..,rj^  multiplicirt  erscheinen, 

il        II  /i2         12  in        l_n 

~  R  ■      ' 


^1^.1  +  ^,  ■»«  +  •• 

In       2n 

i? 

7 

^I^n.+   ^.    "ßn,+  - 

.  .  +  5,     B 

in       nn 
> 

B 

durch  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  bestimmt.  Die  Zähler  aller 
dieser  Brüche  verschwinden  nach  (7)  mit  Ausnahme  von  dem 
Zähler  desjenigen  Bruches,  der  als  Factor  zu  r^^  gehört,  und 
dieser  wird  nach  (6)  gleicht.  Da  nun  jeder  der  Zähler  durch 
den  Nenner  R  zu  dividiren  ist,  so  sind  alle  Factoren  von 
r^,  r,, . . .  r^  mit  Ausnahme  des  Factors  von  r^  gleich  Null,  und 
dieser  gleich  der  Einheit.  Man  hat  deshalb,  wie  zu  beweisen 
war,  in  Folge  der  Werthe  (10)  die  Gleichung 
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Das  System  (10)  gieht  doJier  für  ein  von  NuU  verschiedenes  R 
die  eineigen  Werthe  der  Unbekannten  x^,  x^,  .  ..^n  «w,  durch 
toelche  das  System  von  Gleichungen  (2)  in  §  73  befriedigt  wird. 

I  75.  Vollständig«  Disoussion  der  Auflösung  von  n  Olslshnn- 
g«n  dos  orston  Chrados  mit  n  ünbOkannton  für  don  Fall  oinor 

▼orsohwindondon  Dotonninanto. 

Die  n  Functionen  des  ersten  Grades  /"„  /',,.../'»,  welche 
in  (1)  des  §  73  definirt  sind,  werden  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  n  Variabein  a;,,  ir,, . . .  x^  genannt,  wenn  es 
möglich  ist,  die  n  Variabein  so  zu  bestimmen,  dass  die  n  Func- 
tionen ein  System  von  n  ganz  beliebig  gewählten  Werthen  an- 
nehmen. Dies  ist  nach  dem  vorigen  §  stets  der  Fall,  wofern 
die  Determinante  B  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat; 
folglich  sind  die  n  Functionen  f^y  /^>  •  •  •  /•  ^on  einander  unab- 
hängig,  sobald  die  zugehörige  Determinante  R  nicht  gleich  Null 
ist.  Man  kann  die  Unabhängigkeit  der  n  Functionen  von  ein- 
ander auch  dadurch  definiren,  dass  man  sagt,  die  n  Functionen 
seien  von  einander  unabhängig,  sobald  es  unmöglich  ist,  mit 
Htllfe  von  n  Constanten  E^ ,  E^j  •  •  -E^»  die  nicht,  jede  flir  sich, 
gleich  Null  sind,  eine  Gleichung  zu  bilden 

denn  gäbe  es  eine  solche  Gleichung,  so  wttrde  auf  Grund  der- 
selben, da  wenigstens  eine  der  Grössen  E^, . .  E^  nicht  gleich 
Null  sein  darf,  wenn  etwa  E^  nicht  gleich  Null  wäre,  der  Werth 
von  f^  bestimmt  sein,  nachdem  tlber  die  Werthe  von  /"„/"o,  .../j, 
verfilgt  worden  ist. 

Dagegen  heissen  n  Functionen  des  ersten  Grades  f^,  /*„  . .  f^ 
von  einander  abhängig,  sobald  es  möglich  ist,  eine  oder  mehrere 
derselben  durch  die  übrigen  Functionen  auszudrucken.  Es  hat 
sich  bei  zwei  Functionen  mit  zwei  Variabein  und  bei  drei 
Functionen  mit  drei  Variabein  gezeigt,  dass  sie  von  einander 
abhängig  sind,  sobald  die  betreffende  Determinante  gleich  Null 
wird.  In  gleicher  Weise  gilt  der  Satz,  dass  n  Functionen  des 
ersten  Grades  /*,,  /*,,  .  .f^  von  einander  abhängig  sind,  wenn  die 
betreffende  Determinante  R  verschwindet]  der  zu  führende  Beweis 
desselben  bedarf  noch  einiger  vorbereitenden  Bemerkungen. 
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Im  vorigen  §  sind  in  der  Determinante  des  nten  Grades  R 
die  Factoren  der  einzelnen  Elemente  b^^„  aufgesucht  und  mit 
B,^  bezeichnet  worden;  diese  haben  sich  mit  Hinzuziehung  eines 

Faetor8(— 1)'^'*^'',  der  entweder  gleich  der  positiven  oder  der  ne- 
gativen Einheit  ist,  als  diejenigen  Determinanten  des  (n — l)ten 
Orades  erwiesen,  deren  Elemente  aus  dem  Schema  der  n*  Ele- 
mente hervorgehen,  indem  eine  bestimmte  Horizontalreihe  und 
eine  bestimmte  Vertikalreihe  fortgelassen  wird.  Wenn  man  den- 
selben Process  mit  jeder  der  Verbindungen  2?,^  vornimmt,  so 
entstehen  unter  Hinzuitigung  von  Factoren,  die  wieder  nur  gleich 
der  positiven  oder  negativen  Einheit  sind,  Determinanten  des 
(n — 2)ten  Grades,  deren  Elemente  aus  dem  Schema  der  n*  Ele- 
mente erhalten  werden,  indem  man  zwei  Horizontalreihen  und 
gleichzeitig  zwei  Vertikalreihen  weglässt.  Dieses  Verfahren 
kann  aber  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis  zuletzt  die  einzelnen 
Elemente  des  Schemas  als  Vertreter  von  Determinanten  des 
ersten  Grades  zurück  bleiben.  Man  nennt  nun  jede  Determinante 
des  (n— i)ten  Grades,  deren  Elemente  aus  dem  Schema  der  w* 
Elemente  durch  Weglassen  von  /  Horizontalreihen  und  l  Verti- 
kalreihen gefunden  werden,  eine  partielle  Determinante  des 
(n — l)ten  Grades  von  dem  ursprünglichen  System  der  n*  Elemente, 
Die    Verbindungen    B      sind    demnach   gleicTi  bestimmten  mit 

( — 1)^^^  multiplicirten  partiellen  Determinanten  des  (n—l)ten 
Grades,  werden  aber  noch  mit  einem  besonderen  Namen  ad- 
jtmgirte  Elemente  des  Systems  genannt,  und  zwar  sagt  man,  dass 
das  adjungirte  Element  B  mit  dem  Element  b  des  ursprung- 
lichen Schemas  correspondire.  Wenn  nun  für  ein  System  von 
Functionen  /\,  A>-/ii  ^^^  zugeordnete  Determinante  R  ver- 
schwindet, so  muss  man,  um  die  Abhängigkeit  dieser  Functionen 
sicher  zu  beurtheilen,  zuerst  prüfen,  ob  die  sämmtlichen  adjun- 
girten  Elemente  B^^^  mit  R  zusammen  verschwinden  oder  nicht. 

Findet  das  erstere  statt,  so  sind  die  sämmtlichen  partiellen  De- 
terminanten des  (n— 2)ten  Grades  zu  untersuchen,  und  es  ist 
überhaupt  mit  der  Betrachtung  der  sämmtlichen  partiellen  De- 
terminanten der  absteigend  auf  einander  folgenden  Grade  so 
lange  fortzufahren,  bis  man  zum  ersten  Mal  zu  einem  Grade  ge- 
langt,  bei   dem   wenigstens   eine  partielle  Determinante  nicht 
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gleich  Null  ist.  Die  letzten  partiellen  Determinanten  können  die 
Elemente  b^  selbst  sein,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden  dür- 
fen, wenn  nicht  /,,/*,,...  fm   stets  gleich  Null  sein  sollen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  alle  partiellen  Determinanten 
des  (n—  l)ten,  (n  — 2)ten  bis  (w — i4-  l)ten  Grades  verschwin- 
den, dass  dagegen  eine  partielle  Determinante  des  (n  — {)ten 
Grades  nicht  den  Werth  Null  habe;  es  sei  zunächst  diejenige, 
welche  zu  dem  Schema 

^21  ^W  •  •  ^2.  n—t 


gehört,  und  sie  möge  mit  JT  bezeichnet  werden.  Die  betreffenden 
Elemente  sind  die  Coefficienten  der  Variabein  x„  x^^ . .  x^_i  in 
•den  Functionen  /",,  /"„  ..fn^t-  Wenn  eine  partielle  Determinante 
desselben  Grades  von  einem  anderen  Schema  als  von  Null  ver- 
schieden gegeben  ist,  so  werden  durch  die  ersten  Zeiger  n—l 
Functionen  unter  den  Functionen  /",,  /",,.../"«>  wnd  durch  die 
zweiten  Zeiger  m—Z  Variabein  unter  den  w  Variabein a:,,^:,,.--^» 
bezeichnet,  mit  denen  entsprechend  verfahren  werden  kann. 
Aus  dem  Umstände,  dass  die  Determinante  K  des  Schemas  (1) 
nicht  gleich  Null  ist,  lässt  sich  nun  schliessen,  dass  man  den 
Functionen  fi^f^y-'-fn-i  ganz  beliebige  Werthe  vorschreiben 
darf  und  die  Variabein  x^,  x,, . .  .  x„_i  entsprechend  bestimmen 
kann,  während  die  Variabein  ir^,_/^p  •  •  •  ^«  ganz  beliebige  Werthe 
erhalten,  und  dass  ferner  jede  der  Functionen  /],_,+  ,,  -  -  f„  gleich 
einem  homogenen  Ausdrucke  des  ersten  Grades  von  den  Func- 
tionen /*,,  /'»,.../'«-/>  mithin  von  diesen  abhängig  ist.  Man  for- 
dere für  jede  der  n — l  Functionen  /',,.  . ./)._,  einen  ganz  belie- 
bigen Werth,  respective  die  Werthe  r,,  r^, .  . .  r„_/,  dann  erlauben 
die  (n  — Z)  Gleichungen 

(  6j,  x,  +..-f  6,.,_,a:„._,  +  6,^_,^,  x„,  ,^,  +..+  b,  „x^=r, 
(2)j 

die  (n—  l)  Werthe  a;,,  a;„ . . .  a;„_/  durch  das  in  dem  vorigen  § 
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entwickelte  Veri'ahren  nnzweifelhaft  zu  bestimmen,  während  den 
Variabein  x„_t+ij   •  •  ^i,  ganz  beliebige  Werthe  beigelegt  sind. 

Denn,  wenn   die  Gleichungen   (2)  in  die  Gestalt  gesetzt 
werden 

\  £t     J   \  ••  •  •  •  •  •  • 

f  *»-/,  1  ^1  +  •  •  +  f>n-f,  n-1  ^/  =  —  6„«./,„_/+i  ^„_/+i  •  •  •  +  r 


«— ; 


SO  enthalten  die  linken  Seiten  (n  —  l)  Aasdrücke  des  ersten 
Grades  von  den  (w— Z)  Unbekannten  a:,,  x^, . .  a;„_/,  deren  De- 
terminante K  genannt  worden  ist  und  nach  der  AnnahmB  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth  hat;  auf  der  rechten  Seite  be- 
finden sich  dagegen  Ausdrücke,  die  als  gegeben  betrachtet 
werden,  und  daraus  folgt  die  Richtigkeit  des  Behaupteten.  Die 
Abhängigkeit,  in  welcher  jede  Function  f^  aus  der  Reihe  der 
Functionen  /'„_,+i,  -  -  fn  ^^^  ^^^  Functionen  /*„  /*„  .  .  .  f^^i 
steht,  ergiebt  sich  dadurch,  dass  man  zu  den  Darstellungen  der 
letztem  die  Darstellung  der  Function  f^  hinzufügt 

•  ••••••• 

und  jetzt  die  einzelnen  Functionen  mit  solchen  Factoren  multi- 
plicirt,  als  ob  in  den  Ausdrücken  rechts  die  n  —  l-V  1  Variabein 
a?!,  a^j, . . .  a:„_,,  a:»_/^.l  die  Unbekannten  wären,  und  die  Unbe- 
kannte Xn-i^\  bestimmt  werden  sollte.    Die  bezeichneten,  nach 

den  Vorschriften  des  vorigen  §  zu  bildenden  Factoren  werden 
respective  die  partiellen  Determinanten  unseres  Schemas  von 
n* Elementen,  die  zugleich  adjungirte  Elemente  des  Schemas 
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»n 

6» 

•  K»-i 

^Lf-Z+l 

ft« 

6« 

•              • 

■   •  "i,  •-/ 

•                • 

•                  • 

^11  -/,  l  ^11—/.  2  •    •  ^n— /.  1»—/  ^n— /,ii-/+l 
Vi       %,2       •    •^a,«—/        ^ff,«— /+1 

sind,  und  hier  mit  den  Elementen  der  letzten  Vertikalreihe  corre- 
spondiren.  Das  letzte  adjungirte  Element  fällt  mit  der  Deter- 
minante K  zusammen,  die  anderen  mögen  von  oben  nach  unten 
gehend  so  bezeichnet  werden 

cvC«)      c^iP)  cv(o) 

Multiplicirt  man  jetzt  die  Functionen  /", ,  /',,..  f^_p  f„  be- 
ziehungsweise mit  den  Factoren  3\*^  ,  S«"  ,  •  .  3jLi>  ^  und 
addirt,  so  werden  die  Factoren  der  Variabein  x^y  x,,  .  .  x^_, 
wegen  der  Relationen  (7)  des  vorigen  §  an  und  für  sich  gleich 
Null,  dagegen  die  Factoren  der  Variabein  -c^_/^.,  ,  .  .  .  a?^ 
gleich  partiellen  Determinanten  des  (n— 2+l)ten  Grades.  Diese 
sind  aber  vermöge  der  getroffenen  Annahme  sämmtlich  gleich 
Null.  Also  verschwinden  die  Factoren  sämmtlicher  Variabein 
x^j  .  .  Xj^  und  es  bleibt  die  Gleichung 

(4)  Q,'\   +  3*;'  /•.+   ..+  ^Un-,  +  Kf„  =  0. 

Aus  dieser  folgt,  weil  K  nicht  gleich  Null  ist,  für  f^  die  Dar- 
stellung 

(ö)  t„= -^  1 

welche  nachgewiesen  werden  sollte;  für  a  hat  man  successive 
die  Zeiger   n  — Z  +  l,  n  —  J  +  2,  .  .  .  n  zu   setzen,   wobei   die 

Determinanten  3^  j  ^T  '  '  '  '  3l-/  nach  den  gegebenen  Vor- 
schriften zu  bilden  sind. 

Wenn  jetzt  ein  System  von  n  Gleichungen 

aufgelöst  werden  soll,  so  können  r^, .  .r^_^  frei  gewählt  werden, 
doch  müssen  unter  den  obwaltenden  Umständen  den  Functionen 
fn  /+!  >  •  "fü  solche  Werthe  r^^^^^  » •  •  •  ^n  vorgeschrieben  sein, 
die  den  Relationen  (5)  genügen;  andernfalls  würde  das  Sy- 
stem   von    Gleichungen    sich    selbst    widersprechen.      Umge- 
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kebrt  aber  werden,  sobald  jene  Bedingungen  befriedigt  sind,  wenn 
die  Grössen  ^.^/^^ ,  .  .  .  x^    willkttrlieb   angenommen   und    die 

Grössen  x^^  x^^ .  . .  Xn^t  aus   den  ersten  n—l  Gleichungen  be- 

stitfimt  werden,  die  letzten  l  Gleichungen 

wegen  der  Relationen  (5)  von  selbst  eritillt  sein. 

Wir  denken  uns  jetzt  in  dem  System  (6)  von  n  Glei- 
chungen mit  n  Unbekannten,  welches,  vollständig  hingeschrieben, 
mit  dem  System  (2)  des  §  73  zusammentUUt  und  die  folgende 
Gestalt  hat 

b    X    -h  b     X     +..    +6      X   =r 

11     1  12       «  1«        n  1 

b   X    +6     X     +..    +6      X    =r 

,^^v  /       «11     ^ ''22       2     ^  2»       «  2 

(6') 

f    b  ^x^   -\-b  ^x^   +  , ,    +b      X    =r 

.»11  «22  Hl»»  f» 

die  Werthe  r^,  r,,  ..  .  r^  so  gewählt,  dass  sie  den  bezeich- 
neten Bedingungen  genügen,  und  dass  also  eine  Auflösung  des 
Systems  möglich  ist.  Dann  ist  es  von  Interesse,  zu  wissen,  ob 
durch  die  so  eben  auseinander  gesetzte  Methode  jede  Auflösung 
erhalten  werden  kann.  Es  sei  irgend  eine  Auflösung  gegeben, 
bei  welcher  die  Unbekannten  x^y  x^  ,  ,  ,  x^  respective  die 
Werthe 

(7)  ?„  |„  .  .  .  I« 

erhalten,  und  diese  möge  mit  einer  Auflösung  verglichen  werden, 
welche  durch  die  in  Rede  stehende  Methode  erhalten  ist  und 
die  Werthe 

(8)  Xj,  X„  .  .  X^ 

geliefert  hat.  Wir  substituiren  in  die  Gleichungen  (6*)  zuerst 
die  Werthe  (7)  und  hierauf  die  Werthe  (8),  subtrahiren  die 
betreffenden  Gleichungen,  die  den  gleichen  ersten  Zeiger  haben, 
und  erhalten  durch  das  Fortheben  der  Ausdrücke  rechts  die 
Gleichungen 
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Es  können  nun  wieder,   da   die  Dertermiuante  K  des  Systems 

(I)  von  Null  verschieden  ist,  die  (n  —  l)  ersten  Gleichungen 
als  Gleichungen  gelten,  welche  zu  der  B^timmung  der 
{n—l)  Grössen 

c,  —  A^,  •  fc».,  —  -X, ,  .  .  c     , —  A     , 

-1  J  '    -2  2  -j» — /  w— / 

dienen  sollen.  Weil  die  Auflösung  (8)  durch  die  vorhin  ent- 
wickelte Methode  hervorgebracht  ist,  so  dürfen  den  Grössen 

(10)  X    ,     .  X    ■     ,  .  .   X 

ganz  beliebige  Werthe  beigelegt  sein,  aus  denen  vollkommen 
bestimmte  Werthe  der  Grössen 

(II)  X,,  Ä',,  .  .  X^_^ 

hervorgegangen  sind.  Wir  setzen,  was  immer  möglich  ist,  vor- 
aus, dass  die  Grössen  (10)  diejenigen  Werthe  habeti,  welclhe  den 
Grössen  desselben  Zeigers  in  de^-  gegebenen  Auflösung  f,,  f,,  . .  ^„ 
entsprecJ^enj  so  dass 

ist.  Dann  verwandeln  sich  die  (w— /)  ersten  Gleichungen  des 
Systems  (9)  in  die  folgenden 

(9*)  Ä,,  (f,  _  X,  )  +  .  .  .  +  ft, ._,    (I,.,  -  X  _,)  =  0 

•  •  •  •  ■  • 

h    ,    (f—X,  )+...  +  6    ,      AÜ      -X    ,)  =  0. 

n — /,M^*-1  I   '  H—l,n — f^"»  —  !  H--r 

Diese  bilden  ein  »System  von  Gleichungen,  bei  denen  die 
Determinante  K  nicht  gleich  Null  ist,  die  sämmtlichen  Aus- 
drücke rechts  aber  gleich  Null  sind.  Ein  solches  System  lässt 
nach  dem  vorigen  §  nur  eine  Auflösung,  und  zwar  die  Auflösung 
zu,  bei  der  die  sämmtlichen  Unbekannten  gleich  Null  sind; 
demnach  gelten  hier  die  Bestimmungen 
(13)  $,  -  X,  =0,  ,t^  -  X,  =  ü,  .  .  f„_,-  A„_/-  0. 

Esmüssen  daher f  nachdem  den  Grösse^iX^_i^^  ,  .  .  .  X^  respec- 

tive  die  WeiHie  der  Grössen  f«-./^.i  ,   .  .  .  ^^  beigelegt  sindj  aucJt 

die  Grössen  ^,,  ^,, . . .  ^„^i  respective  den  Grössen  X,,  X,,  . .  .  X^^f 

gleich  werden.  Also  iann  jede  gegebene  Auflösung  des  Systems 
(6*)  in  einer  bestimmten  Weise  durch  das  vorgetragene  Auf- 
lösungsverfahren  erhalten  werden. 


§  75.  Verschwindende  Determinante.  335 

Bei  der  Wahl  der  Werthe,  welche  in  dem  System  von 
n  Gleichungen  mit   n  Unbekannten  für  die  Functionen  Z*,,/^,, . ./], 

verlangt  werden  können,  zeichnet  sich  der  Fall  aus,  in  dem  diese 
Werthe  sämmtlich  gleich  Null  werden.  Wir  haben  dann  statt 
des  Systems  (6*)  das  System  von  Gleichungen 

^       '  11      1  12     2  In     n 

^.,  ^.     +  *o..  X^     +    .  .  .    +  b      X    ^=0 
21       1  2'2      2  2  ff     R 

•  •  •  •  • 

b    x^   -h  b    x^  -\-  ,  . .  +  b    X  =0. 

Uli  N'i2  Htt        M 

Wofern  die  Determinante  R  nicht  gleich  Null  ist,  so  müssen^ 
wie  schon  bei  Gelegenheit  des  Systems  (9*)  bemerkt  worden, 
alle  Unbekannten  x^,  x^, . ,  x^  verschwinden.  Sobald  die  Deter- 
minante R  gleich  Null  ist,  und  alle  partiellen  Determinanten  des 
in  —  l)  ten,  (n  — l)  ten  Grades, .  .  bis  mm  {n  —  l-\-\)ten  Grade 
verschwinden,  jedoch  eine  partielle  Determinante  des  (n — l)ten 
Grades  nicht  verschwindet,  so  sind  die  Bedingungen,  welcJhe  sich 
aus  (5)  für    die  d^t  Functionen  /*,,  /*j, .  .  f„  beiliegenden  Werthe 

ergeben^  durch  die  Werthe  Null  immer  erfüllt,  und  daher  ist  stets 
eine  Auflösung  nwglich.  Man  erhält  femer,  sobald  die  mit  K  be- 
zeichnete partielle  Detaniinante  des  {n—l)tefi  Grades  nicht  gleich 
Null  ist,  eine  Auflösung,  in  welclt^r  alle  vorhandenen  Auflösungen 
enthaltefi  sind,  dadurch,  dass  man  die  Grössen x^_i^^  ,  x^_i^^  >  •  •  -^n 

unbestimmt  lässt  und  die  Grössen  x^,x^,. .  .x„_/  mit  Hülfe  von  diesen 
ausdrückt.  Es  sei  x,^  eine  von  den  Grösscna:,,a:,,  .'X„_,,  welche  durch 

das  entwickelte  Verfahren  bestimmt  werden  soll,  so  sind  die  Glei- 
chungen (2*),  nachdem  r,  =0,  r ,  =  0,  .  .  r,  ^=  0  gesetzt  worden 

ist,  mit  den  angemessenen  adjungirten  Elementen  des  Schemas 
(1)  zu  multipliciren  und  hierauf  zu  addiren.  Dabei  erscheint 
auf  der  linken  Seite  als  Factor  von  x,,  die  Determinante  K  des 

Schemas  (1),  und  auf  der  rechten  Seite  treten  als  Factoren  der 
Grössen    ^^_,.|»---^„     bestimmte  partielle  Determinanten  des 

(n  — Z)ten  Grades  auf,  die  wir  der  Kürze  halber  beziehungs- 
weise mit  J5r"  , . ,  , . .  -K^"  bezeichnen.  Demnach  wird  die  voU- 
ständige  Auflösung  des  Systems  (14)  durch  die  Gleichungen 
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(15)  Kx^    =<-...  ^....x +  ••+ <'     K 

'2  ^i.-/+l  ^n-Z+l 


K.x^    =  ^  ,.,  X   ..,  +  .. +2r 


z 

n  % 


Kx    .  =  E^'-'!,x    ,,,+..  +K^'-"x 

n—t  M— /+1      «— /+1  n  n 

dargestdÜ, 

Wenn  sich  bei  verschwindendem  22  unter  den  partiellen 
Determinanten  des  (n  — Z)ten  Grades  wenigstens  eine  befindet, 
die  nicht  gleich  Nnll  ist,  und  wenn  wieder  die  Determinante 
K  des  Schemas  (1)  nicht  gleich  Nnll  ist,  so  ist  jetzt  die  Zahl 
1=1,  and  die  Determinante  JT  wird  zu  dem  adyungirten  Ele- 
mente J?^^.  Gleichzeitig  gehen  die  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (15)  in  die  aus  den  Factoren  K^^  ,  .  . .  7l  ""'  und 
der  Grosse  x^  gebildeten   Producte  Über.    Es   bestimmen   sich 

also  in  diesem  Falle  die  Verhältnisse  der  (n  —  1)  Grössen 
a;,,  a:,, . . .  a;„_,  zu  der  Grösse  x^ ,    Ferner  zeigt  eine   einfache 

Ueberlegung,  dass  die  partiellen  Determinanten  des  (n  —  1)  ten 

Grades  K    .  ....  K "^     respective    mit   den   adjungirten    Ele- 

menten  B  ,  .   B  ^,  ,  .  B      ,  zusammenfallen.    Demnach  erhält 

man  die  Verhältnisse  der  Grössen  x^  x,,  . .  .  x^   durch  die  aus 

(15)  entstehenden  Gleichungen 

(16)  B    x^  =B    X  ,    B    x^=B    X  ,...5    x     =B        x  . 

Das  System  von  Gleichungen  (14)  wird  offenbar  erftlllt, 
indem  man  statt  x^,  x^,.,,Xf^  respective  die  adjungirten  Ele- 
mente irgend  einer  Horizontalreihe,  jedes  mit  demselben  un- 
bestimmten Factor  $  multiplicirt,  substituirt 

(17)  £,,«,   B^,^s,...B^^s. 

Denn  bei  der  Substitution  wird  die  linke  Seite  der  Aten  Gleichung 
(6)  des  §  74  gleich  Rs,  mithin  gleich  Null,  weil  72  =  0  ist,  und 
die  linken  Seiten  aller  übrigen  Gleichungen  werden  wegen  der 
Gleichung  (7)  desselben  §  überhaupt  gleich  Null.  Die  Ausdrücke 
(17)  bilden  also  eine  Auflösung  des  Systems  (14);  da  xi\xn  jede 
Auflösung  in  (16)  enthalten  seinmuss,  und  da  eine  beliebig  ge- 
gegebene Auflösung  mit  der  aus  den  Gleichungen  (16)  hervor- 
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gehenden  Auflösung  zusammenfällt,  sobald  die  respectiven  Werthe 
von  x^  zusammenfallen,  so  zieht  die  Gleichung  x^  =^in  ^  ^^® 
Gleichungen 

(18)     a;,=  —^  =  B,,  s,  x,=  - "»  "-  =  B,,  s, . . 

H  n 

nach  sich,  üie  Verhältnisse  der  Grössen  a;,,  rr,,  .  .  .  x„  werden 
deshalb  durch  die  Verhältnisse  von  den  adjungirten  Elementen 
^xv -^ir  ' ' ' -^xn  ^^^  beliebig  gewählten  Aten  Horizontalreihe 
dargestellt,  wofern  diese  adjungirten  Elemente  nicht  sämmtlich 
gleich  Null  sind.  Mithin  stehen  bei  einer  verschwindenden  De- 
terminante R  die  zu  verschiedenen  Horizontalreihen  gehörenden 
adjungirten  Elemente  unter  einander  in  denselben  Verhältnissen. 

§  76.    Traiifformation  eines  Byetems  von  n  Funotloiien  de« 

ereten  C^adee  mit  n  Variabeln  duroh   eine  Bnbetitation  de« 

ersten  Orades.    MnltiplioationeMttz  der  Determinanten. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  in  §  70  aufgeworfene  Frage 
vollständig  zu  beantworten,  ob  bei  einem  vorgelegten,  dort  mit 
(4)  bezeichneten  System  von  Gleichungen 

(l)  x,  =  c,,  x\  +  c,,  x\  +  .,+  c,„  x\ 

^2  ^^  ^21   ^  1  "^  ^M   ^'2  **"    •  •  "+■  ^2»    ^'n 

.  •  .  .  .       • 

wenn  flir  die  Grössen  x^,  x^y,..x„  bestimmte  Werthe  vorge- 
schrieben werden,  solche  Werthe  rc',,  o:',, . .  .a;'^  existireu,  die  dem 
System  von  Gleichungen  genügen,  und,  falls  es  solche  Werthe 
giebt,  wie  dieselben  gefunden  werden  können.  Es  zeigt  sich  durch 
die  in  den  letzten  §§  geflihrte  Untersuchung,  dass  es  vor  allen 
Dingen  darauf  ankommt,  ol)  die  Determinante  des  Systems  von 
Cocfficienten,  welche  mit  S  bezeichnet  werden  möge,  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  oder  den  Werth  Null  hat.  Wofern 
die  Determinante  S  nicht  verschwindet,  so  gehört  zu  jedem 
System  von  Werthen  a:,,  a?„  .  .  .  x^  ein  einziges  System  von 
Werthen  x\y  x\^ . .  ^'„  •    Dasselbe  wird  nach  der  Vorschrift  der 

Lipschlti,  AluüyaiB.  22 
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Gleichung  (10)  des   §  74,  indem  C,^  dag  mit  dem  Element   e 

correspondirende     adjnngirte    Element    aas   dem   Schema  der 

Coefficienten 

(2)  c,,    (?,2   .  .  .  c^^ 

»21      «'22     •    •    '      'In 

•  •  »  • 

•  •  •  • 

bedeutet,  durch  die  Gleichung 

ausgedrückt,  in  welchcc  q  successive  gleich  den  Zahlen  1,  2,  3, .  .n 
zu  setzen  ist.     Wenn    dagegen    die  Detenninante  aS  gleich  Null 
ist,  so  lehrt  der  vorhergehende  §,  dass  die  Werthe  x^.  x^,.,,x^ 
stets  eine  oder  mehrere  Bedingungen  zu  erfüllen  haben,  damit 
es  überhaupt  entsprechende  Werthe  x\^  x\.  .  .  .  x\   gebe,  und 

dass,  wenn  diese  Bedingungen  befriedigt  sind,  in  der  Bestimmung 
der  Werthe  x\,  x\  ,  ,  .  .t'„,  eine  gewisse  Willkür  bleibt.    Soll 
also  zu  jedem  System  von  Werthm  .r,,  .r...  .  .  .  x^   ein   und  nur 

ein  System  vofi  Wertheti  x\,  :r'..,  .  .  .  x'„  (fehöreti,  so  ist  es  noth- 
uwndig  und  Jnnreiche^id,  dass  die  Detenninante  S  nicht  gleich  Null 
sei  und  dann  werden  die  Werthe  x\^  durch  die  Gleichung  (3) 
ausgedrücli. 

An  der  erwähnten  Stelle  des  §  70  ist  bemerkt,  dass  die 
in  Rede  stehenden  homogenen  Ausdrücke  der  n  Variabein 
Xj,  .  .  ,  a'„  durch  die  «Variabein  x\,  a'^,  .  .  a;'„  als  eine  Sm65/»- 
tution  benutzt  werden,  vermittelst  deren  eine  ganze  homogene  Func- 
tion oder  mehrere  zusammengehörige  ganze  homogene  Functionen 
der  n  Variabein  x^,  x^,  .  .  .r^  in  eine  ganze  homogene  Func- 
tion oder  in  entsprechende  ganze  homogene  Functionen  der  n  Va- 
riabein x\,  x\^ . .  x\  transformirt  werden.  Indem  man  hier 
verlangt,  und  zwar  geschieht  dies  durchgehends ,  dass  ebenso, 
wie  zu  jedem  System  von  Werthen  x\,  .  .  x\  ein  vollkommen 
bestimmtes  System  von  Werthen  a:,,  a:^,  .  .  x^  gehört,  auch 
umgekehrt  zu  jedem  System  von  Werthen  x^,  x^^  ,  ,  ,  x^  ein 
vollkommen  bestimmtes  System  von  Werthen  x\,  x\,  .  .  x\  ge- 
höre, so  folgt  daraus  mit  Nothwendigkeit,  dass  die  Determinante 
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S,  welche   alsdann   die  Determinante   der   Substitution    genannt 
wird,  nicht  verschwinden  darf. 

Durch  eine  Substitution  der  bezeichneten  Art  kann  auch 
ein  System  von  n  ganzen  homogenen  Functionen  transformirt 
werden,  die  sämmtlich  selbst  von  dem  ersten  Grade  sind.  Wir 
stellen  ein  System  solcher  Functionen  in  der  seit  dem  §  73  ge- 
brauchten Weise  so  dar 

(4)  /;  =  fe,j  x^  +  ftj^rr,  +  . .  .  +  ft, ,^„ 


und  wenden  die  Substitution  (1)  an. 

Zufolge  einer  in  §  70  gemachten  allgemeinen  Bemerkung 
bleibt  der  Orad  der  durch  die  Substitution  (1)  transformirten  ho- 
mogenen Functionen  ungeändert;  mithin  geht  gegenwärtig  jede 
der  Functionen  /"j,  A»  . .  •/"«  wieder  in  eine  ganze  homogene 
Function  des  ersten  Grades  von  den  n  Variabein  x\^  x\^ . .  x\ 
über.  Um  das  Ergebniss  der  auszuführenden  Substitutionen  be- 
quemer darzustellen,  kann  man  sowohl  die  Gleichungen  (4)  wie 
auch  die  Gleichungen  (l)  durch  Anwendung  von  Summenzeichen 
ausdrucken.  In  jeder  der  Gleichungen  (4)  durchläuft  der  zweite 
Zeiger  der  Coeflicienten,  mit  den  Variabein  o:,,  x^,  •  .  .^„  corre- 
spondirend,  die  Reihe  der  Zahlen  1,  3,  8,..«,  während  der 
erste  Zeiger  der  Cocfficienten  sich  nach  dem  Zeiger  der  Func- 
tion richtet.  Wenn  daher  A  successive  die  natürlichen  Zahlen 
von  1  bis  n  bedeutet,  so  ist  /*,  gleich  der  Summe  der  n  Glieder 
^n^v  f'i  gleich  der  Summe  der  n  Glieder  h,^-^x^,  u.  s.  f  Die 
vollständige  Bezeichnung  hiefür  ist  diese 

k-^n  k^n  k-^n 

(5)  /;  =  2  b,,x„  f,  =  ^  h^x^,  .  .  /;=  ^  b„,x, ; 

il-=l  k—1  A-=l 

sobald  indessen  die  Ausdehnung  der  Summation,  dasheisst,  die 
Ausdehnung  des  Systems  von  Zahlen,  welches  der  Buchstabe 
der  Summation  /.  durchlaufen  soll,  si(;h  immer  gleich  bleibt, 
werden  häufig  die  Grenzen  der  Summation,  die  hier  gleich  1 
und  n  sind,  fortgelassen,  und  man  notirt  nur  den  Buchstaben 
der  Summation  L  Die  n  Gleichungen  (5)  lassen  sich,  indem 
man  für  den  Zeiger  der  Functionen  /",,  /"g,  .../*„ ,  der  den  ersten 
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Zeiger  der  CoetlBcienten  von  den  Variabein  x^,  x^,  .  .  x^  be- 
stimmt, einen  Baehstaben  a  einitihrt.  durch  die  eine  Gleichong 
repräsentiren 

(6)  f  =^.h   x.. 

In  ganz  derselben  Weise  werden  die  n  Gleichungen  (1), 
sobald  wieder  l  und  u  beliebige  Zeiger  aus  der  Reihe  der 
Zahlen  von  1  bis  n  bedeuten,  durch  die  folgende  Gleichung  ver- 
treten, in  welcher  u  der  Buchstabe  der  Summation  ist 

(7)  X.  =  2:  c   X'  . 

Die  Transformation  der  «  Functionen  /]^  erfolgt  dadurch, 
dass  in  (6)  die  Variabein  x^  durch  die  aus  (7)  genommenen 
Ausdrücke  ersetzt  werden,  und  es  entstehen  die  Ausdrücke 

Wenn  die  Coefficienten,  mit  welchen  in  der  vorliegenden 
Darstellung  der  n  Functionen  f\.  die  Variabein  x*^  behaftet  sind, 
respeetive  mit  e^^  notirt  werden,  so  dass 

(9)  /•  =  2"  e    j" 

^     *  'UM       IS.U         il 

ist,  so  setzen  sich  diese  w*  Coeflicienten  e^^  aus  den  w*  Ele- 
menten b^  und  den  n-  Elementen  c^^  folgcndermassen  zu- 
sammen 

(10)  €    =lhe 

^        '  cu  X     nx     xti 

a\     lu  <-2     zu  tim     uu 

Eine  Gegenüberstellung  des  Schemas  der  Elemente  b^^ 
das  in  §  74  mit  \\^  bezeichnet  ist.  und  des  Schemas  der  Ele- 
mente r^,  das  sich  oben  in  (2)  befindet, 

(11)  ^11^13     •    •    •    *U  ^11  ^IJ    •    •         •    ^1» 

31     "ii    '    '    '      :?-t  31     33    ....    r^^ 


■■ 


■  I     ■?  it-v  Ml      aS  I 

lehrt,  diiss  das  EhnirfU  e.  erhaUefi  tciriL  indem  man  die  aie 
Uoriso9i4alreihe  des  ersteti  mit  d^^i-  uten  VertikalreiJte  des  zweiten 
verbindet^  immer  die  jnrei  gleichsten i^en  ElemepUf  mHltiplicirt  und 
roH  den  h  ProdHcten  die  Snmme  nimmt. 

Wir  werden  jetzt  die  Determinante   E  des  Schemas  der 
N*  Elemente  r  .  untersuchen 


§76. 
(12) 
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S4l 


«n 

Cj2     .    . 

• 

1 

^22      •    • 

•                     • 

1 

• 

•                      • 

^»2      •    • 

l« 


'2ii 


fiii 


und  dadurch  zu  dem  Beweise  des  Satzes  gdaugen,  dass  die 
Determinante  E  gleich  deni  Product  ist,  das  aus  der  Determinante 
R  der  n'  Elemente  b  ^  und  der  Determinante  S  der  n'  Ele- 
menie  Cj  „  erhalten  tvird. 

Vermöge  der  in  §  74  gegebenen   Regel  ist  die  Determi- 
nante E  gleich  einer  Summe  von  Gliedern 


hu  ^a. 


»i-«' 


WO  die  Zeiger  fi^,  ft^,  .  .  .  /<„  nach  einander  alle  Permutationen 
der  Zahlen  1,  2,  ...  n  durchlaufen,  und  wo  das  Zeichen 
^/i„ //,... /i  gleich  der  positiven  oder  der  negativen  Einheit  ist, 
je  nachdem  die  betreffende  Permutation  zu  der  ersten  oder  der 
zweiten  von  den  definirten  beiden  Classen  gehört.  Man  hat 
jetzt  jede  der  in  einem  bestimmten  Product  vorkommenden 
Grössen  c^,^^  e^^^  .  .  c  durch  den  von  der  Gleichung  (10)  her- 
rührenden Ausdruck  zu  ersetzen.  Da  die  einzelnen  Ausdrücke 
mit  einander  zu  multipliciren  sind,  so  verlangt  die  Deutlichkeit, 
dass  tmr  die  Summationsbuchstnben  von  einander  verschiedene 
Zeichen  ^i,  l^,  *  *  K  genommen  werden.  Man  bildet  demnach 
die  Gleichungen 


(14) 


Vi    ~    ^^t     *i^t      ^^iMt 

=  ^      h        r 


H''» 


e      =   ^     b 

WO  jeder    der   Zeiger    A,,  A,,  ...  l^    unabhängig  von  dem  ofh 
dern  die  ganze  Reilie  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  n  durchläuft.     Bei 


der  AustUhrung  des  Products  e.     e 


i/*i  "*/<«. 


e       ist  jeder  Sum- 


niA 


mand  aus  dem  ersten  Ausdrucke  mit  jedem  Summanden  aus 
dem  zweiten,  dritten,  bis  nten  Ausdrucke  zu  multipliciren,  und 
von  allen  Einzelproducten  die  Summe  zu  nehmen.     Diese  Ge- 


sammtsumme,  mit  dem  Factor  d 


/«i,/*i.  ...M„ 


multiplicirt,    ist  als 
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Ausdruck  des  Products  d„  „       „    e,„  .  .ß       in  die  Formel  f  13) 

einzusetzen.  Statt  dessen  wHiilen  wir  ein  bestimmtes  l^,  ein  be- 
stimmtes ^2,  u.  s.  f.  bis  /„ ,  bilden  das  Einzelproduct 

(*^)  *i^.      %U    ^A,    ^Xmo    •    •    *«>l,    ^^,/.„' 

und  substituiren  nach  einander  alle  vorhandenen  Einzelproducte, 
mit  dem    Factor  (J„  „        „    multiplicirt,  in  die  Formel  (13). 

Die  Substitution  des  Einzelproducts  (15),  mit  dem  Factor 
d.,  ..  multiplicirt,   in  den  Ausdruck  (18)  liefert  die  Summe 

Wenn   wir  jetzt   den   Werth    dieser  Summe,    in   welcher 
Aj,  A,,  .  .  A„   die  ausgewählten   bestimmten   Werthe   bedeuten, 

ermitteln,  hierauf  für  die  sämmtlichen  Verbindungen  von  Werthen 
der  A,,  A^,  .  .  .  /^  dasselbe  thun,  und  dann  alle  diese  Summen 
addiren,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Determinante  E, 

Allein   die  Summe  (16)   ist  gleich  der,    mit  dem  Producte 
*iA  •  •  •  *j.;i    nmltiplicirten  Summe 
(\1^  2  d  c        c  c 

Die  letztere  geht  aus  der  Summe 
(18)  .^  6  c       c  c. 

hervor,  sobald  statt  der  ersten  Zeiger  1,  2,  S,  .  .  .  n  beziehungs- 
weise die  Zeiger  A„  A^,  .  .  .  A,,  gesetzt  werden;  sie  fällt  da- 
her auf  Grund  der  gegebenen  Definition  mit  der  Determinante 
eines  Schemas  zusammen,  das  aus  dem  obigen  Schema  (2)  ent- 
steht, indem  die  einzelnen  Horizontalreihen  statt  der  Zeiger 
1,  2,  3,  .  .  n  respective  die  Zeiger  Aj,  A,,  .  .  .  A„  erhalten. 
Nach  dem  Satze  (3)  des  §  74  verschwinden  aber  die  Determi- 
nanten^  bei  deren  Schema  irgend  zwei  Hori/ontalreihen  über- 
einstimmen; es  verschivindefi  daher  gegenwärtig  alle  Ddermi- 
ndnteti,  bei  denen  unter  den  Zeigern  A^,  A«,  .  .  A„  irgend 
swei  einander  gleich  sind.  Folglich  hat  die  Summe  (17)  nur 
dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  wenn  die  Zeiger 
Aj,  Aj,  .  .  ),„  alle  von  einander  verschiedest  sind.  Unter  dieser 
Bedingung  repräsentireu  dieselben  eine  Permufation  der  Zeiger 
1,  2,  ...  n.  Ferner  sagt  uns  das  Oorollar  des  Satzes  (2)  in 
§  74,  dass  die  Determinante  eines  Schemas,  bei  dem  die  Hori- 
zontalreihen eine  bestimmtii  Permutation  eriahren  haben,  gleich 
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der  DetermiDantc  des  ursprünglichen  Sehemas  oder  gleich  dem 
entgegengesetzten  Werthe  ist,  je  nachdem  die  angewendete  Per- 
mutation zu  der  ersten  oder  der  zweiten  Glasse  gehört.  Die 
Summe  (17)  wird  deslialb  gleich  der  Determinante  S  oder  gleich 
—  Ä,  je  nachdem  die  Permutation  A,,  A,,  ...  A^  zu  der  ersten 
oder  zweiten  Glasse  gehört,  und  diese  Bestimmung  kann  vermöge 
der  tlir  d^  ,^         ,    aufgestellten  Definition  durch  das  Zeichen 

ausgedrückt  werden. 

Wir  müssen  jetzt  die  Werthe  der  Summe  (16)  addiren,  die 
allen  möglichen  Verbindungen  k^,  A,, . . .  A«    entsprechen.      Die 

Summe  (16)  ist  das  Product  von  b^^    6j,   •  •  •  ^wji    ^^  ^^^  Summe 

I  *^  n 

(17);  von  dieser  sahen  wir  aber,  dass  siie,  wenn  die  Zeiger 
l^,  A,, . .  l„  nicht  sämmtlich  von  einander  differiren,  verschwindet, 
und,  wenn  die  Zeiger  A,,  A,, . . .  A„  eine  Permutation  der  2^iger 
1,  2,  .  .  .  w  darstellen,  durch  (19)  ausgedrückt  wird.  Die  zu 
bildende  Determinante  E  ist  daher  gleich  der  über  alle  Perma- 
tationen  der  Zeiger  1,  2, .  . .  n  zu  nehmenden  Summe 

Hier  haben  wir  das  Product  der  Determinante  S  in  eine 
Summe,  welche  nichts  anderes  ist  als  die  Determinante  R  der 
n'  Elemente  b^^.     Daher  gilt  die  Gleichung 

(21)  i;=R .  s, 

welche  zu  beweisen  war. 

Bei  diesem  Anlass  kann  erwähnt  werden,  dass  die  Deter- 
minante eines  Schemas,  bei  dem  die  ersten  und  die  zweiten 
Zeiger  respective  die  durch  a  und  ß  angedeuteten  Reihen  von 
Zahlen  durchlaufen,  nicht  nur  durch  das  in  (3)  des  §74  ange- 
gebene Zeichen  sondern  auch  durch  das  zwischen  zwei  verti- 
kale Striche  gestellte  allgemeine  Element  ausgedrückt  wird. 
Auf  diese  Weise  hat  man 

(22)  Ji=\K,,\^  S=l%, 

und  der  so  eben  bewiesene  Multiplicationssate  der  Determinan- 
ten nimmt  die  Gestalt  an 

(23)  Iv  =!*«/*•   %^ 

Für  die  Benutzung  desselben   ist  es  wesentlich  zu  bemerken^ 
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Elemeute  gebildet  werden.  Die  adjuogirten  Elemente  des  Schemas 

ijjj    -^21  •  *  •  -^itl 


fi  n 


mögen  9„^  genannt  werden,  so  dass  das  neue  adjungirte  Ele- 
ment S^^^  mit  dem  Element  B,,  ^  und  dieses  mit  dem  Element  6„^ 
des  ursprünglichen  Schemas  correspondirt.  Wofern  nun  die 
Determinante  R  nicht  gleich  Null  ist,  so  stellt  die  Gleichung  (9) 
des  §  74 

(4)  '      Ä^,  =  i?,,r,  + jy,,.r.,  +  ..  +  i?,,r„ 

die  vollständig  bestimmten  Werthe  .r,,  x^, . .  x^  dar,  welche  tlir 
beliebig  gewählte  Werthe  r^,  rj,..r„  das  System  von  Gleichun- 
gen (2)  in  §  73  befriedigen,  das  durch  die  Gleichung 

(5)  6,^1  x^  +  />„,  ^,  +  . .  -f  ft,,^  x^  =  r„ 

repräsentirt  wird.  Man  kann  jetzt  die  in  (4)  enthaltenen  n  Glei- 
chungen nach  den  n  Grössen  r,,  r,,  ...r„  auflösen,  da  die  De- 

terminantc  der  Coefficientenjy^^  gleich  R  ist  und,  weil  JB  von 
Null  verschieden  sein  soll,  nicht  verschwindet.  Durch  Multipli- 
cation  der  Gleichung  (4)  mit  dem  neuen  adjungirten  Element 
53^,  und  eine  auf  den  Buchstaben  v  bezügliche  Summation  ent- 
steht Itlr  die  Grösse  r^,  die  unzweifelhafte  Bestimmung 

(6)  le-'  r„=^R  («„ .  a:,  +  «„ ,  x,  +  . .  +  SB,^ .  x.). 

Man  darf  sich  vorstellen,  dass  die  n  Werthe  r,,  r^,  .  . .  r„  her- 
vorgebracht sind,  indem  den  n  Grössen  .r,,  .r^, .  . .  x„  beliebige 
Werthe  beigelegt  wurden.  Dann  muss  tllr  alle  n  Werthe  des 
Zeigers  u  der  Ausdruck  von  r^^  aus  (5)  mit  dem  Ausdruck  von 
r^  aus  (fi)  zusammenfallen,  und  zwar  müssen  nach  dem  vor- 
hin benutzten  Satze  die  Coelficienten  der  einzelnen  Variabein 
j[',,  x^y  . ,  .  X „  in  den  betreffenden  Darstellungen  beziehungsweise 
einander  gleich  sein.  So  ergiebt  sieh  ttir  jedes  Paar  von  Zeigern 
«  und  ,i  die  Gleichung 

Auch  diese  Gleichung  ist,  wie  vorhin  die  Bestimmung  der 
Determinante  der  JB^^^,  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet,  dass 
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die  Determinante  R  nicht  gleicli  Null  sei;  da  die  Gleichung 
aber  llQr  alle  möfjlichen  Systeme  h^^^  gelten  muss,  dereih  Determi- 
fiante  nicht  verschwindet,  so  ist  es  nach  dem  so  eben  angcwen* 
deten  Satze  nothwendig,  dass  bei  einer  Entwickehing  der  beiden 
Seiten  nach  den  Potenzen  und  Prodücten  der  Potenzen  der  Ele- 
mente b^  ^  die  entsprechenden  Coefficienten  einander  gleich  sind, 
und  deshalb  hat  die  Gleichung  (7)  ebenfalls  eine  unbeschränkte 
Gültigkeit.    Sie  lautet  in  Worten  so: 

Wenn  man  zu  den  adjungirten  Elementen  eines  gegebenen 
Schemas  vot*  n^  EUmienien  abermals  die  adjungirten  Elemetite  bildet^ 
so  ist  jedes  der  neuen  adjungirtim  Elemente  gleich  dem  Produd 
aus  defn  correspondircfiden  Eletnent  des  ursprünglichen  Schemas 
und  aus  der  in—2)ten  Potenz  der  Determinante  rftw  ursprüng- 
lichen Schemas. 

Mit  den  gegenwärtigen  Hülfsmitteln  kann  eine  allgemeine 
Frage  beantwortet  werden,  welche  sich  auf  ein  System  von 
n  Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  bejneht,  bei  dem 
die  gegebenen  (Joeffici(mten  ganze  Zahlen  sind.  In  dem  System 
(1)  des  §  76  seien  die  Coefficienten  c^p  . . .  c^^  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahlen,  die  aus  denselben  gebildete  Deter- 
minante S,  welche  dann  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  sein  muss, 
von  Null  verschieden.  Dann  folgt  aus  den  in  Rede  stehenden 
Gleichungen 

X,   =  C,j     ^1   +   ^12     ^*  i    +   •  •  •  +   ^1  n    ^  « 


die  dort  mit  (3)  bezeichnete  Auflösung 


S 


wo  Q  nach  einander  gleich  den  Zeigern  1,  2,  3,...«  zu  setzen 
ist.  Die  adjungirten  Elemente  Cjj, ..  .C^^  werden  aus  den  Ele- 
menten des  gegebenen  Systems  von  Coefficienten  nur  durch  die 
Operationen  des  Addirens,  Subtrahirens  und  Multiplicirens  ab- 
geleitet, und  sind  deshalb,  da  die  letztem  gegenwärtig  ganze 
Zahlen  sein  sollen,  ebenfalls  ganze  Zahlen.  Die  Coefficienten 
der  Grössen  x^^  ^,, . . .  x^  in  den  flir  x\^  x\j . . .  a;'„  gefundenen 
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Ausdrücken  entstehen  ans  den  betreffenden  adjungirten  Elemen- 
ten dan*h  Division  mit  der  ganzen  Zahl  S.  Hieran  knüpft  sich 
die  Frage  ftack  deth  Bedingungeti^  tcekhe  noihwendig  und  hin' 
reichend  sind,  dafnit  diese  sämmüict^i  CoefficietUen  ebenfalls  ganee 
Zahlen  werden.  Ihre  jetzt  abzuleitende  Lösung  wird  später  be- 
%itttEt  werden. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  sämmtliehen  Brüche 

C        C  C 

11         i-j  ■» 


S  '  S  '  '  "  s 
gleich  ganzen  Zahlen  sind;  werden  dann  die  zu  dem  Schema 
derselben  adjungirten  Elemente  gebildet,  so  müssen  diese  aus 
dem  so  eben  erwUhnten  Grunde  ebenfalls  lauter  ganze  Zahlen 
sein.  Die  in  Rede  stehenden  Brüche  haben  den  fibereinstim- 
menden Xenner  S.  Weil  nun  jedes  zu  bildende  adjnngirte  Ele- 
ment ein  ganzer  homogener  Ausdruck  des  (n  —  l  }ten  Grades  in 
Being  auf  die  Elemente  ist,  aus  denen  es  zusammengesetzt  wird, 
so  wird  jedes  aus  den  erwähnten  Brüchen  zu  bildende  adjnn- 
girte Element  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler  das  aus  den 
GriVison  i\^.  i\,^,    •  .^\,  ^u  bildende  correspondirende  adjnngirte 

Element,  und  des>en  Nenner  die  Potenz  S*'"'  ist.  Das  adjnn- 
girte Elemeut,  das  im  Zähler  auftritt,  wird  aber  verm4^  de« 
xuletzt  bewiesenen  Satzes  ::leich  dem  Product  eines  Elements 
0.    und   der  \h  —  2»ten    Totoni   der   lX*terminante  S.     Folglich 

werden  die  lu  den  Gnissen      ,' .    .  .     -,-  gehöri^n  adjungirten 

Elemente  respeeiive  gleich  den  »'  Au>drückeu    V.    V.  -  - .    \"  • 

Unter  der  ireltendeu  Vomusseczunc  müssen  daher  diese  Quo- 
tienteu  s^immtlich  cleivh  ^cnu^on  Zahlen  >eiu. 

Au>  diesem  rm>:ando  kanu  »ier  Sv*hlu>>  ^*z«.>cen  werden, 
d;k;;$  ttir  die  *4*  Zühlon  ;...  o.^.  .    .  .-^^    keiiw    vvm   der    Einheit 

virrs%rhievioiw  Zahl  e\i>::rt.  woloho  in  ie\ie  derselben  antgeht 
«lut  das*  die  lVienv.:'.utwto  >  derj!<-i?k*:i  ätUm.  h  der  pi>sitiven 
^Hler  der  ueg:itiveu  Kürheil  sein  uuiss.  Mau  suche  die  gnis«e*ie 

/ufthi  aui»  weiche  iu  ie\ie  der  /.4i>.leu  / aut^ht,  die- 

»elbe  htMss^'  \  and  e*  s^i 

k^\  — —         •*  X  •  —  ■  *  *  -^-^        i  - 

^  '..  h.  .■!  .:  •  •  •  • 
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Ferner  werde  die  aus  den  ganzen  Zahlen  c\^,  •  •  c'«»  gebildete 

Determinante  mit  S*  bezeichnet,  dann   ist   die  Determinante  S 

gleich  dem  Product  der  ganzen  Zahl  S*  und  der  nten  Potenz  der 

Zahl  /; 

(9)  8  =  S'rf 

und  es  bestehen  die  Gleichungen 

S  S^f^  8  fff^  S  S'f^ 

Die  Zahlen  c'^,  c\^y  •  •  •  ^'„»  haben  jetzt  keinen  Theiler, 
der  ihnen  allen  gemeinsam  ist.  Nun  ist  in  §  37  bewiesen,  dass, 
wenn  zwei  ganze  Zahlen  n^  und  n,  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben,  sich  immer  zwei  ganze  Zahlen  p^  und^^  so  bestimmen 
lassen,  dass  die  Gleichung 

Pi  w,  +1),  n,  =  l 

erfllllt  wird.  Hievon  ausgehend  kann  gezeigt  werden,  dass, 
wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  ganzen  Zahlen  gegeben  ist, 
n^,  n,,  . .  .  n^,  tllr  die  kein  allen  gemeinsamer  Theiler  existirt, 
10  ganze  Zahlen  p^^p^^  --  -Pa,  ^^^^  ^^  bestimmen  lassen,  dass  sie 
der  Gleichung 
(11)  p,n,  +p^n^  +..,  +l?^w^=l 

genügen.  Es  sei  lo  =  3,  dann  muss  der  grosseste  gemeinsame 
Theiler  v  von  den  zwei  Zahlen  n,  und  n,  relative  Primzahl  zu 
der  Zahl  n,  sein.  Mau  kann  deshalb  zuerst  zwei  ganze  Zahlen 
p^  und  q  so  bestimmen,  dass 

Pi  »,  +qv=l 
wird.    Da  ferner     *  und  -  -  relative  Primzahlen  sind,  so  kann 

V  V 

man  zwei  ganze  Zahlen  s^  und  .<?3  bestimmen,  welche  die  Gleichung 

V  V 

befriedigen.  Die  Substitution  in  die  vorige  Gleichung  liefert 
das  Resultat 

Pi  ^1  +  3*2  w,  +  qs^  n^  =  1, 

so  dass  p^  =Piy  Pt  =  ff«,,  Ps  =  qs^  zu  nehmen  ist,  um  das  ge- 
steckte Ziel  zu  erreichen.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  Gleichung  (11), 
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deren  Auflösbarkeit  ftlr  re)  =  3  begründet  ist,  aueh  ftir  den  näehst 
grösseren  Werth  von  oi  auflösbar  sein  muss,  und  dass  durch 
die  Wiederholung  derselben  Schlussweise  sich  ihre  allgemeine 
Auflösbarkeit  ergicbt. 

Unter  der  geltenden  Voraussetzung  mussten  die  ßrUche  (10) 
sämmtlich  gleich  ganzen  Zahlen  sein.  Wenn  man  jetzt  tlir  die 
in  den  Zählern  auftretenden  Zahlen  c',„  c\.,,  . .  .  c'   ,  ftlr  die  kein 

allen  gemeinsamer  Theiler  existirt,  sich  die  Gleichung  autgelöst 
denkti  welche  der  obigen  Gleicliung  (11)  entspricht,  und  die  so 
bezeichnet  sein  möge 

(12)  i>„  c\^  +  P,,  <•'„  +  ••  +  ;>,.  c'^„=h 

dann  muss  das  Aggregat,  welches  entsteht,  indem  die  ganzen 
Zahlen  (10)    rcspective   mit   den  ganzen  Zahlen  jo^^,  j>j.^, ..  .7)^^ 

multiplicirt  werden,  selbst  gleich  einer  ganzen  Z.ihl  sein.  Das 
heisst,  der  Bruch      ■■,  ,    muss  gleich    einer  ganzen  Zahl    sein. 

Dies  ist  aber  nicht  anders  mr)glich,  als  indem  sowohl  die  Zahl  f 
gleich  der  Einheit,  wie  auch  die  Zahl  S'  gleich  der  positiven 
oder   negativen  Einheit    ist.     yim^  der  Voratissetznng,    dass  die 

sämnülkhen  Brüche     ^  >  ~o  ?  •  •  •  -5'-  (Jc^^^sf^^Men,  folgt  daher 

mit  Nothwendigkeitj  dass  die  grosseste  ganee  Zahl  f  die  in  die 
sämmtlielwn  Coefßcienten  r^^,  r^.^,  •  •  •  ^,^^  aufgcM,  gleich  der  Ein- 
heit sein  musSy  und  es  folgt  weiter^  da  alsda^in  S'  =  S  wirdj  dass 
die  aus  den  Cocfficienteii  r.,,  c^..,.e      zu  bildende  Determinante 

"  IV       1-2'  Uli 

S  gleich  der  jyositiven  oder  der  negativen  Einheit  sein  muss. 
Diese   Bedingungen    »ind    noth wendig ,    damit    die    sämmUichen 

Coefficiefiten  ,     ,,,...     ""    gleich    ganzen    Zahlen    werden, 

und  sie  sind   zu   gleicher  Zeit   auch  hinreichend,  weil  die  Brüche 

^  ,.,,..  .     " "   dann   Icimm  andm-en  Nrnntr  haben   als   die 

positive  oder  negative  Einhit  und  deshalb  gleich  gatizm  Zahlen 
sind,    Hiemit  ist  die  aufgeworfene  Frage  vollstiliulig  erledigt. 
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Capitel  V. 

Ganze  homogene  Functionen  eines  beliebig  hohen  Grades 

mit  zwei  Tariabeln. 

§  78.    Zerlegung  der  ganzen  homogenen  Fnnotionen  mit  zwei 
Variabein  in  homogene  Faotoren  des  eraten  Oradea. 

Nach  einer  in  §  70  gemachten  Bemerkung  lässt  sich  jede 
gan^e  Function  eines  beliebigen  Grades  von  Ein§r  Veränderlichen 
als  homogene  Function  desselben  Grades  von  swei  Veränderlichen 
auffassen,  in  der  die  hinzugeitlgte  Variable  gleich  der  Einheit 
gesetzt  ist,  und  jede  gegebene  ganze  homogene  Function  von 
zwei  Variabein  verwandelt  sich,  indem  die  eine  Variable  gleich 
der  Einheit  gesetzt  wird,  in  eine  bestimmte  Function  desselben 
Grades  von  der  nicht  determinirten  andern  Variable.  Aus  die- 
sem Grunde  können  gewisse  Eigenschaften  der  ganzen  homo- 
genen Functionen  von  zwei  Variabcln  aus  den  entsprechenden 
Eigenschaften  der  ganzen  Functionen  von  Einer  Variable  abge- 
leitet werden.  Eine  homogene  ganze  Function  des  wten  Grades 
von  den  zwei  Variabein  x  und  y  hat  die  allgemeine  Gestalt 

wo  a^,  a^,  .. .  a„  von  den  Variabein  Xj  y  unabhängige  Coeflfi- 
cienten  sind.  Legt  man  der  Variable  y  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  bei,  so  kann  die  rechte  Seite  durch  y**  dividirt 
und  mit  dieser  GrJIsse  multiplieirt  werden,  wodurch  der  Aus- 
druck entsteht 

(2)  nx,y)^y'[a^  (^)"+«.  (|)"  '+...+  «.)• 

In  der  Klammer  befindet  sich  hier  dne  allgemeine  ganze 
Function  der  Grösse   -,  und  zwar  vom  «ten  Grade,  wofern  der 

y 

Coefficient  a„  nicht  gleich  Null  ist,  sonst  aber  von  einem  leicht 
zu  bestimmenden  niedrigem  Grade;  wenn  nämlich  0^  =  0  ist, 
so  sind  die  folgenden  Coefficienten  a,,  «„  .  .  zu  untersuchen, 
ob  sie  etwa  auch  verschwinden,  und  wenn  a^.^  ^^^  ^t%\a  von 
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Null  verschiedene  Coeflßcient  ist,  so  reducirt  sich  die  Klammer 
auf  die  Function  des  Aten  Grades  von  der  Grösse 


(8)  <.^(f)'fa._,„g) 


+  . . .  +  a  . 


Weil  nun  nach  dem  in  §  67  ausgesprochenen  Fnndamental- 
theorcm  die  vorliegende  Function  des  /ten  Grades  stets  und 
nur  auf  eine  Weise  in  X  Factoren  des  ersten  Grades  in  Bezug 

auf  die  Grösse  -   zerlegt  werden  kann,  so  cxistirt  die  mit  be- 

stimmten  Werthen  f,,  f«» .  •  Iä  gebildete  Darstellung 

(4)-  «»-i(f)+«.-i+.(y)  +••+«. 

=»-'(F-^')(f-^-)-e-0- 

.  Wenn  dieselbe  in  die  rechte  Seite  von  (2)  substituirt  wird, 
so  lässt  sich  die  Potenz  y*  in  das  Product  y*"  y  auflösen, 
und  jeder   der  l  Factoren  y  von  y^   mit  jedem    der   Factoren 

X  X 

—  f,,  . . .     —  ^.  multipliciren.    Die  Factoren  a:— f, j/, . .  x—^^  V 

werden  nach  x  und  y  homogen  und  vom  ersten  Grade,  and  die 

Potenz  y  vertritt  w — X  Factoren,  die  gleich  y,  also  von  der- 
selben Art  sind.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  illr  jede  ganze 
homogene  Function  f(x,y)  gültige  Umformung 

(o)        fi^y y)  =  (^n^x (^  —  ^, y) {x-^^y),.{x- 1^ y) y"  . 

Vermöge  derselben  ist  jede  ganec  homogene  Function  des 
nten  Grades  von  zwei  Variabein  gleich  einem  Product  von  n  Fac- 
toren, die  in  Bezug  auf  die  beiden  Variabehi  ganz,  hotnogen  und 
vom  ersten  Grade  sind.  Wenn  umgekehrt  eine  Zerlegung 
der  Function  f(x,y)  in  ganze  homogene  Factoren  des  ersten 
Grades  nach  x  und  y  gegeben  ist,  so  liefert  die  Function 
f{Xj  y),  fttr   einen   von  Null   verschiedenen  Wcrth   von  y  durch 

die  Potenz  y"  dividirt,  eine  Zerlegung  der  ganzen  Function 
ao  (  — I  +  «1  (     )     4-  .  .  +  a,,  in  Factoren  des  ersten  Grades  nach 

X 

-•     Da  die  Zerlegung   der  letztern  aber   nur  auf  eine  Weise 
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ausgeftihrt  werden  kauD,  so  ist  es  nothwendig,  dass  die  gege- 
bene Zerlegung  der  Function /(a;,y)  mit  der  in  (5)  ausgefllhrten 
Zerlegung  übereinstimme  und  die  in  den  beiden  Zerlegungen 
eorrespondircnden  einzelnen  Faotoren  durch  Multiplication  mit 
Constanten  in  einander  übergehen. 

Wenn  man  die  homogene  Function  fix^y)  durch  Anwen- 
dung einer  Substitution  transformirt,  bei  der  x  und  y  wie  in  (4) 
des  §  70  ganze  homogene  Functionen  des  ersten  Grades  der 
neuen  Variabein  x'  und  y'  werden 

(6)  a:  =  arc'  +  ßy' 

y  =  yx'  +  dy\ 

und  wo  die  DeterminatUe  der  Substitution 

(7)  ad  —  ßy  =  x 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  soll,  so  geht  jeder 
Factor  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  x  und  y  in  einen  Factor 
des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  x*  und  y'  über,  und  es  wird, 
indem  man  die  hervorgehende  Function  g(x\y*)  nennt, 

(8)  f(x,y)  =  g(x\y*% 

(9)  9(xW)=a^,{(a-^,y)x'  +  {ß-^J)y^)... 

((a^^^y)x'-^{ß-^,d)y')(yx^  +  Jy')""'. 

Wir  beschränken  jetzt  die  Betrachtung  auf  die  ganze  Jto- 
mogene  Function  des  zweiten  Grades  von  etvei  Variahein,  In  dem 
Ausdruck  (1)  ist  dann  n  gleich  zwei  zu  nehmen,  und  ausser- 
dem ersetzen  wir  a»  durch  a,  a,  durch  26,  a^  durch  c,  so  dass 
der  Ausdruck 

(10)  f{x,y)  =  ax^  +  2b  xy  +  cy^ 

entsteht.  Die  in  (5)  enthaltene  Zerlegung  der  in  Rede  stehen- 
den Function  fiXyy)  in  Factoren  des  ersten  Grades  wird,  wenn 
der  Coefficient  a  nicht  gleich  Null  ist,  die  folgende 

(11)  /*(^',y)  =  a(rc-^,y)(^-?.y); 

wenn  dagegen  a  =  0  und  b  nicht  gleich  Null  ist,  so  hat  man 

(11*)  f(x,y)  =  2b(^x  +^y)y; 

wofern  aber  o  =  0  und  6  =  0  ist,  kommt 
(11**)  f{x,y)  =  cyy. 

Die  in  (11)  auftretenden  Grössen  1^  und  f,  sind  die  Wur- 
zeln der  quadratischen  Gleichung 

28 
Lipschits,  Analyali. 
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(12)  a$*  +  26?+c=0, 

und  haben  daher  nach  §  28  die  Ausdrücke 


(13) 


f ,  =  —  -  4-  CO,  ^,  =  —  ^  —  CO, 
a  a 

,       —ac  +  b^ 
(0^  = = • 


Es  lässt  sich  jetzt  leicht  entscheiden,  unter  welcher  Bedin- 
gung die  beiden  Factoren  des  ersten  Grades,  in  welche  die 
Function  f(x^  y)  zerfällt,  wesentlich  von  einander  verschieden 
sind,  das  heisst,  sich  durch  Multiplication  mit  einer  Constante 
nicht  auf  einander  zurückfahren  lassen,  und  unter  welcher  Be- 
dingung dies  der  Fall  ist.  In  der  Darstellung  (11),  welche  sich 
auf  die  Voraussetzung  bezieht,  dass  a  nicht  gleich  Null  sei,  ist 
der  Factor  x—^^y  wesentlich  von  dem  Factor  x—^^y  ver- 
schieden, sobald  f,  und  ^,  verschieden  sind,  und  die  Factoren 
fallen  zusammen,  sobald  ^,  =  ^9  ist;    in  der  Darstellung  (ll*j, 

welche  für  a  =  0,  6^  0  gilt,    kann   der  Factor  x  +  -^-  y    nie- 

mals  durch  Multiplication  mit  einer  Constante  gleich  dem  Fac- 
tor y  werden;  in  der  Darstellung  (U**),  die  zu  der  Voraus- 
setzung a  =  0,  ft  =  0  gehört,  ist  y*  das  Product  der  beiden 
Factoren  y.  Die  Grössen  f,  und  ^^  differiren  dann  und  nur 
dann  von  einander,  wenn  die  Grösse  (o  nicht  gleich  Null  ist, 
und  diese  verschwindet  dann  nicht  und  nur  dann  nicht,  wenn 
die  Verbindung 

(14)  2)  =  ac  — ft* 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Sobald  a  =  0,  aber  h 
nicht  gleich  Null  ist,  kann  D  nicht  gleich  Null  sein;  sobald 
a=0  und  6  =  0  ist,  muss  D  verschwinden.  Hieraus  folgt  der 
Satz,  dass  die  beiden  Factoren  des  ersten  GradeSy  in  welche  die 
Function  des  eweiten  Grades  f  {x^  y)  eerfällt^  wesentlich  vofi  einander 
verschieden  sind,  oder  nichts  je  nachdem  die  Verbindung  D  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth,  oder  den   Werth  Null  hat. 

Die  Transformation  einer  Function  des  zweiten  Grades 
vermöge  der  Substitution  (6)  giebt  unter  der  Annahme,  dass  der 
Goefticient  a  nicht  gleich  Null  sei,  nach  (8)  und  (9)  das  Resultat 

(15)  ax*  ■h2bxy  +  cy^  =  a'x'^  +  2b*  x' y'  -{- c' y'\ 
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(16)  a'x'^+2b'x'y'  +  c'y'^  = 

a  ((a-?,  y)  x' +  (ß -^  ^,  d)  y')  ((a  -  f.  y)  x'+{ß^  |.  d)  y'); 
die  Coefficienten  der  FuDction  g  (x\  y*)  sind  hier  den  Coefficien- 
ten  der  Function  f  {x,  y)  entsprechend  mit  a',  2b' ,  &  bezeichnet. 
Setzt  man  die  Coefficienten  von  x'*,  x'  y\  y'*  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (16)  einander  gleich,  dann  entstehen  fUr  a\2b'yC' 
die  Ausdrtlcke 

(17)  a'  =  a{a-^,y){a--S,y) 

26'  =  a(a-^.y)(/?-^.cJ)  +  a(/?-f,cJ)(a-^,y) 

Es  mögen  nun  die  Grössen  a  und  y  so  gewählt  sein,  dass 
weder  a  —  ^^y  noch  «  —  ?«  y  gleich  Null,  mithin  auch  a'  nicht 
gleich  Null  ist,  so  kann  auf  der  rechten  Seite  von  (16)  die  erste 
Klammer  durch  er  —  ^i  y,  die  zweite  Klammer  durch  a  —  ^,  y 
dividirt   und  das  Product  dieser  beiden  Ausdrücke  mit  a  nach 

(17)  zu  der  Grösse  a'  vereinigt  werden.    Dann  kommt 

(18)  a'x'^  +  2  6' a:' y' +  c' y'« 

Legt  man  hier  der  Variable  y'  einen  beliebigen  von 
Null  verschiedenen  Wertb  bei,  und  dividirt  beide  Seiten  der 
Gleichung  durcji  y",  so  hat  man  eine  Zerlegung  des  Ausdruckes 

a'  f ^J  +  26'l^|  +  c'  in  zwei  Factoren  des  ersten  Grades  in 

Bezug  auf  die  Grösse  -7;  eine  solche  Zerlegung  kann  nur  auf 

eine  einzige  Weise  und  zwar  durch  die  Wurzeln  §',  und  ^, 
der  Gleichung 

(19)  a'$'« +26'§'  +  c'  =  0 
bewerkstelligt  werden,  so  dass 

ist.  Die  Wurzeln  B,\  und  §',  der  Gleichung  (19)  hängen  deshalb 
mit  deti  Wurzeln  ^j  und  f,  der  Gleichung  (12)  durch  die  Glei" 
chungen 

oder^  wie  leicht  eu  folgern  isty  durch  die  Gleichungen 
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/Ol*.  t  _«Lil±/    t  _'!«!«  +  ■* 

Die  Wurzeln  £\  ond  f',  werden  ans  den  Coeffieienten  der 
Gleiebnng  1 19)  genan  ebeniio  ab<reieitet,  wie  die  Waneln  £,  nnd  |, 
ans  den  üoefncienten  der  Gleichung  (12),  nnd  ihre  Werthe  gehen 
deshalb  ans  (13)  durch  Substitution  der  entsprechenden  Bestand- 
theile  hervor, 


(22) 


£\  =  -  ^;  +  o*',  r.  =  -  ^'  -  ''^', 


fci'» 


-a'c'  +  b'* 


a'* 


Die  Darstellung  von  |',  und  f',  in  (21)  gestattet  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  beiden  Grössen  (o  und  oj'  aufzusuchen, 
deren  jede  von  der  Auflösung  einer  reinen  quadratischen  Glei- 
chung abhängt.    In  Folge  von  (13)  und  von  (22)  ist  respective 

(23)  f,— f,=2w,    ^'. -f',  =  2w'. 

Aus  (21)  ergiebt  sich  al>er  iHr  $',  —  f',  der  Ausdruck  , 

Nun  ist  ad  -  (iy  die  in  (7)  mit  z  bezeichnete,  von  Null  \tx- 
Hc\i\cdiiutl)fferminantfi  der  SuhstHution  (6),  ferner  nach  (17)  das 
Product  a{a  —  ^^y)  (u — S^y)  gleich  dem  Coeffieienten  a'.  Daher 
folgt  aus  (24)  durch  Multiplication  mit  a'  die  Gleichung 

(25)  a'(r.-i',)  =  xa(f.-fj, 

und  durch  Anwendung  von  (23)  die  Gleichung  zwischen  to  und  lo* 

(26)  a'  (ü'  =  y,a  co. 

Die  Grause  a*  oj'  wird  also  atds  der  Grösse  aio  durch  Mtätipli- 
caiian  mit  der  SubsMiäionsdderminante  x  gebildet. 

Nach(22)i8ta"w'*  =— a'c'+6'%nach(13)a*oi*=-af-f-6». 
Wenn  daher  die  zu  der  Function  a'^r" -t- 26'.r' v'  +  c'y'"  gehö- 
rende Verbindung 

(27)  I)'  =^a'c*-  b'^ 

eingcfllhrt  wird,  so  liefert  die  Quadrirung  von  den  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (26)  die  Gleichung 

(28)  ly  =  X«  Z). 

Wir  haben  diese  Gleichung   unter  der  Voraussetzung  de- 
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ducirt,  da88  sowohl  der  Coefficiest  a  in  f{x,  y)  wie  auch  der 
Coefficient  a*  in  g  (x\  y')  nicht  verschwinde.  Die  Gleichung  (28) 
gilt  jedoch  unbeschränkt.  Führt  man  die  Substitution  (6)  unmit- 
telbar in  die  Function  ax^+2hxy  -^  cy*  ein,  so  erhalten  a',  6',  & 
die  Ausdrtlcke 


a'  =  aa*   4-26oy4-c/ 


(29) 


V  =  aaß  +  h(ad  +  ßy)  +cyd 
c\=aß*   +  2bßd+cd\ 

Dieselben  können  die  Gestalt  annehmen 
(30)  a'  =  {aa  -f  by)a  +  (Ja  +  cy)y 

V  =  (aa  +  by)ß  4-  {ba  +  cy)d 
b*  =  (aß  +  bS)a  -f  (bß  4-  cd}y 
c'  =  (aß  +  bd)ß  +  (bß  +  cd)d. 

Es  sei  nun  für  den  Augenblick 


(31) 

so  kommt 

(32) 


aa  -f  by=p 
aß  '\-  bd  =  r 


ba  +  cy  =  q 
bß  +  cd  =  s, 


a*  =pa  -h  qy 
b*  =  ra  +  sy 


V=pß'\-qd 
&  =  rß  -h  sd. 

Die  vier  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Ausdrücke  werden 
erzeugt,  indem  man  die  Horizontalreihen  und  Vertikalreihen  der 
beiden  Schemata  von  4  Elementen 

\  p  q  \  a  ß  ' 

r   s  \  y  ä 

so  combinirt,  wie  in  §  76  die  beiden  mit  (11)  notirten  Schemata 
von  n*  Elementen  combinirt    sind,    um  die  heuen  Elemente  e^ 
zu  erhalten.    Die  Determinante  des  Schemas 

a'  b' 
V  & 

ist  daher  nach   dem   dort  bewiesenen  Multiplicationssatze  der 
Determinanten  gleich  dem  Product  der  beiden  Determinanten  der 
in  Rede  stehenden  Schemata,  das  heisst 
(33)  a*  &  -  6'»  =  {ps  -  qr)  (acJ  —  ßy). 

Die  Ausdrücke  p,  q,  r,  s  in  (31)  werden  durch  eine  ebensolche 
Combination  der  Schemata 


«A* 


a  b 
b  c 


aß 
y  d 


erhalten,  und  deshalb  ist 
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(34)  p8'-'qr={ac  —  &•)  {ad  —  ßy). 

Die  VereinigUDg  von  (33)  and  (34)  bringt  demnach  die  Gleichnng 

(28*)  a'  &  —  6'«  =  {ad  —  ßyY  {ac—  6«) 

hervor,  welche  mit  (28)  zusammenfällt. 

Die  Verbindung  D  =  ac  —  6*  heisst  die  Determinante  der 
Function  ax*  +  2 6rry  +  cy',  die  Verbindung  D'  ^=a'  &  —  ft'*  ent- 
sprechend die  Determinante  der  Function  a'  a:"  4-  2  6'  x*  y*  4-  c'  y**. 
Die  80  eben  allgemein  bewiesene  Gleichung  lehrt  daher,  dass  die 
Determinante  der  transformirten  Function  aus  der  Determinante 
der  ursprünglichen  Function  erhalten  wird,  indem  man  die  Utetere 
mit  dem  Quadrate  der  Determinante  der  angewendeten  Substitution 
muUiplicirt. 

Die  Determinante  ac  —  6*  steht  in  einer  sehr  nahen  Be- 
ziehung zu  der  Discriminante  der  Gleichung  (12) 

a^  +  26f  +  c  =  0. 
Nach  der  in  §  59  gegebenen  Definition  ist  die  Discriminante  2) 
einer  quadratischen  Gleichung,   deren  Wurzeln  f  ^  und  ^^  sind, 
die  Verbindung  der  Wurzeln 

(34)  3)  =  -  (^,  -  ^.y, 

und  die  dortige  Darstellung  ("13)  verwandelt  sich  in  den  Ausdruck 

(35)  3)=       — .     -. 

Die  Discriminante  3)  und  die  Determinante  D  sind  also  durch 
die  Gleichung  verbunden 

(36)  D  =  -*/  . 

Ebenso  hat  man,  wenn  3)'  die  Discriminante  der  Gleichung  (19) 
bezeichnet,  die  Relationen 

(37)     ®' =-(!'.  _  r  .V = i^_£__i*__ = _*_g_. 

Den  Relationen  (21'*')  darf  man  auch  den  Ausdruck  geben,  dass 
die  Gleichung  (12)  durch  Anwendung  der  Substitution 

W  « =  tIt?- 

in  die  Gleichung  (19)   transformirt  sei.     Alsdann    folgt  aus   der 
zwischen   den  Determinanten  D  und  D'   bestehenden   Relation 
(28),  dass  für  die  Discriminanten  3)  und  %*  die  Relation 
(39)  o'«  S)'  =  X*  a»  5) 

gilt. 
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Es  ist  jetzt  wesentlich,  insbesondere  die  Voraussetzung  ins 
Auge  zu  fassen,  dass  die  Coefßcienten  der  Function  /"(a:,  y), 
a,  2  b,  c  reelle  Grössen,  uml  auch  die  Coefßcicfitefi  der  Substitu- 
tion (6)  a,  ßy  y,  d  reelle  Grössen  sind.  Bei  der  Annahme,  dass  a 
nicht  gleich  Null  ist,  entscheidet  das  Vorzeichen  der  Discrimi- 
nante  D  und,  was  damit  zusammenfällt,  das  Vorzeichen  der 
Determinante  D  über  die  Natur  der  Wurzeln  f^  und  |j.  Wir 
stützen  uns  hier  auf  die  Resultate  der  §§  24  bis  28  und  zwar  ist 
die  Verbindung  (6)  des  §  24  gleich  dem  vierfachen  Werth  der 
Determinante  D.  Zu  einer  positiven  Determinante  D  gethören 
jswei  cofnplexe  conjungirte,  zu  einer  negativen  Determinante  D 
zwei  verschiedene  reelle,  zu  einer  verschwindenden  Determinante  D 
zwei  zusammenfallende  reelle  Wurzeln  5,  und  ^,.  Wenn  a  =  0, 
dagegen  b  nicht  gleich  Null  ist,  so  zerfallt  f{x,  y)  nach  (11*)  in 
ein  Product  von  zwei  wesentlich  verschiedenen  reellen  Factoren. 
Wenn  a  =  0,  6  =  0  und  nur  c  nicht  =  0  ist,  so  wird  f  (a;,  y) 
gleich  dem  Product  der  Constante  c  in  das  Quadrat  der  Variable 
y.  Es  können  diese  Ergebnisse  dahin  zusammengefasst  werden, 
dass,  je  nachdem  die  Determinatite  D  entweder  positiv^  oder  negativ, 
oder  gleich  Null  ist,  die  Factoren  des  ersten  Grades,  in  welche 
f  (if,  y)  zerfäUt,  enticeder  cmnplex  sind,  oder  reell  uthd  von  ein- 
ander wesentlich  verschieden,  oder  reell  und  bis  auf  einen  conr- 
stantefi  Factor  einander  gleich.  Da  nun  vermöge  der  Gleichung 
(28)  die  Determinante  D'  durch  Multiplication  der  Determinante 
D  mit  dem  vollen  Quadrate  x'  der  Substitutionsdeterminante, 
also  einer  wesentlich  positiven  Grösse,  erzeugt  wird,  so  befindet 
sich  die  Determinante  D*  mit  der  Determinante  D  stets  in  dem- 
selben Falle:  sie  sind  gleichzeitig  positiv,  gleichzeitig  negativ 
und  gleichzeitig  Null.  Aus  diesem  Grunde  zeigt  die  transfor- 
mirte  Function  nothwendig  in  Betreflf  ihrer  Factoren  denselben 
Character  wie  die  ursprüngliche  Function  f  {x,  y). 
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Capitel  VI. 

Ganze  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades,  oder 
quadratische  Formen  mit  beliebig  vielen  Yariabeln. 

§  79.    Einthellunsr   der  gansen   homogenen  Fonotionen  des 
■weiten  Qrade«  mit  swal  Variabein  vnd  reellen  OoelAolenten. 

Die  ganzen  homogenen  Functionen  des  zweiten  Grades 
von  zwei  Veränderlichen  gehören  zu  zwei  getrennten  Gruppen 
von  Functionen,  die  in  sehr  verschiedenen  Gebieten  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  eine  hervorragende  Stelle  einnehmen; 
die  zuerst  genannten  Functionen  haben  gewisse  Eigeuschailen, 
welche  sich  auf  die  eine  Gruppe,  und  gewisse  Eigenschaften, 
welche  sich  auf  die  andere  Gruppe  übertragen.  Die  eine  Gruppe, 
welche  aus  dcfi  ganeeti  Iwmoyenefi  Functionen  eines  beliebigefi 
Grades  besteht^  ist  im  vorigen  §  erörtert  worden.  Die  Functionen 
dieser  Gruppe  besitzen,  wie  wir  sahen,  die  gefneimanie  Eigen- 
schüft^  immer  in  Factorefi  des  ersten  Grades  zerlegbar  hi  sein, 
vorausgesetzt,  dass  die  llechnung  mit  complexen  Grössen  zugelas- 
sen ist.  Die  andere  Gruppe  wird  durch  di^  ganzen  /iQmogenen 
Functionen  des  zweiten  Grades  voft  beliebig  vielen  Veränderlichen 
gebildet,  und  ist  durch  andere  Eigenschaften  ausgezeichnet.  Bei 
der  bisherigen  Untersuchung  der  ganzen  homogenen  Functionen 
des  zweiten  Grades  von  zwei  Veränderlichen  stand  ihre  Zerleg- 
barkeit im  Vordergrunde.  Nur  der  allgemeine  Nachweis  der 
Relation, '  welche  zwischen  den  Determinanten  einer  gegebenen 
Function  und  der  transformirten  Function  stattfindet,  ist  ohne 
Zuziehung  der  Zerlegbarkeit  geführt  worden.  Es  kommt  aber 
namentlich  auch  darauf  an,  dass  die  im  vorigen  §  gegebene 
Eintheilung  der  Functionen,  deren  Coefficienten  reell  sind,  in 
solche,  deren  Determinante  positiv  oder  negativ  oder  gleich  Null 
ist,  auf  eine  Definition  gegründet  werde,  die  nur  relle  Werthe 
der  Variabein  x  und  y  voraussetzt  und  nicht  von  der  Zerlegbar- 
keit der  Functionen  ausgeht. 

Bei  den  Functionen  f(x,y),  deren  Determinante  D  =  ac — 6* 
positiv  ist,  kann  weder  die  Grösse  a  noch  die  Grösse  c  ver- 
schwinden,  weil   sonst  D  gleich   der   niemals  positiven  Grösse 
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—  b^  sein  mttsste.  Es  gilt  daher  in  diesem  Falle  die  Darstel- 
lung (11)  des  vorigen  §,  wo  f,  und  |,  eomplexe  conjugirte 
Grössen  sind.  Weder  der  Factor  x  —  ^j  y,  noch  der  Factor 
x  —  ^^y  kann  ftlr  ein  Paar  van  reellen  Werthen  der  Veränder- 
Heften  X  und  y  gleich  Null  werden,  die  einzigen  Werthe  a:  =  0, 
y  =  0  ausgenommen.  Für  jedes  Paar  von  reellen  Werthen  x 
und  y  sind  die  beiden  Factoren  x  —  ^^y  und  x  —  f , y  einander 
conjugirt,  folglich  wird  ihr  Product  gleich  der  Norm  derselben, 
das  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  von  swei  reellen  (irössen, 
und  diese  Summe  verschwindet  dann  und  nur  dann,  wenn  zu- 
gleich x  =  0  und  y  =  0  ist.  Die  Function  f  {x,  y)  ist  gleich 
dem  erwähnten  Product,  in  den  von  Null  verschiedenen  Coeflß- 
cienten  a  multiplicirt,  und  hat  deshalb,  sobald  a  positiv  ist,  für 
alle  reellen  Werthpaare  x  und  y  stets  das  positive,  sobald  a  ne- 
gativ ist,  stets  das  negative  Vorzeichen.  Deshalb  ist  f  (x,  y\ 
wofern  ac  —  b^  positiv  und  zugleich  a  positiv  ist,  eifie  wesentlich 
positive,  wofern  ac  —  fc*  positiv  und  zugleich  a  negativ  ist,  eine 
wesentlich  negative  Function.  Das  Vorzeichen  von  a  und  von  c 
rouss  immer  dasselbe  sein,  da  andernfalls  die  Determinante 
ac  — 6'  nothwendig  negativ  wäre.  Eine  Function  f(x,  y\  deren 
DeterminavUe  ac—b'^  negativ  ist,  zeri'ällt,  wie  sich  gezeigt  hat, 
in  ein  Product  von  zwei  wesentlich  verschiedenen  reellen  Factoren 
des  ersten  Grades,  und  kann  deshalb  flUr  beliebige  reelle  Werthe 
X  und  y  sowohl  gleich  einer  positiven,  wie  gleich  einer  negativen 
Grösse  werden.  Eine  Function^  f(x,y)j  deren  Determinante 
ac  —  6*  verschwindet,  ist  gleich  einem  in  eine  Constante  multi- 
plicirten  Quadrat  eiyier  ganzen  Function  des  ersten  Grades  von 
X  und  y;  die  Function  f(x,y)  kann  daher  für  reelle  Werthe  von 
X  und  y  kein  anderes  Vorzeichen  annehmen,  als  das  Vorzeichen 
jener  Constante,  und  dieses  ist  itlr  ein  nicht  verschwindendes 
a  das  Vorzeichen  von  a,  für  ein  verschwindendes  a  das  Vor- 
zeichen von  c.  Doch  verschwindet  die  Function  f(x,y)  in  diesem 
Falle  nicht  nur  für  das  eine  reelle  Werthpaar  a:  =  0,  y  =  0, 
sondern  für  alle  diejenigen  reellen  Werthpaare,  durch  welche  die 
Function  des  ersten  Grades  verschwindet,  welche  dem  bezeich- 
neten Quadrat  als  Basis  dient. 

Wir  kennen  jetzt  die  Bedingungen,  von  denen  es  abhängt, 
ob  eine  Function  ax*  -{-  2bxy  -\-  cy^  mit  reellen   Coefficienten, 
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und  bei  der  die  Variabein  x  und  y  bdidnge  reelle  Werthe  er- 
halten^  entweder  wesentlich  positiv  sei,  oder  wesentlich  negativ  sei, 
und  dabei  nur  für  die  ^zusammengehörigen  Werthe  x  =  0  ufid  y=0 
verschunnde,  oder  sowohl  jwsitive  als  negative  Werthe  anfieltmeti 
könne,  oder  so  beschaffen  sei,  dass  sie  zwar  niemals  das  Vor- 
seichen  wechseln  aber  für  unbegrenzt  viele  Werthsysteme  x  und  y 
den  Werth  Null  annehmen  kann. 

Nun  ist  es  nicht  schwierig,  die  Gültigkeit  der  gefundenen 
Bedingungen  durch  Ueberlegungen  zu  beweisen,  welche  das 
Oebiet  der  reellen  Grössen  nicht  verlassen  und  sich  genau  den 
Betrachtungen  des  §  24  über  die  ganzen  Functionen  zweiten 
Grades  von  einer  Variable  anschliessen. 

Damit  eine  Function  ax*  +  2b  xy  +  cy*  wesentlich  positiv 
oder  wesentlich  negativ  sei,  und  nur  für  das  Werthsystetn  x=Oy 
y  =  0  verschwinde,  ist  es  noth wendig,  dass  der  Coefficient  a 
nicht  gleich  Null  sei ;  denn  wenn  a  =  0  und  dabei  b  nicht  gleich 
Null  ist,   so   kann  jeder  der   beiden  Factoren  des  Ausdruckes 

26la:  +  — yjy  nach   Belieben  positiv    und   negativ    gemacht 

werden,  und  wenn  a  =  0,  6  =  0,  c  jedoch  nicht  gleich  Null  ist, 
so  hat  der  Ausdruck  cy^  zwar  das  Vorzeichen  der  Grösse  c, 
verschwindet  jedoch  fUr  die  Verbindung  des  WertJies  y  =  0  mit 
jedem  Werthe  von  x.  Da  »Iso  für  eine  Function  des  bezeichneten 
Charakters  a  nicht  gleich  Null  sein  darf,  was  sieh  auch  für  die 
Grösse  c  beweisen  lässt,  so  gilt  die  Darstellung 

(1)  fix,  y)=l  ({ax  +  byr  +  {ac-  6»)  t/«), 

welche  dem  Ausdrucke  (5)  des  §  24  entspricht  und  zu  ent- 
sprechenden Folgerungen  berechtigt.  Je  nachdem  die  Determi- 
nante D  =  ac  —  6'  einen  positiven,  einen  negativen  oder  einen 
verschwindenden  Werth  hat,  wird  der  auf  der  rechten  Seite  von 
(1)  in  der  Klammer  befindliche  Ausdruck  gleich  einer  Summe 
von  zwei  Quadraten,  deren  Basen  beliebige  reelle  Werthe  erhalten 
können,  einer  Differenz  von  zwei  Quadraten,  deren  Basen  beliebige 
reelle  Werthe  erhalten  können,  oder  gleich  eifiem  einzigen  Quadrate. 
Eine  Summe  von  den  Quadraten  zweier  reeller  Grössen  ist  stets 
positiv  und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  die  beiden  Basen  gleich- 
zeitig  verschwinden;    die   Function   f(x,y)   ist    daher,   sobald 
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ac—b*>0,  a>0  ist,  wesentlich  positiv,  sobald  ac  — ft*>0, 
a<:0  ist,  wesentlich  negativ,  und  sie  verschwindet  nur,  in- 
dem y  =  0  und  :r  =  0  wird.  Eine  Differenz  von  den  Quadraten 
zweier  reeller  Grössen  ist  im  Stande,  nach  Willkür  das  posi- 
tive und  das  negative  Vorzeichen  zu  erhalten;  die  Function  f{x,  y) 
kann  deshalb,  wenn  ac  —  6*  <:0  ist,  positive  und  negative  Werthe 
annehmen.  Das  Quadrat  einer  reellen  Grösse  ist  immer  posi- 
tiv und  nur  dann  gleich  Null,  wenn  seine  Basis  gleich  Null 
wird;  die  Function  f{x^y)  ändert  darum,  wofern  a  c  — 6*  =  0 
ist,  ihr  Vorzeichen  nicht,  verschwindet  aber  fiir  unbegrenzt  viele 
Werthpaare  x  und  y. 

%  80.  OauBs*  geometrische  Daretellunflr  der  weeentlioh  poel- 
tiTen  ganzen  homogenen  Fnnotionen  des  zweiten  Grade«  mit 
swel  Variahein«  System  pareUelogrammatlsoh  geordneter 
Punkte  In  der  Ehene.  Vereohledene  Anordnungen  eines  solchen 

Systems. 

Die  eigenthttmlichen  Begriife,  welche  bei  der  Betrachtung 
der  ganzen  homogenen  Functionen  des  zweiten  Grades  von  zwei 
Variabein  auttreten,  können  für  die  wesentlich  positiven  Func- 
tionen durch  eine  geometrische  Interpretation  veranschaulicht 
werden,  welche  Gauss  im  Jahre  1831  bei  Gelegenheit  der  An- 
zeige eines  Werkes  von  Se^er  bekannt  gemacht  hat.  Die  For- 
derung, für  Teein  System  reeller  Werthe  ausser  dem  System 
x  =  Oj  y  =  0  zu  verschwinden  ist  hier,  wie  auch  im  Folgenden 
in  die  Definition  einer  wesentlich  positiven  Function  auf- 
genommen. Da  ttlr  eine  solche  wesentlich  positive  Function 
f{x,y)  =  ax*  +  2bxy  +  cy*  die  Determinante  D^=ac  —  b^ 
positiv  ist  und  auch  die  Coefficienten  a  und  c  positiv  sind,  so 

haben  die  Quadratwurzeln  l/a,  l/c,  l/Z>  von  Null  verschiedene 
reelle  Werthe,  die  wir  uns  im  Einklänge  mit  den  bisher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  als  positiv  denken  wollen.    Der  Quo- 

a  c  — ~  b^ 

tient ist  jetzt  ein  nie  verschwindender  positiver  echter 

ci  c 

Bruch,  der  für  &  =  0  der  Einheit  gleich  wird,  und  deshalb  hat 

b 
auch  die  Grösse    ^-    ,-    einen  positiven  oder  negativen,  für 

Va  V  c 
6  =  0  verschwindenden  aber  niemals  die  Einheit  erreichenden 
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Werth.      Es  giebt   daher   immer   einen  bestimmten   zwischen 
0  und  n  liegenden  Winkel  cci,  dessen  Cosinns  gleich  der  Grösse 

-,  und  dessen  Sinus  gleich  der  positiven  Grösse  --j:^    j=r 


Vä  V~c '  —  ^ *^ Vä  v^ 

ist    Vermöge  der  bezeichneten  Gleichungen 

(1)  cos  CO  =  T7=-77=- ,  sm  m  =  7/-  ,  >  ^ 

V  aV  c  V  aV  c 

wird   der   Winkel    10   ein   spitzer  oder  stumpfer,  je  nachdem  h 

positiv  oder  negativ  ist,  itir  6  =  0  gleich    -  oder  einem  rechten 

Winkel;  er  verschicindet  nietnals  und  erreicht  auch  niemcUs  den 
Werth  n,  weil  die  Annahme  D=0  ausgeschlossen  ist  Man 
ziehe  nun,  um  die  G^aM^*sche  Interpretation  einer  wesentlich 
positiven  Function  ax*-^  2bxy  -^  cy*  zu  erhalten,  in  einer 
Ebene  durch  einen  beliebig  gewählten  Punkte  0  eine  unbe- 
grenzte gerade  Linie,  und  unterscheide,  wie  dies  früher  in  §  42 
geschehen  ist,  eine  Seite  derselben  als  die  positive.  Ferner  ziehe 
man  durch  den  Punkt  0  eine  zweite  gerade  Linie,  iWr  die 
eine  eben  solche  Kestimmung  eiugeftlhrt  wird,  in  der  Weise, 
dass  die  positive  Seite  der  ersten  Linie  mit  der  positiven 
Seite  der  zweiten  Linie  den  so  eben  bestimmten  Winkel  lo  bildet. 
Weil  (o  weder  gleich  Null  noch  gleich  /f  oder  zwei  rechten  Winkeln 
sein  kann,  ist  es  unmöglich,  dass  die  beiden  Linien  zusammenfallen. 
Um  eine  feste  Vorstellung  zu  wählen,  möge  die  positive  Seite 
der  ersten  Linie  in  die  positive  Seite  der  zweiten  Linie  übergehen, 
sobald  man  die  erstere  von  der  linken  zu  der  rechten  Hand 
um  den  Winkel  10  dreht.  Sobald  jetzt  den  Variabein  x  und  y 
irgend  welche  reelle  Werthe  beigelegt  werden,  so  schneide  man 
unter  Anwendung  einer  bestimmten  Längeneinheit  von  dem 
Punkte  0  aus   auf  der   ersten   Geraden  eine   Strecke  ab,    die 

durch  die  Grösse  x  ]/a  gemessen  wird,  und  zwar  für  ein  posi- 
tives X  auf  der  positiven,  für  ein  negatives  x  auf  der  ne- 
gativen Seite  der  Linie,  und  nenne  den  Endpunkt  P;  man 
schneide  ferner  von   dem  Punkte  0  aus  auf  der  zweiten  Linie 

eine  Strecke  ab,  die  durch  die  Grösse  yVc  gemessen  und 
deren  Lage  durch  das  Vorzeichen  von  y  in  gleicher  Weise  be- 
stimmt wird,  und  nenne  den  Endpunkt  Q.    Es  soll  jetzt  durch 
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den  Punkt  P  eine  Parallele  zu  der  ersten  Linie,  durch  den 
Punkt  Q  eine  Parallele  zu  der  zweiten  Linie  gezogen  werden, 
diese  Parallelen  mögen  sieh  in  dem  Punkte  R  schneiden,  als- 
dann tvird  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  R  von  dem 
Punkte  0  durch  die  Function  ax*  +  2bxy  +  cy*  ausgedrückt. 
Denn  nachdem  die  Verbindungslinie  OR  gezogen  ist,  so  giebt 
eine  Ausdehnung  des  PptJiagoräischen  Lehrsatzes  die  folgende 
Gleichung  zwischen  den  Seiten  und  dem  einen  Winkel  des 
Dreiecks  OPR 

(2)  0R^  =  0P*  —  20P.PR  cos  OPR^PR\ 

Ferner  entsteht  für  die  Function  f  (Xy  y)  durch  die  Einfüh- 
rung des  cos  (0  statt  des  Coefficienten  b  der  Ausdruck 

(3)  f(x^  y)  =  ax*  -h  2l/a  j/c  xy  cos  w  +  c  y*, 

dessen  Vergleichung  mit  (2)  die  ausgesprochene  Behauptung 
rechtfertigt. 

Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  OPRQ  wird  er- 
halten, indem  man  das  Product  von  zwei  aneinanderstossenden 
Seiten  OP  und  OQ  mit  dem  Sinus  des  eingeschlossenen  Win- 
kels of  multiplicirt.    Wenn  x  und  y  dasselbe  Vorzeichen  haben, 

so  drtlckt  sich  das  Product  der  beiden  Seiten  durch  l/a  V^c  xy, 

im  entgegengesetzten  Falle  durch  —  l^a  l/r  x  y  aus.    Fügt  man 

hiezu  den  aus  (l)  folgenden  Werth   sin  w  = —7=^-7^,  so  er- 

V  a  V  c 

hellt,  dass  der  Flächeninhalt  des  Parallelogramtns  OPRQ  durch 
den  positiven  unter  den  beiden  Ausdrücken 

(4)  xyVB.-xyVB 
dargestellt  wird. 

Wenn  man  den  Grössen  xV^a  und  yj/c  nach  einander 
alle  möglichen  Paare  von  reellen  Werthen  beilegt,  so  nimmt  der 
Punkt  72  nach  einander  die  Oerter  aller  Punkte  der  Ebene  und 

den  Ort  eines  jeden  Punktes  ein  Mal  ein.     Die  Grössen  x  l/a 

und  y  l/c  dienen  also,  wie  die  in  §  42  eingeführten  Stücke,  zu 
der  Bestimmung  eines  Ortes  in  einer  Ebene,  und  werden  ent- 
sprechend die  CoordincUen  des  Purüdes  R  in  Bezug  auf  die 
beiden  Äxen  genannt,  welche  bisher  als  die  erste  und  die  zweite 
Linie  bezeichnet  worden  sind  und  den  Winkel  (o  mit  ein- 
ander bilden.    Sie  yerwandeln  sich  in  rechtwinklige  Coordinaien, 
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sobald  der  Winkel  lo  gleich  einem  rechten  Winkel  wird;  dies 
geschieht  in  dem  gegenwärtigen  Falle  nur  dann,  wenn  6  =  0, 
mithin  wenn 

(5)  f(x,y)=ax^  +by' 

ist  Damit  auch  die  Bezeichnung  mit  der  in  §  42  gebrauchten 
übereinstimme,  muss  ausserdem  a=l  und  c=  1,  folglich 

(6)  f(x,y)  =  x'  +y» 

sein.    Man  kann  bei  einer  beliebigen  Function  f  {Xj  y)  von  den 

Goordinaten  x  l/a  und  y  j/c  eines  Punktes  R  zu  rechtwinkligen 
Coordinaten  übergehen,  indem  man  von  dem  betreffenden  Punkte  R 
auf  die  erste  Axe  ein  Loth  RR^  herablässt  und  festsetzt,  dass 
der  auf  der  ersten  Axe  von  dem  Punkte  0  gemessene  Abstand 
OR^  und  das  erwähnte  Loth  RR^  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
f,  rj  des  Punktes^  R  liefern  sollen.  Zur  Feststellung  der  Vor- 
zeichen möge  angenommen  werden,  dass  die  positive  Seite  der 
^Axe  mit  der  positiven  Seite  der  zu  Anfang  angenommenen 
ersten  Axe  zusammenfalle,  und  dass  die  positive  Seite  der 
rj'AxG  erhalten  werde,  wenn  man  die  positive  Seite  der  in  Bede 
stehenden  Axe  von  der  linken  zu  der  rechten  Hand  um  einen 
rechten  Winkel  dreht.  Diese  Annahme  correspondirt  mit  der 
vorhin  getroffenen  Annahme,  dass  die  positive  Seite  der  ur- 
sprünglichen ersten  Axe  in  die  positive  Seite  der  ursprünglichen 
zweiten  Axe  übergehen  soll,  sobald  die  erstere  von  der  linken  zu 
der  rechten  Hand  um  den  zwischen  Null  und  zwei  rechten 
Winkeln  liegenden  Winkel  (o  gedreht  wird.  Der  Abstand  OR^ 
setzt  sich  aus  den  Stücken  OP  und  PjR,  zusammen,  mithin  kom- 
men für  ^  und  r;  die  Werthe 

(7)  ^  =  x  V^a  H-  y  l/c  cos  w,  ry  =  y  l/c  sin  w, 
welche  sich  durch  die  Anwendung  von  (1)  in  die  folgenden  ver- 
wandeln _ 

,^v  ^      ax  •\'  by  l'  D 

(8)  1=    ,T    >v=-,/-  y- 

V  a  V  a 

Auf  diese  Weise  wird  das  Quadrat  der  Entfernung  OR 
oder  die  Function  f{x,y)  gleich  der  Summe  der  Quadrate  |"  +  ?;*. 
Diese  Darstellung  geht  aber  aus  der  Darstellung  (1)  einer  we- 
sentlich positiven  Function  f{x,y)  hervor,  sobald  hier  der  Fac- 
tor -  sowohl  dem  ersten  Quadrate  (ax  +  hyY  wie  dem  zweiten 
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Quadrate  Dy*  beigefügt  wird.  Demnach  ergiebt  sieh,  dass 
zwischen  der  Gatiss'schen  Interpretation  einer  complexen  Grösse 
und  der  Ganss'schen  Interpretation  einer  wesentlich  positiven 
ganzen  Jhomogenen  Function  des  zweiten  Grades  von  ewei  Variabdn 
ein  inniger  Zusammenhang  besteht.  Insofern  als  ^  und  rj  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  R  in  der  Ebene  sind, 
wird  die  cofnplexe  Grösse 

durch  den  Punkt  -B  vertreten.  Wenn  aber  §  und  i;  vermöge 
der  Gleichungen  (8)  in  den  Variabein  x  und  y  ausgedrückt 
werden,  so  liefern  die  conjugirien  complexen  Grössen 

j.  ,    .         ax+hy   ^    ,   Vi) 

V  a  V  a 

das  Product  $*  +  vj^  =  ax^  +  2bxy  -\-  cy^ ,  und  bilden  die 
beiden  conjugirien  Factoren  des  ersten  Grades,  in  welche  die  we- 
sentlich positive  Function  ax*  +  2h  xy  •\-  cy*  unter  Anwendung 
der  liecJmung  mit  imaginären  Grössen  zerlegt  werden  kann.  Da 
keine  der  ursprünglichen  zwei  Axen  einen  Vorzug  vor  der  an- 
dern hat,  so  hätte  mit  gleichem  Rechte  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  eingeführt  werden  können,  dessen  eine  Axe 
die  ursprüngliche  zweite  Axe  ist;  hiemit  würde  die  Darstellung 
der  Function  f  (x,  y) 

(10)  /'(a:,y)  =  ^((cy+  6:r)»  +  (ac-6*)a:«) 

correspondiren. 

Die  geometrische  Interpretation  einer  wesentlich  positiven 
Function  aa:*+26a:y  +  py*  benutzt  Gauss  vornehmlich  zu  dem 
Zwecke,  um  diejenigen  Punkte  der  Ebene  zu  betrachten,  welche 
entstehen,  indem  die  Variable  x  und  die  Variable  y  gleich  be- 
liebigen positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden. 
Wenn  die  Variable  x  successive  gleich  den  positiven  ganzen 
Zahlen  1,  2,  3,  .  .  genommen  wird,  so  erhält  der  auf  der  ersten 
Axe  liegende  vorhin  mit  P  bezeichnete  Punkt  die  ersten  Ordi- 

naten  l/ä,  2  l/ä,  3  l/ä, . . . ,  er  bewegt  sich  daher  von  dem 
Nullpunkte  0  an  nach  der  positiven  Seite  so  vorwärts,  dass  die 
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Ocrter  immer  um  die  Strecke  l/a  von  einander  abstehen ;  die 
Werthe  a:  =  —  1,  — 2,  —  3, .  .  bestimmen  für  den  Punkt  P  eine 
Reibe  von  Oertern,  die  auf  der  negativen  Seite  derselben  Axe 
in  denselben  gleichen  Abständen  aufeinander  folgen.  Ebenso 
liefern  die  ganzzahligen  Werthe  der  Variable  y  fllr  den  oben 
mit  Q  bezeichneten  Punkt   auf  der   zweiten  Axe  lauter  Oerter, 

die  von  dem  Nullpunkte  0  aus  stets  den  gleichen  Abstand  \/T 
haben  und  sich  nach  der  positiven  wie  nach  der  negativen 
Seite  der  Axe  unbegrenzt  fortsetzen.  Weil  nun  die  Lage  des 
Punktes  B  fixirt  wird,  indem  man  durch  P  eine  Parallele  zu 
der  zweiten  Axe,  durch  Q  eine  Parallele  zu  der  ersten  Axe 
zieht,  und  diese  Parallelen  sich  schneiden  lässt,  so  theilen  die 
Parallelen,  welche  den  ganeeaUigen  Werthm  von  x  und  von  y 
entsprechen,  die  Ebene  in  laider  gleiche  Parallelogramme^  und 
die  Ecken  derselben  sind  die  PunUe^  welche  betrachtet  werden. 
Der  Flächeninhalt  des  GrundpardllelogrammSj  dem  alle  bezeich- 
neten Parallelogranmie  gleich  sind,  folgt  aus  (4),  wenn  P  der 
auf  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe  mit  0  benachbarte 
Punkt  und  gleichzeitig  Q  der  auf  der  positiven  Seite  der  zweiten 
Axe  mit  0  benachbarte  Punkt  ist,  das  heisst,  wenn  ftir  den 
Punkt  R  x  =  l  oind  y  =  l  ist.  Der  Flächeninhalt  d^  Grund- 
Parallelogramms  in  detn  zu  der  Function  a  x*  +  2b  x  y  +  c  y* 
gehörenden  System  paralldogrammatisch   geardneter  Punkte   der 

Ebene  ist  daher  gleich  der  Grösse  V^D,  der  Quadratwurzel  aus 
der  Determinante  D  =  ac  —  b^. 

Im  vorigen  §  hat  sich  ergeben,  dass  eine  wesentlich  positive 
Function  f(x^  y)  durch  eine  Substitution  mit  reellen  Coefficienten 

(11)  x  =  ax'  +  ßy' 

y  =  yx'  -hd  y, 

wofern  die  Substitutionsdeterminante  ad  —  ßy  =  x  nicht  gleich 
Null  ist,  wieder  in  eine  wesentlich  positive  Function  g{x\y') 
=  a* x'^  +  2b'  x'  y'  +  c'  y*^  übergeht.  Diese  Transformation  kann 
ebenfalls  den  eingeführten  Anschauungen  gemäss  interpretirt 
werden.  Da  zu  jedem  Paar  von  Wcrthen  x\  y*  ein  bestimmtes 
Paar  von  Werthen  .r,  y  gehört,  und,  weil  x  nicht  gleich  Null 
ist,  auch  umgekehrt  zu  jedem  Paar  von  Werthen  x,  y  ein 
bestimmtes    Paar    von    Werthen   x\  y\    so    ist    ein    Punkt    R 
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in  der  Ebene  sowohl  durch  das  eine  wie  durch  das  an- 
dere zugeordnete  Paar  vollständig  bestimmt,  und  darf  des- 
halb sowohl  durch  die  Anführung  des  einen  wie  des  anderen 
Paares  von  Werthen  bezeichnet  werden.  Wenn  etwa  in  (11) 
a;'=  1,  y'  =  0  gesetzt  wird,  so  folgt  rc  =  ff,  y=y;  wenn  x*=0, 
y'  .=  1  gesetzt  wird,  kommt  x  =  ß,  y  =  d.  Demnach  ist  der 
Punkt  x'  =  \,  y*  =  0  mit  dem  Punkte  a;  =  a,  y  =  y  identisch, 
und  der  Punkt  x'  =  0,  y'  =  1  mit  dem  Punkte  x  =  ß,  y  =  d 
identisch. 

Das  Quadrat  der  Entfernung  OR  wird  bei  der  definirtcn 
Interpretation  durch  die  Function  ax^  -h  2bxy  -t-  cy^^  und  des- 
halb vermöge  der  aus  (11)  fliessenden  Gleichung 

(12)  ax*  +  2bxy  -hcy*=a'x'^  +  2V x' y' +  c' y'^ 

zugleich  durch  die  auf  der  rechten  Seite  befindliche  neue  Func- 
tion dargestellt.  Indem,  wie  wir  sahen,  der  Punkt  a:=a,  y=y 
mit  dem  Punkte  x'=l^  //=0  und  der  Punkt  x=ß^  y='ä  mit 
dem  Punkte  x'  =  0,  y'  =  l  zusammenfällt,  so  hat  das  Quadrat 
der  von  dem  Punkte  0  aus  genommenen  Entfernung  tHr  den 
Punkt  :r'=  1,  y'=0  den  Werth 

(13)  a«*  4  2bay+cy^=a\ 

und  für  den  Punkt  x'  =  0,  y*=l  den  Werth 

(14)  aß^  +  2bßd  +  cd^  =  c'. 

Wir  wollen  jetzt  den  Winkel  q^^  bestimmen,  welchen  die 
Verbindungslinie  des  Punktes  0  mit  dem  Punkte  x' =  1,  y'=0 
oder  X  ==  a,  y=^  y  gegen  die  ursprüngliche  erste  Axe  macht, 
und  den  Winkel  rp^,  welchen  die  Verbindungslinie  des  Punktes  0 
mit  dem  Punkte  x'  =  0,  y*  =  \  oder  x  =  ß,  y  =  d  gegen  die- 
selbe Axe  macht.  Zu  diesem  Ende  können  fllr  den  Punkt 
x  =  aj  y  =  y  wie  für  den  Punkt  x=ß,  y  =  d  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  verwendet  werden,  die  vorhin  f  und  rj  genannt  und 
in  (9)  durch  x  und  y  dargestellt  sind.  Für  den  ersten  der  in 
Rede  stehenden  Punkte  sei  ^=^i,  rj  =  r]^,  fttr  den  zweiten 
^  =  ?a>  V  =  Vi'  Nun  hat  das  Quadrat  der  von  dem  Punkte  0 
aus  genommenen  Entfernung  für  den  ersten  und  den  zweiten 
Punkt  vermöge  (13)  und  (14)  die  respectiven  Werthe  fj  +  rj\  =a\ 
f  J  -t-  Tjl  =  c* ;  mithin  liefert  die  Einflihrung  der  Winkel  q^^  und 
g),  die  Gleichungen 

Lipicbitz,  AmtlyBifl.  24 
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(15)  ?i  =  Vä'  COS  y„  i;,  =  Vä'  sin  <jr, 

^i  =  Vc'  cos  y„  »;i  =  VV'  sin  7-,. 
Andrerseits  geben  die  beiden  Substitutionen  -r^cr.  y=7 
und  x  =  3,  y  =  d  die  Gleichungen 

l  a  V  a 

^  _aß+bi         _  r.D    . 
^'~      Va      '   ''*~  l/« 

Der  Winkel  welchen  die  von  dem  Nullpunkte  nach  dem 
Punkte  x  =  iiy  y  =  d  gezogene  Linie  mit  der  von  dem  Null- 
punkte nach  dem  Punkte  x  =  a,  y  =  y  gezogenen  Linie  macht, 
ist  gleich  der  Differenz  der  eingetUhrten  Winkel  9*«^ 9*,.  Man 
findet  aber  aus  (15)  die  Gleichungen 

?,  «;i  — 1,  »:i=Va'  Ve'  (sinijr,  cos  qr,  — sin  <jr,  cos  9-,) 

,  =1  ä^  V?  sin  '^,-Ti^ 


\ 


'  =1   a'l  >'  cos  (ff^-  yj, 


—     -m      ^' 


(19) 


und  aus  (Iß)  mit  Beachtung  von  {29)  des  §  TS  die  Gleichungen 
deren  Combination  die  Gleichungen 

1  ä'  i '?  sin  «>r,-yi>=>^— .^;U  ^ 

1  a' 1  f*  cos  •{f^  —  (f^\=h\ 

hervorbringt  Vermi^ige  derselben  ist  der  Winkel  7*,  —  qr,  dem- 
jenigen Winkel  gleich,  welchen  A^ei  Aren  haben  müssen,  die 
nach  der  entwickelten  Methode  zu  einer  geomefriseJ*^:^^  Interpre- 
tation der  Function  a'  -r'*  +  26'  x'  y'  +  c'  v*  anzuwenden  sind. 
Da  die  betreffenden  Coet'ficienten  und  Ct^tlicientenverbindungen 
aus  denen,  welche  zu  der  Function  (ix*  -r  2Äxy-|-''y*  gehören, 
durch  Hinzuftigung  von  Accenten  alip^leitet  werden,  so  liefern 
die  Formeln  (T  tHr  den  Neigungswinkel  u'  der  zu  wählenden 
nenen  Axa^  die  Bestimmung 

(20^  cos  cy=        *'*  ..  ,  sin  (/  =  — L-~-.-, 

wo  die  Quadratwurzeln  wieder  positiv  zu  deuten  sind.    Die  De- 
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terminanten  D  and  D'  sind  dnrch  die  Gleichung  (28)  des 
§78 

verknüpft.     Wenn  man  also  die  Werthe 

(21)    cos  {(p^  —  (p^)=,  sm  ((r^  —  (Pi)=-y/~rV/-7~ 

Va  V  c  V  Va    Vc 

den  Werthen  (20)  gegenüber  steUt,  so  fallen  cos  lo*  und  cos 
(qPg  —  y,)  stets  eusammen,  femer  untersciieiden  sich  sin  lo'  und 
sin  (^/j  —  qpj  nicht  von  einander ,  wenn  die  Substitutionsdetermi- 
nante 71  =  aö  —  ßy  einen  positiven  Werth  hat,  unterscheiden  sich 
dagegen  nur  durch  das  Vorzeichen,  wenn  die  Substüutionsdeter- 
minante  x  einen  negativen  Werth  hat.  Hieraus  folgt,  dass  in 
dem  ersten  Falle  die  Winkel  (o*  und  q>^  —  g),  einander  gleich, 
im  zweiten  Falle  einander  im  Vorzeichen  entgegengesetzt,  dem 
absoluten  Werthe  nach  aber  ebenfalls  gleich  sind. 

Wir  sehen,  dass  der  Sinus  des  Winkels  qp^  —  qn^  für  ein 
positives  x  positiv,  für  ein  negatives  x  negativ  ausfällt.  Hiemit 
wird  ein  characteristischer  Unterschied  ausgedrückt,  welchen  die 
Lage  der  Linien  haben  kann,  die  sich  von  dem  Nullpunkte  nach 
dem  Punkte  a:  =  a,  y  =  y  und  nach  dem  Punkte  x=ß,  y  =  ä 
erstrecken,  und  die  wir  der  Kürze  halber  die  erste  neue  und  die 
eweite  neue  Linie  nennen  wollen.  Bei  der  eingeführten  Bestim- 
mung werden  die  Winkel  qn,  und  qp,  in  dem  Sinne  einer  Dre- 
hung von  der  linken  zu  der  rechten  üand  positiv  gerechnet. 
Die  erste  neue  Linie  und  die  zweite  neue  Linie  schliessen  einen 
bestimmten  Winkel  ein,  der  zwischen  Null  und  zwei  rechten 
Winkeln  liegt  oder  concav  ist.  Wofern  sin  (q^^  —  q^^)  positiv  ist, 
muss  in  Bezug  auf  diesen  Winkel  die  erste  neue  Linie  links,  die 
zweite  neue  Linie  rechts  liegen]  wofern  sin  (qpa  — yj  negativ  ist, 
muss  in  Bezug  auf  den  entsprechenden  concaven  WinJcel  umge- 
kehrt die  erste  neue  Linie  rechts  und  die  zweite  neue  Linie  links 
liegen.  Für  ein  positizes  x  tritt  der  erste,  für  ein  negatives  x 
der  zweite  Fall  ein. 

Es  war  die  Lage  der  ursprünglichen  beiden  zu  der  Func- 
tion ax*  +  2bxy  -h  c  y*  gehörigen  Axen  so  angenommen  wor- 
den, dass  in  Bezug  auf  den  von  denselben  eingeschlossenen  con- 
caven Winkel  lo  die  erste  Axe  links,  die  zweite  Axe  rechts  liegt. 
Die  Untersuchung  hat  gezeigt,  dass  die  erste  neue  Linie,  welche 
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sich  von  dem  Nullpunkte  0  nach  dem  Punkte  x  =  u^  y  =  y  oder 

a;'=l,  y'  =  0  erstreckt,  dessen  Entfernung  von  0  gleich  l/a' 
ist,  und  die  zweite  neue  Linie^  welche  sich  von  dem  Nullpunkte  0 
nach  dem  Punkte  x=ßy  y=d  oder  x'  =  0,  y'=:  1  erstreckt,  dessen 

Entfernung  von  0  gleich  ]/c'  ist,  ewei  Axen  liefern,  die  in  der  genau 
entsprechenden  Weise  zu  der  Function  a' j;'* +  2 i'a;'y' +  r' y'* 
gehören.  Hiehei  waltet  aber  der  UtUerscJiied  oh,  dass,  sobald  die 
Stid}stitt(tionsdeterfnina7ite  ad—ßy='/,  positiv  ist^  die  erste  neue 
Axe  in  Bezug  auf  den  concaven  Winkel  co*  zu  der  zweiten  neuen 
Axe  ebenso  liegty  ivie  die  erste  ursprüngliche  Axe  zu  der  zweiten 
ursprünglichen  Axe,  dass  dagegen^  sobald  x  negativ  ist,  die  erste 
neue  Axe  zu  der  zweiten  fieuen  Axe  entgegengesetzt  liegt,  wie  die  ur- 
sprüngliche  erste  Axe  zu  der  ursprünglichen  zweiten  Axe,  Denken 
wir  uns  durch  den  Punkt  a:'  =  1 ,  f/'  =  0  eine  Parallele  zu  der 
zweiten  neuen  Axe,  und  durch  den  Punkt  x'  =  0,  y'=  1  eine 
Parallele  zu  der  ersten  neuen  Axe  gezogen,  so  schneiden  sich 
diese  Parallelen  in  dem  Punkte  .t'=1,  t/'=l,  und  der  Flächen- 
inhalt des  Parallelogramms,  dessen  vier  Seiten  durch  die  beiden 
neuen  Axen  und  die  betreffenden  beiden  Parallelen  gebildet 
werden,  hat  auf  Grund  der  für  die  Function  ax'^  •\-2bxy -\-cy* 
gefundenen  Resultate  zu  seinem  Ausdruck  die  Quadratwurzel  aus 
der  Determinante  D'  =  {aö  —  ß  yY  T).  Ein  beliebiger  Punkt  der 
Ebene,  der  vorhin  mit  li  bezeichnet  ist,  bekommt  in  Bezug  auf  die 

beiden  neuen  Axen  resprcfive  die  (Joordinaten  x*  l/a'  und  y'  ]/&• 

Wenn  festgesetzt  wird,    dass  die  vier  (rnlsaen  «,  /^,  y,  ö 

ganze  Zahlen  sein  sollen,  so  bewirken  die  Substitutionsgleichungen 

L  x  =  ax*  •¥ ßy' 

(22)  ._//. 

^    '  f  y  =  yx'  +  dy\ 

dass  aus  irgend  zwei  ganzen  Zahlen  x*  und  y'  ganze  Zahlen 
fllr  X  und  y  hervorgehen.  Die  ganzzahligcn  Wertlt^  von  x* 
und  y*  bringen  in  der  zu  der  geometrischen  htftcrpretation  be- 
nutzten Ebene  ein  System  von  parallelogrammatisch  geordneten 
Punkten  l^rvor,  die  auf  den  Parallelen  zu  der  ersten  neuen  Axe 

in  den  gleicJhen  Abständen  l/a'   und   auf  den  Parallelen  zu  der 

zweiten  neuen  Axe  in  den  gleicliefi  Abständen  l/c'    auf  einander 

folgen.  Der  Flächeninhalt  des  Grundparallelogramms  l/D'  ist 
gleich  dem  Product  des  Flächeninhalts  von  dem  zuerst  betrach- 
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teten  Grundparallelogramm  l/^  mit  dem  absoluten  Werthe  der 
Substitutionsdeterminante  ad  —  fiy,  welche  gegenwärtig  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ist.  Alle  Punkte  dieses  neuen  Systems  sind 
zugleich  Punlcte  des  ursprünglichen  Systems^  das  der  Function 
ax^  •\-2bxy  +cy*  zugehört,  weil  jeder  Punkt  dem  ein  ganz- 
zahliges x'  und  ein  ganzzahliges  y*  entspricht,  auch  durch  ein 
ganzzahliges  x  und  ein  ganzzahliges  y  bezeichnet  wird.  Ob  aber 
auch  das  umgekehrte  der  Fall  sei,  hängt  davon  ab,  ob  vermöge 
der  Substitutionsgleichungen  (22)  aus  ganzzahligen  Werthen  von 
X  und  y  sich  ganzzahlige  Werthe  von  x*  und  y*  ergeben.  Die 
Auflösung  von  (22)  liefert  die  Gleichungen 

(23)  a;'=     ^^:^ 

./  — ""  7±±^y 

Es  werden  daher  x*  und  y*   dann  und  nur  dann  die  be- 

et      D      V      0 

treffende  allgemeine  Eigenschaft  haben,  wenn  -,  ~,  -,  -  lauter 

Ä  iv  JV  Ä 

ganze  Zahlen  sind.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung hietllrist  am  Schlüsse  des  §  77  aufgestellt  worden,  und 
besteht  darin,  dass  die  Determinante  ad  —  ß y  erUweder  gleich  der 
positiven  oder  der  fiegativen  Einheit  sein  muss.  Unter  der  Vor- 
amsetjmng,  dass  a  ö—'ßy=-b  1  oder  =  —  1  ist,  sind  also  aUe 
Punlcte  des  neuen  parallelogrammatischen  Systems  zugleich  Punkte 
des  ursprünglichen  Systems,  und  auch  alle  Punkte  des  ursprünglichen 
Systems  zugleich  Punkte  des  neuen  Systems;  wegen  der  Gleichun- 
gen D'  =  (ad—ßyyD  und  (ad  — /^y)«  =  l  ist  ferner  D'=2), 
und  deshalb  haben  die  Grundparallelogramme  hei  den  beiden 
Systemefh  denselben  Flächeninhalt.  Man  erkennt  hieraus,  dass 
gegenwärtig  dasselbe  System  von  Punkten  der  Ebene  erstens  nach 
defi  beiden  ursprünglichen  Axen,  und  zweitens  nach  den  beiden 
neuefh  Axen  geordnet  ist.  Die  relative  Lage  der  ersten  zu  der 
zweiten  Axe  stimmt  für  die  beiden  Anordnungen  überein  oder  ist 
entgegengesetzt,  je  nachdem  a  d — ß  y=l  oder  aö  —  ß  7=^  —  1  ist. 
Eine  ganze  homogene  Function  ax^  +  2bxy  +  cy*,  in 
welcher  a,  6,  c  gegebene  ganze  Zahlen  und  x,  y  beliebige  ganze 
ZaJden  bedeuten,  stellt  ganze  Zahlen  dar  und  bildet  insofern 
einen  Gegenstand  für  die  Lehre  von  den  ganzen  Zahlen  oder  die 
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Arithmetik.  Gauss  hat  diesen  Functionen  die  iUnfte  Section 
seiner  disquisitiones  arithmeticae  gewidmet  und  nennt  sie  dort 
Formen  des  zweiten  Grades,  Im  Verlaufe  der  Untersuchung  er- 
wähnt er  auch  die  algebraischen  rationalen  ganzen  Jiomogenen 
Functionen  von  mehreren  Variahein  und  verschiedefien  Graden, 
und  bemerkt,  dass  dieselben  in  Bezug  auf  die  Hohe  des  Grades 
in  Formen  des  zweiten,  dritten,  vierten  Grades  u.  s.  w.,  in  Be- 
zug auf  die  AnzaJd  der  Variabdn  in  binäre,  temäre,  quatertiärc 
Formen  u.  s.  w.  eingetheilt  werden  können.  Diese  Bezeich- 
nungsweise ist  immer  mehr  zur  Herrschaft  gekommen  und  wird 
auch  im  Folgenden  angewendet  werden.  Die  ganzen  homogenen 
Functionen  des  zweiten  Grades  von  zwei  Variabein  sind  nach 
dieser  Ausdrucksweise  die  binären  Formen  des  zweiten  Grades 
oder  die  binären  quadratischen  Formen,  und  die  erklärte  geome- 
trische Interpretation  bezieht  sich  auf  die  wesentlich  positiven 
binären  quadratischen  Formen. 

Eine  quadratische  Form  ax^  +  2bxy  +cy*,  in  welcher 
a,  b,  c  ganze  Zahlefh  sind,  geht  vermöge  der  Substitution  (22), 
bei  der  a,  ß,  y,  d  wieder  ganze  Zahlen  sein  sollen,  in  die  Form 
a* x'^  +  2b' x' y' +  c* y'*  über,  bei  der  a\  V,  c*  ebenfalls  ganze 
Zahlen  sind.  Alle  ganzen  Zahlen,  welche  durch  die  Form 
a'  x*^  +  2  b*  X*  y'  -f-  c*  y'^  dargestellt  werden  können,  sind  auch 
durch  die  Form  aa;*-i-26a;y  +  cy*  darstellbar.  Dagegen  sind 
umgekehrt  alle  Zahlen,  welche  durch  die  erste  Form  dargestellt 
werden  können,  dann  und  nur  dann  auch  durch  die  zweite 
Form  darstellbar,  wenn  die  Substitutionsdeterminante  ad — ßy 
gleich  der  positiven  Einheit,  oder  gleich  der  negativen  Einheit 
ist.  Alsdann  heissen  die  beiden  Formen  aequivalent,  und  zwar 
im  ersten  Falle  eigentlich  aequivalent,  im  zweiten  Fälle  uneigent- 
lich aequivalent.  Sobald  die  Form  ax^  +  2bxy  +  cy*  wesent- 
lich positiv  ist,  so  ist  dies  auch  die  Form  a'  x*^  -f  2  6'  a:'  y'  +  &  y**. 
Zu  jeder  der  beiden  Formen  gehört  ein  parallelogrammatisch 
geordnetes  System  von  Punkten  in  der  Ebene;  bei  jedem  der 
beiden  Systeme  werden  die  vermöge  der  betreffenden  Form 
durch  ganzzahlige  Werthe  der  Variabein  darstellbaren  Zahlen 
durch  die  Quadrate  der  Abstände  aller  Punkte  des  Systems  von 
dem  Nullpunkte  vertreten.  Wenn  die  beiden  Formen  aequivalent 
sind,  so  fallen  die  zugehörigen  Systeme  von  Punkten  zusammen. 
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Als  Beispiel  möge  die  Form  (6)  gelten,  der  Typus  aller 
wesentlich  positiven  Formen, 

Vermöge  der  Substitution 

x=2x'  +  5y' 

y=    x*  +  ^y\ 
deren  Determinante  2.3 — 5.1  =  +1  ist,  geht  dieselbe  in  die 
wesentlich  positive  Form 

bx*^  +  2.Ux*y'+Uy'^ 
über.    Sie  verwandelt  sich  vermöge  der  Substitution 

x  =  ^x*  -{-  ^y' 

y  =  ix'-\'by\ 
deren  Determinante  3.5  —  4.4  =  —  1  ist^  in  die  wesentlich  po- 
sitive Form 

25aj'»  +  2.32a:'y'  +  4ly'^ 
Das  System  der  Punkte,  welches  zu  der  Form  x^  +  y^  ge- 
hört, besteht  aus  Quadraten,  deren  Seite  gleich  der  Einheit  ist.  Die 
beiden  andern  Systeme  enthalten,  da  ad — ß  y  das  erste  Mal  gleich 
der  positiven  Einheit,  das  andere  Mal  gleich  der  negativen  Ein- 
heit ist,  dieselben  Punkte,  nach  zwei  verschiedenen  schiefwinkli- 
gen Parallelogrammen  geordnet. 

§  81.  Transformation  der  qnadratlflohon  Formon  mit  bollobic^ 
vielen  Variabein.     Eiir^&sohalten  der  Determinante  einer 

quadratlsohen  Form. 

Die  ganzen  homogenen  Functionen  des  zweiten  Grades,  oder 

die  quadratischen  Formen  mit  beliebig  vielen  Variahein  a:,,  a:„ . .  .a;^, 
welche  die  in  §  79  erwähnte  zweite  Gruppe  von  Functionen 
ausmachen,  mögen  folgendermassen  bezeichnet  werden 

(1)    f{x^,x^,...x^)=ai^x\  +  2ai^x^x^'\-  ..  +  2a,^a;,  x^ 

-t-    Ojö  a:J      +  . .  +  2  Oa,  a?,  a:. 
+ 

Unter  den  — ^-r —  Coefficienten  a^,  2  Oja, . .  a»„  sind  die 

Coefficienten  der  Quadrate  als  einfach  genommene  Grössen,  die 
Coefficienten  der  Producte  von  zwei  verschiedenen  Variabein  als 
doppelt  genonmiene  Grössen  notirt,   was   auch  schon  bei  den 
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binären  quadratischen  Formen  geschehen  ist.  Es  wird  sich  als 
vortheilhaft  erweisen,  festzusetzen,  dass  bei  den  mit  zwei  ver- 
schiedenen Zeigern  versehenen  Grössen  eine  Vertauschung  der 
beiden  Zeiger  unter  einander  gestattet  sein  soll,  so  dass  für 
zwei  beliebige  Zeiger  A  und  /i  stets 

ist. 

Wir  werden  zunächst  das  Resultat  ermitteln,  welches  ent- 
steht, sobald  in  die  quadratische  Form  (1)  statt  jeder  der  n  Va- 
riabein x^  ein  Aggregat  von  zwei  beliebigen  Grössen 

(3)  X,  +  ^, 

substituirt  wird.  Die  Form  (1)  ist,  wie  so  eben  bemerkt  wor- 
den, ein  Aggregat  zweier  verschiedener  Gattungen  von  Gliedern, 
von  denen  die  eine  Gattung  die  Quadrate  der  Variabein  x%  die 

andere  Gattung  die  Productc'von  zwei  verschiedenen  Variabein 
Xj^  ^^  enthält.      Vermöge  der  angegebenen  Substitution  erzeugt 

das  ursprüngliche  Glied  (^^j^^o^  die  neuen  Glieder 

(4)  «AA^Ä  +  2a,;ia:,  ^,-4-0,,  ^/, 

dagegen  das  ursprüngliche  Glied  2a^^  x^  x    die  neuen  Glieder 

( 5)  2  a/^a:.,  +  2  a,  „  {x,  ^^  +  s^  i«=,)  +  2  a,  „  f,  ,t .. 

Zieht  man  jetzt  alle  neuen  Glieder  zusammen,  welche  nur 
die  Grössen  a?j,  iP„  . . .  x^  enthalten,  dann  alle  diejenigen,  welche 

nur  die  Grössen  $„  fg, .  .  ^„  enthalten,  und  endlich  alle  diejeni- 
gen, in  denen  die  einen  wie  die  andern  Grössen  mit  einander 
verbunden  vorkommen,  so  erhält  man  erstens  das  Aggregat  der 
Glieder  a. .  x^.  und  2a.    x,  x  ,  das  heisst  die  Yoxmf(x.,x^,  •••^J 

selbst;  man  erhält  zweitens  das  Aggregat  der  Glieder  a. .  f  *  und 
2a;i  f;^f  das  heisst  den  Werth  der  Form,  welcher  den  Be- 
stimmungen a?j  =  $,,  x^  =-•  f  ^, . .  x'^  =  f^  entspricht  und  der  durch 
/^(^n  ?2?  •  •  •  bii)  ausgedrückt  werden  kann;  m*in  erhält  drittens 
den  doppelten  Werth  des  folgenden  Aggregats,  das  in  Bezug 
auf  die  Grössen  r,,  .  . .  a:„  vom  ersten  Grade  und  in  Bezug  auf  die 

Grössen  $,,  f,, .  .  ^„  ebenfalls   vom  ersten  Grade,   in  Bezug   auf 

beide  Systeme  von  w  Grössen  zusammen  jedoch,  wie  nicht  an- 
ders möglich,  vom  eweitcn  Grade  ist, 
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(6)  a^^x^  ^1+  a^,  (x^  «2+  ?, rr^)  +  . . .  +  a,„ (x^  S„  4-  f, x„) 

4-  a.^^   ä;,   $2        +  •  •  •  +  «2»  (^2  ?»  +  ^2^1.) 

I  •    •    •    • 

Das  Bildungsgesetz  desselben  wird  leicht  erkennbar,  sobald  das 
Aggregat  durch  die  Anwendung  der  eingeführten  Gleichungen 
ai„  =  a,i  die  Gestalt  erhält 

(7)  a„  X,  fj  +  a,,x,  f ^  +  . . .  +  a,^x,  f„ 

+   »21  ^2  ?i  "^  ^22  '*'2  ^"2   "^  •  •  •  "^  ^2ii  ^2  5« 
+ 

Die  P-te  Horizontalreihe  enthält  das  Product  der  Function  des 
ersten  Grades  a,,  f  +  a,,  f,  +  . . .  4-  a,    f    mit  der  Grösse  x,. 

die  fite  Vertikalreihe  enthält  das  Product  der  Function  des 
ersten  Grades  a     a:,  -f  a.    x^  +  . . .  -\-  a     x   mit  der  Grösse  f  ; 

1  /i      1  2^2  nun  -^  ' 

wegen  der  Gleichungen  a^^    =a  ^  stimnieti  aber  die  Coefßcienten 

der  Uen  Horizontalreihe  und  der  Uen  Vertihalreihe  der  Folge 
nach  überein.  Wenn  mau  dalier  die  n  Functionen  des  ersten 
Grades  einführt 

(8)  /;  (x^,  ^2, . . .  xj  =  a„  a;,  +  a,2  iTj  +  . . .  4-  a,^  ic„ 

»2  V^l>   •^2»  *  •  •  ^n^  ^^^  ^21  *^1  ^22  *^2  2ii  ^m 


80  folgt  fllr  das  Aggregat  (7)  die  doppelte  Darstellung 

(y)  /  1  '  b^iJ  ?5ij  •  •  •  §1»  )  ^1  +  •  •  •  +  /n  (bi»  Sa?  •  •  •  b«  )  ^n 

^^  /i  l^i»^i?  •  •  •  ^11  )  bi   ^"  •  •  •   "T"  /  M  (^i>  ^41  •  *  •  ^n)  ^n  • 

Dieselbe  lehrt  zugleich,  dass  das  Aggregat  seinen  Werth  nicht 
ändert,  sobald  die  Grössen  ^i,  fa- . . .  f„  unter  Beibehaltung  der 
betreflFenden  Reihenfolge  mit  den  Grössen  a;,,  a;,, . . .  x^  vertauscht 
werden.  Für  das  Ergebniss  der  Substitution  der  Ausdrücke  (3) 
in  die  gegebene  Form  findet  sich,  indem  man  die  drei  erwähn- 
ten Aggregate  zusammenfasst,  die  Entwickelung 
(10)  fix,  +  f„^,  4-f„...a-„4-  £J 
=  /  (ajj,  x^j . . .  x„) 

+   -/i  (^,>  ^s>  •  •  '^nJ  C|4-..  .  4-  2fn(X^yX^f  .  .  .  X^f  5^ 
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Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  sobald  in  dem  Ag- 
gregat (7)  die  Grössen  $i,...^„  beziehungsweise  den  Grössen 
^19 "  •  ^n  gleich  gesetzt  werden,  die  sämmtlichen  Bcstandtheile 
der  Form  /"te^,  x^^,,.x^)  erscheinen,  und  dass  in  Folge  dessen 
die  Gleichung  gilt 

(11)  f{x^,x^,.,.x^) 

Die  Gleichungen  (10)  und  (11)  enthalten  die  Rechtfertigung 
dafür,  dass  in  der  zu  untersuchenden  quadratischen  Form  den 
Coefficienten  der  Producte  von  zwei  verschiedenen  Variabein 
der  Factor  2  beigelegt  ist. 

Eine  Substitution,  durch  welche  die  gegebene  quadratische 
Form  der  Variabein  x^^x^,  ,..x^  in  eine  quadratische  Form  der 
Variabein  x\,  x\f . ,,  x\  übergeht  und  die  eine  Stihstitution  des 
ersten  Grades  genannt  wird,  sei  die  folgende 

(12)  X,  =  y„  x\  +  y,2  ^',  +  . . .  +  yi„  x\ 


ik 


dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Determinante  /'  der  w*  Ele- 
mente y^  nicht  gleich  Null  ist,  jedoch  keine  andere  Beschrän- 
kung als  diese  angenommen.  Die  Coefficienten  der  hervorge- 
henden Form  g  (x\^x\, . .  .x*^  sollen  aus  den  entsprechenden 
Coefficienten  der  Form /"(^r^,  aj^,  ...a?J  durch  Hinzufttgung  von 
Accenten  erhalten  werden,  so  dass 

(13)    g  (x\,  x\, . . .  x\)  =  a\^x'l  +  2a\^  x\  x^  +  ...4-2a'j„  x\  x\^ 

tl  rto  ^  o         "1    •  •  •    •   '^^  2n       2       n 
-f- 

"'  nn      n 

und  wieder  a',„  =  a*.  ist. 

Vollständige  Ausdrücke  tlir  die  Coefficienten  der  Form 
g  (x\,  x\, . . .  x\)  lassen  sich  auf  Grund  der  Bemerkung  finden, 
dass,  wenn  l  und  //  irgend  zwei  von  einander  verschiedene 
Zeiger  bedeuten,  und  wenn  alle  »Variabein  x\yX\j  ...^'„  mit 
Ausnahme   der  beiden   Variabein  x\  und  x'^  die  Werthe  Null 

r* 

erhalten,  die  Form  g  {x\,  x\^ . . .  x*^  in  die  binäre  Form 
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(14)  a[,x'l  +  2alx\x^^  +  a^^  x'^ 

übergeht.  Wenn  nun  die  sämmtlichen  Variabein  x\^x\^,.,x*^ 
mit  Ansnabme  von  x\  und  x'    in  den  Gleichungen  (12)  gleich 

Null  gesetzt  werden,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in 
die  folgenden 

(15)  a?,  =  y,,  rc'   +  y,     x*     .  .  .  x  =  y  .  x\  -{-  y     x*  . 

Das  Resultat  dieser  speciellen  Substitution  kann  aber  aus  der 
Gleichung  (10)  gezogen  werden,  und  liefert  dann  bei  der  Ver- 
gleichung  mit  (14)  die  Ausdrücke  von  a\j^t<i\  «a'  •  Man  erhält 
durch  die  Anwendung  von  (10)  die  Gleichung 

(16)  /•(/,, ^',+  y,^^V— y«i^^+  rnf.^'^)=f(yix^'v'-y.x^\^ 
+  2/",(y,,^'„...y,,^',)  y^^x'^  +  ...  +  2f^  (yu^V-y-ü^^y.^^V 

Weil  nun  die  ersten  Bestandtheile  der  einzusetzenden  Aggre- 
gate den  gemeinsamen  Theiler  x\,  die  zweiten  Bestandtheile  den 
gemeinsamen  Theiler  x'  haben,  so  tritt  bei  der  Substitution 
der  in  Rede  stehenden  Producte  in  die  homogenen  Functionen 
des  ersten  Grades  der  gemeinsame  Factor,  und  bei  der  Substi- 
tution in  die  homogene  Function  des  zweiten  Grades  das 
Quadrat  des  gemeinsamen  Factors  als  Factor  heraus.  Es  wird 
deslialb 

(1^)        f(yix^'v'"ynx^\)=f  (yiv-yJ^'l^ 
fi^yix  ^\^  "-ymx  ^*i)  ~f\  ^yiv  •  •  •  ynx>  ^\  > 


f^y^x^'i?  '-ynx  ^\)=fn  (yiv '  •  •  yJ  ^\  ^ 

und  die  rechte  Seite,  von  (16)  zerfällt  von  selbst  in  die  drei 
Summanden  a^  x'^,  2a^  x\x*  ,  a  x*^.  So  gewinnen  wir  die 
Ausdrücke 

(18)    <*\=fi iy^v'-yj y^^-^-'-^fn ^yiv-yJ yn^ 

Wegen  der  Gleichung  (9)  existirt  für  die  Grösse  a\^  auch  der 
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zweite  Ausdruck 

(18*)   a'    =/*,  (y,  ,  V  ,...y   )y,3+...+/'  (/,  ,  y„  ,-..y    )y  ,, 

welcher  aus  dem  zuerst  angegebenen  Ausdrucke  durch  Vertau- 
schung der  y,^,  y^^, . . .  y^^  mit  den  y^^^,  y^^^, . . .  y^^  entsteht.  Da 

ferner  das  Aggregat 

/;  (^u'  •  •  •  yn'J  y^  +  •  •  •  +  /L  0',,, . . . yj  y„, 

vermöge  der  Gleichung  (11)  die  Eigenschaft  hat,  sobald 

genommen  wird,  gleich  dem  Ausdrucke  f(y^x>"'  ^hj)  ^^  werden, 
so  ist  die  ttir  a'.    abgeleitete  Darstellung  nicht  nur  dann  gültig, 

wenn  k  und  /n  verschiedene  Zeiger  bedeuten,  sondern  auch  dann, 
wenn  A  =  /«  wird;  sie  gilt  daher  für  alle  Conrbinxüionen  zweier 
Zeiger  ohne  Ausnahme.  Ihre  vollständige  Entwickelung  ist  diese 

(19)  («,,  y, i  +  öi,o  j'ni  +  •  •  •  +  «t  }'  •)  y, 

^       ^  ^ll'lA  J2'2il  In  '  HA^    'IfA. 

+  (fl«.  y. 5  +  o««  y«5  +  •  •  •  +  öt^  y  0  y« 

^    21  '\X            22  *2X                            in  '  hX'   '7fi 
+ 

+  (öl  1  y,  3  +  « o  y'oi  *^'  •  •  •  +  ß^   y  i"^  y  • 

Durch  die  Gleichungen  (8)  wird  ein  System  von  n  Func- 
tionen des  ersten  Grades  der  n  Variabein  u:^,x^,.,,x^  definirt, 
tllr  das  die  in  Betreff  solcher  Systeme  in  den  früheren  §  gefun- 
denen Resultate  zur  Anwendung  gebracht  werden  können.  Die 
Coefficienteu  der  in  Rede  stehenden  n  Functionen  bilden  das 
System  von  n*  Elementen 
(20)  a^,   a^.^   «,n  •••«,„ 

«21    «22   «23  •••«2» 

*',»-     w__     t*Ä..  ...  t#,, 
31         32         33  3it 
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bei  dem  die  Gleichungen  (2) 

a^   =a  , 

bestehen.  Denkt  man  sich  in  dem  vorliegenden  quadratisch  ge- 
ordneten Schema  die  Diagonale  gezogen,  welche  absteigend  von 
links  nach  rechts  geht,  so  hat  in  Bezug  auf  diese  die  ^wte  Ilori- 
zontalreihe  und  die  Ate  Vertikalreihe,  in  welchen  die  aufein- 
ander folgenden  Elemente  beziehungsweise  einander  gleich  sind, 
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dieselbe  Lage.    Man    darf  daher  sagen,   dass  in  dem  Schema 

(20)  je  zwei  Elemente,  die  zu  der  beschriebenen  Diagonale  eine 
gleiche  relative  Lage  oder  eine  symmetrische  Lage  haben,  ein- 
ander gleich  sind,  und  bezeichnet  ein  solches  System  von 
Elemefiten  als  ein  symmetrisches  System  von  ElemetiteHy  die 
zugehörige  Determinante  als  eine  symfnetrische  Determinante. 
Vermöge  der  bisherigen  Definitionen  sind  a^^,  2a^.^, .  . .  a^^ 
die  Coefficienten  der  Form  f(x^,x^y.,.x,)  genannt  worden. 
Wefin  aber  nach  dem  Vor  gange  von  Gauss  die  Grössen  a^^,  «,^1  •  •  «.^ 

die  Coefficienten  der  Form  f  (x^,  a:„  . . .  x^)  heissen,  so  hestaJd 
das   symmetrische  System  (20)   ai4s   den    Coeffidenteti    der  Form 

Die  Determifiante  D  des  Systems  (20)  wird  die  Determinante 
der  quadratischen  Form  f{x^,x^,..,Xn)  genannt.  Nach  §75 
sind  die  n  Functionen  des  ersten  Grades 

dann  und  nur  dann  von  einander  unabhängig,  wenn  die  Deter- 
minante D  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Bei  der 
binären  quadratischen  Form  ax^  +  2hxy-{'Cy^  haben  die  Func- 
tionen /*,  (x,  y)  und  f^  (z,  y)  die  Ausdrücke 

/i  (^,  y)  =  a  ^  +  '^  y 

h  (^»  y)  =  hx  +  c y, 
und  die  Determinante  D  hat,  wie  in  den  vorhergehenden  §  den 
Ausdruck  ac  —  b*.  Das  System  der  beiden  Functionen  aa;  4- 6 y 
und  bx  +  cy  als  solches  ist  daselbst  nicht  zur  Verwendung  ge- 
kommen, und  es  ist  daher  auch  der  Satz  nicht  ausgesprochen, 
dass  die  Unabhängigkeit  dieser  Functionen  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  der  Determinante  ac  —  6*  zur  Bedingung  habe. 
Nach  der  aufgestellten  Definition  von  D  ist  die  Determinante 
P'  der  Form  g  (x\,  x\, . .  a;'„),  in  welche  die  Formfix^,  x^,...  xj 
durch  die  Substitution  (12)  übergeht,  gleich. der  Determinante 
des  symmetrischen  Schemas  der  zugehörigen  Coefficienten 

(21)  a\^a\^  «',8- ••«',. 

«'.ii  «'s»  «'j»  •  •  •  «'s. 


a  ,  a  ^  a  ^ , .  ,  a 
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Nun  werden  die  Coefficienten  a\  für  jede  Combination 
von  Zeigern  durch  den  Ausdruck  (19)  dargestellt.  Dieser  hat 
das  in  §  76  erörterte  Bildungsgesetz,  das  auf  der  Combination 
der  Horizontalreihen  eines  Schemas  von  n'  Elementen  mit  den 
Vertikalreihen  eines  zweiten  Schemas  von  n*  Elementen  beruht. 
Die  Ate  Horizontalreihe  des  bei  der  Bildung  von  a\  anzuwen- 
denden ersten  Schemas  ist  diese 
(22)  a    V -4-..+a,   y  ,, a^,  y,,^  ..+a.,   y  ,,..0  ,  y,,+ ..+a    y  ., 

*       '       Jl'lX  lii'iiil'«l'lX  In  '  nV         n\  '  \k  nn  '  nt? 

während  das  gleichzeitig  anzuwendende  zweite  Schema 

(23)  i  y„  y„  •  •  •  y,. 

I 

'  21    'm    •  •  •    's» 


y.i  y, 


m% 


•    •    • 


fffi 


aus  den  Coefficienten  der  Substitution  (12)  besteht.  Nach  dem 
Multiplicationssatze  der  Determinanten  ist  die  Determinante  D' 
der  Elemente  a\  gleich  dem  Product  aus  der  Determinante  des 
ersten  Schemas  und  der  Determinante  V  des  zweiten  Schemas. 
Die  Elemente  des  bezeichneten  ersten  Schemas  werden  jedoch 
durch  eine  eben  solche  Combination  der  Schemata 


(24) 


«11  «12 
«21  «22 


a 


In 


'2<i 


und 
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nn 


y\\  ^12 
^21  ^22 


yi« 

y'ln 


y«!  ^«2  • 


im 


hervorgebracht,  weshalb  die  Determinante   des  vorhin  bezeich- 
neten ersten  Schemas  gleich  dem  Product  aus  der  Determinante 
D  der  Elemente  a^^    und  der  Determinante  V  ist.     Für  die  De- 
terminante 2>'  resultirt  daher  die  Gleichung 
(25)  D'  =  n  7), 

welche  den  Inhalt  hat,  dckss  die  Determinante  der  tran^ormirten 
quadratischen  Form  gleich  dem  Product  aus  der  Determinante 
der  ursprünglichen  Form  und  dem  Quadrate  der  Determinante 
der  Substüutiof^  ist.  Sie  bildet  eine  Verallgemeinerung  der  Glei- 
chung (28)  des  §  78. 

Aus  der  Gleichung  (25)  folgt,  dass  vermöge  einer  Substi- 
tution (12),  bei  der  die  Determinante  r  von  Null  verschieden 
ist,   eine   quadratische  Form,   deren   Determinante  nicht  ver- 
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gchwindet,  nar  in  eine  quadratische  Form  übergeht,  deren  De- 
terminante ebenfalls  nicht  verschwindet,  and  eine  quadratische 
Form,  deren  Determinante  verschwindet,  nur  in  eine  quadra- 
tische Form  übergeht,  deren  Determinante  verschwindet.  Eigen- 
schaften einer  Form,  welche  bei  der  Anwendung  einer  Substi- 
tution von  nicht  verschwindender  Determinante  nicht  verloren 
gehen  sondern  die  gleichen  Eigenschaften  der  transformirten 
Form  hervorbringen,  werden  unveränderliche  oder  invariable  Eigen- 
schaften der  Form  genannt.  Wenn  also  eine  quadratische  Form 
von  beliebig  vielen  Variabein  eine  von  Null  verschiedene  Deter- 
minante hat,  so  ist  diese  Eigenschaft  invariabel,  und  wenn  eine 
quadratische  Form  von  beliebig  vielen  Variabein  eine  verschwin- 
dende Determinante  hat,  so  ist  diese  Eigenschaft  ebenfalls  in- 
variabel. 

§  82.  ZnrüokflUiniiisr  einer  qlutdratisoheii  Form,  deren  Deter- 
minante gleioh  Hnll  Ist,  auf  eine  qnadratlaohe  Form,  bei  der 
die  Anzahl  der  Variabein  den  kleinsten  möffllohen  Werth  hat. 

Der  Unterschied  zwischen  den  binären  quadratischen  Formenj 
deren  Determinante  nicht  verschwindet,  und  denjenigen,  deren 
Determinante  verschwindet,  ist  in  §  78  so  ausgesprochen,  dass 
die  beiden  Factoren  des  ersten  CrradeSj  in  welche  eine  binäre  Form 
zerlegbar  ist^  bei  den  erstem  wesentlich  verschieden^  bei  den  an- 
dern nicht  wesentlich  verschieden  sind.  Eine  ganze  homogene 
Function  des  ersten  Grades  heisst  aber  von  einer  zweiten  Func- 
tion wesentlich  verschieden,  wenn  es  nicht  mOglich  ist,  die 
zweite  aus  der  ersten  durch  Multiplication  mit  einer  Gonstante 
abzuleiten,  und  nicht  verschieden,  wenn  dies  möglich  ist.  Aus 
diesem  Grunde  ist  eine  binäre  quadratische  Form,  je  nachdem 
ihre  Determinante  gleich  Null  oder  nicht  gleich  Null  ist,  ent- 
weder gleich  einem  in  eine  Gonstante  multiplicirtcn  vollen  Qua- 
drate einer  ganzen  homogenen  Function  des  ersten  Grades  oder 
sie  kann  einem  solchen  Ausdrucke  nicht  gleich  werden.  In  dem 
ersteren  Falle  darf  die  Basis  des  zu  bildenden  Quadrats  als 
eine  einer  gewissen  Substitution  entsprechende  neue  Variable 
betrachtet  werden,  und  das  Product  der  erwähnten  Gonstante 
und  des  betreffenden  Quadrats  repräsentirt  dann  eine  quadra- 
tische Form,  welche  nur   die  eine  neue  Variable  enthalt.    Hierin 
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liegt  eine  Andeutung  fUr  die  characteristisebe  Eigenschaft  der 
quadratischen  Formen  von  mehr  als  zwei  Variabelu,  deren  Deter- 
minante versehwindet.  In  einer  quadratischen  Form  f{x^, x^,..  .x^) 
kommt  eine  bestimmte  Variable  j^  nur  in  den  Gliedern  vor, 
deren  Coefficienten  mit  o^,,  aji^t-'-^x»  bezeichnet  worden  sind. 
Wenn  daher  in  einer  Form  die  betreflfeuden  n  Coefficienten 
gleich  Null  werden,  so  fällt  die  Variable  x-^  Uberhauj)!  aus  der 
Form  heraus,  und  nur  die  Übrigen  n — 1  Variabein  können  noch 
auftreten.  Unter  der  erwähnten  Voraussetzung  besteht  in  dem 
Schema  der  Coefficienten  der  Form 

(l)  a„   Cj,   .  .  .  a,. 


die  Ate  Horizontalreihe  aus  lauter  verschwindenden  Elementen 
und,  weil  das  System  ein  symmetrisches  ist.  die  /te  Vertikal- 
reihe ebenfalls.  Vergegenwärtigt  man  sich  nun  das  Bildungs- 
gesetz der  Determinante  D  eines  Systems  vun  n-  Elementen, 
und  namentlich  die  Gleichung  ((»)  des  §  74.  nach  welcher  /) 
entsteht,  indem  man  zu  den  Elementen  einer  beliebigen  Reihe 
des  Schemas  die  betroffenden  adjungirten  Elemente  aufstellt, 
jedes  Element  mit  dem  zugehörigen  adjungirten  Element  nmlti- 
plicirt  und  die  Summe  der  Producte  nimmt.  >o  leuchtet  ein, 
dass,  weil  vermöge  der  bezeichneten  Hodinguu^-  eine  Reihe  des 
Schemas  aus  verschwindenden  Elementen  besteht,  die  Determi- 
nante 7)  selbst  verschwinden  muss.  Ktu»  7»/(7'/>yi^>'7#/  F*^rm 
/"(J*,,  T,. .  .  .xj,  in  icdclnr  Ww#  ihr  n  Variulfln  f\hlt,  hat  ihiJa-r 
noihiccfHUii  eim*  rerschicimhvih'  Ikttrminiuit» .  Wenn  man  eine 
solche  Form  durch  die  Anwenduni:  einer  beliolelcon  Sub>iitution 

(\2)  des  vorigen  {5  in  eine  Form  •.;  it".,  .i\ /'. '  transK'rmirt, 

so  ist  nach  den  Si^hlüssen  desselben  5:  die  Dciorii-inaiite  dor'^el- 
bou  /)•  ebenfalls  gleich  Null.  Hierauf  stlU/t  sieh  ■ 'rr  >.i:j,  r/<»,^*. 
icam  es  muifUch  ist.  </m\'/t<;(^«iJr' '^M^^/nr^vv^  /'-rw  -.  r  ..-^...x,  i 
durch  «V««-  Substitution  lUs  erst'V  UrtuUs  r. /i  j.  ..'':  r- ><•;/?  «iw- 
deHihr  DettTminiuät'  in  fim"  quadratisch-,  F'.rui  :v  '/  .j  •;.<:■  w  #>*'>#«, 
icWfA<r  eine  VariMe  iceniiter  cnthiilt.  dit.  Iktt'nnii.an-r  I>  »kr  7c- 
9d>enfm  Form  gilirich  Sutt  sein  muss.   Wenu  die  >ub>iituti.>u  .  IJ  1 
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des  vorigen  §  eine  solche  Transformation  henromift,  so  werden, 
da  die  Determinante  /'  nicht  gleich  Null  sein  darf,  sobald  man 
die  adjangirten  Elemente  des  Systems  in  der  früher  angewen- 
deten Weise  mit  r^  bezeichnet,  die  Variabein  x\^  x\f..,x'^ 
folgendermassen  durch  die  Variabeln  rr^,  o;,, . . .  Xn  ausgedruckt 

(2)  ar,  = =, 


^s   _   ^in^i  +  ^a,^a+'"  +  r,,^, 

und  diese  Gleichungen  bewerkstelligen  den  Uebergang  von  der 
Form  g  (x\j  x\^ . . .  a?'J  zu  der  Form  f{x^j x^y. .. x^).  Wenn  nun 
nach  der  obwaltenden  Voraussetzung  in  der  Form  g  {x\y  x\j.,  .x\) 
eine  der  n  Variabein  fehlt,  so  verschwindet,  wie  gezeigt  worden, 
ihre  Determinante  2)',  und  in  Folge  dessen  auch  die  Determi- 
nante D  der  Form  f{x^,  a;„ . . .  x^ ). 

Wir  sind  von  der  Betrachtung  solcher  Formen /"(a;!,  x^^..x^ ) 

ausgegangen,  in  denen  eine  der  n  Variablen  fehlt,  und  fanden 
als  ihr  Merkmal  das  Verschwinden  der  Determinante  D.  Sobald 
in  der  Form  f{x^,  a;^, . . .  a;„ )  zwei  Variabdn  x^  und  x^^,  fehlen, 
so  verschwinden  in  dem  entsprechenden  Schema  der  Coefficien- 
ten  (1)  alle  Elemente  in  den  betreffenden  zwei  Horizontalreihen 
und  in  den  zwei  gleichnamigen  Vertikalreihen.  Weil  aber  die 
sämmtlichen  2u  dem  Schema  gehörenden  partiellen  Determinanten 
des  {n—l)ten  Grades  erhalten  werden,  indem  man  eine  belie- 
bige Horizontalreihe  und  eine  beliebige  Vertikalreihe  fortlässt, 
so  bleibt  unter  der  in  Rede  stehenden  Bedingung  immer  noch 
eine  Horizontalreihe  und  eine  Vertikalreihe  vorhanden,  deren 
sämmtliche  Elemente  gleich  Null  sind,  und  die  sämmtlichen  par- 
tiellen Determinanten  des  (n--  l)ten  Grades  müssen  gleich  NuU 
sein.  Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich,  dass,  wofern  in 
der  Form  f{x^,  x^,  ...x^)  die  Anzahl  k  von  Variahdn  heraus- 
fällt i  bei  dem  entsprechenden  Schema  der  Goefficienten  (I)  in  k 
bestimmten  Horizontalreihen  und  in  den  gleichnamigen  k  Vertikal' 
reihen  alle  Elemente  gleich  NuU  werden,  und  in  Folge  dessen  die 
Determinante  D  smimt  allen  zugehörigen  partiellen  Determinanten 
des  {n  —  l)fen  Grades,  (n  — 2)^en  Grades,  u.  s.  w.  bis  zu  dem 
(n — ife+  l)ten  Grade  einschliesslich  verschwindet.    Die  übrig  blei- 
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bcnden  n  —  Je  Horizontalreihen  und  n  — ä;  Vertikalreilien  des 
Schemas  (l)  liefern  eine  partielle  Determinante  des  (n— A)ten 
Grades,  welche  J  heissen  möge. 

Wenn  man  eine  solche  Form,  diö  nurn—i  Variabein  wirk- 
lich enthält,  durch  eine  Substitution  wie  die  Substitution  (12) 
des  vorigen  §  transformirt,  so  fallen  in  der  dort  gegebenen  und 
mit  (19)  bezeichneten  allgemeinen  Darstellung  der  Coefficicnten 
^'xu  <liejenigcn  Glieder  heraus,  welche  in  verschwindende  Coef- 

■ 

ficienten  der  Form  f(x^j  a;,, . . .  rc^ )  multiplicirt  sind,  und  es 
bleiben  in  jeder  Horizontalreihe  und  in  jeder  Vertikalreihe  nur 
die  n  —  k  Glieder,  welche  in  die  Übrigen  Coefficicnten  multipli- 
cirt sind.  Wird  jetzt  eine  beliebige  zu  dem  Schema 

^    '  11         ri  In 


a'     a'. ,  .  a 
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gehörende  partielle  Determinante  des  (n  — Ä')ten  Grades  unter- 
sucht, so  folgt  durch  die  in  dem  vorigen  §  benutzten  Schlüsse, 
dass  jede  solche  partielle  Determinante  entsteht,  indem  die  zu 
dem  Schema  (1)  gehörende  mit  J  bezeichnete  partielle  Deter- 
minante des  (n  — A;)ten  Grades  mit  dem  Product  vim  zwei  be- 
stimmten partiellen  Determinanten  des  (n—Ä')tcn  Grades,  welche 
dem  Schema  der  Substitutionscoefficienten  y„„  angehören,  mul- 
tiplicirt wird. 

Wenn  äalher  die  partielle  Determinante  des  (n  —  1v)ten  Grades 
J  den  Werth  Null  hat,  so  verschiciwlen  die  sämmtliclien  partiel- 
len Deterfnitiafiiefi  des  (n  —  k)ten  Grades,  die  aus  dem  Selwnia 
(3)  g^ldet  werden  Jcöntwn,  und  weil  stc/*  die  partiellen  Detenni- 
nanten  des  (n  — i-f  l)^ew,  (n  — Ä;-i-2)^cn  Grades  u.  s,  f.  bis  £u 
der  Detenninante  D*  selbst  respective  aus  den  partiellen  Deter- 
minanten des  (n  —  k)ten,  (n — k-\-\)ten  Grades  u.  s,  f.  bis  zum 
(n — \)ten  Grade  durch  Multiplieatiofi  mit  passend  geicäUtnn 
Elementen  und  hierauf  erfolgende  Addition  der  Producte  susam- 
mefisetjsen,  so  versehicinden  alsdann  die  siimmtliehcfi  su  dein  Sehetna 
(3)  gehrfrenden partiellen  Determinanten  des  {n—k)teti,  (n  —  /.  +  \)irn 
Grades  u.  s,  f.  bis  zu  der  Determinante  D*  seVtst. 

Betrachten  wir  eine  Form  f  (a;„  a;^, .  .  .  x^ ),  bei  welcher  dir 


§  83.       Quadratische  Formen  mit  verschwindender  Determinante.         887 

AnjsaU  l  von  Variahein  fehlt  ^  so  kaDn  dieselbe  auch  unter 
die  Formen  gezählt  werden,  bei  denen  l  —  1  Variabein  fehlen, 
und  es  ist  erlaubt,  in  der  so  eben  angestellten  Erörterung  der 
Anzahl  h  den  Werth  Z—  1  beizulegen.  Die  partielle  Determi- 
nante des  (n  —  X;)ten  Grades  J  ist  dann  gleich  einer  partiellen 
Determinante  des  (n  —  Z  +  1  )ten  Grades  des  der  gegebenen  Form 
f{x^^  ^4, . . .  ^H )  zugehörigen  Schemas  (1),  und  hat,  weil  in 
diesem  Schema  vermöge  der  getroffenen  Voraussetzung  /  Hori- 
zontalreihen und  l  Vertikalrcihen  verschwindende  Elemente 
zeigen,  aus  den  vorhin  entwickelten  Gründen  den  Werth  Null. 
Es  tritt  deshalb  der  zuletzt  bewiesene  Satz  in  Kraft,  bei  dem 
die  Determinante  J  gleich  Null  vorausgesetzt  wird,  und  wir 
ziehen  den  Schluss,  dcLSS^  wenn  eine  Form  f(x^yX^^  ...  x^),  in 
tvclclier  l  Variabein  fehlen,  durch  eine  beliebige  Substihäion  des 
ersten  Grades  in  eine  Form  g  {x\,  x\^  ---x*„)  transformirt  wirdy 
für  das  dieser  Fm^n  eugehörende  Schema  (3)  die  Determinante  B* 
und  alle  partiellen  Determinanten  des  (n  —  \)ten^  (n — 2)t(m  Grades 
u.  s.  f.  bis  jsru  dcfn  (n  —  1+  \)ten  Grade  einschliesslich  verschwin- 
den. Hieraus  wird  durch  Erwägungen,  welche  den  zu  einem 
entsprechenden  Zwecke  bereits  angestellten  vollkommen  ähnlich 
sind,  der  Satz  abgeleitet,  dass^  wenn  es  möglich  ist,  eine  gegebene 
quadratische  Form  f  (x^^x^^..  .x^^)  durch  eine  Substitution  des 
ersten  Grades  von  nicM  verschwindender  Determinante  in  eine 
quadratische Fonn su verwandeln,  welcJie  nur  n  —l  Variabein  ent- 
hält, für  das  der  gegebenen  Fonn  zugelührendesißnmetrische  Schema 
dieDetermifianteD  und  alle  partiellen  Determinanten  des  (n —  1  )ten, 
{n  —  2)ten  Grades  u.  s.  f.  bis  zu  dem  {n—l  +  \)ten  Grade  ein- 
schliesslich verschwinden  müssen. 

Wir  denken  uns  jetzt  eine  Form  f{x^,  x^, . ..  x„)  gegeben, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  fUr  das  derselben  zugehörende 
Schema  (1)  sowohl  die  Determinante  D  wie  auch  alle  partiellen 
Determinanten  der  niedrigeren  Grade  bis  zu  dem  (n  — Z-M)ten 
Grade  inclusive  verschwinden,  dagegen  irgend  eine  partielle 
Determinante  des  (n  —  Z)ten  Grades  nicht  verschwindet ,  und 
werden  durch  die  That  beweisen,  dass  sich  eine  solche  Form 
durch  eine  Substitution  des  ersten  Grades  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  in  eine  Form  von  (n — l)  Variabein  trans- 
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formiren  lässt  Ein  geeignetes  Mittel  bietet  die  Gleichung  (10) 
des  vorigen  g,  welche,  sobald  vermöge  der  dortigen  Gleichung  (9) 
statt  der  Functionen  f^  (a?,,  a:„ . . .  a:.), . . .  ^  (a;,,  a:,, .  . .  x^)  die 
Functionen  /;  (^„  ^j, . . .  ^0»  •  •  •  /ii  (^i,  ?«»•••  ?J  eingeführt  werden 
und  femer  vermöge  der  dortigen  Gleichung  (11)  die  Function 
/"(^i,  ^», . . .  5»)  durch  das  Aggregat 

ersetzt  wird,  die  folgende  Gestalt  annimmt 

(4)  /•(a:»  +  ^„  fl:,  +  5„...a;«  +  5J 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass,  sobald  es  möglich  ist,  den 
Grössen  ^j,  5,, . . .  5„  Werthe  beizulegen,  durch  welche  die  n 
Functionen /)^  (fj,  ^„...  ^„)  zugleich  verschwinden,  hiedurch  auf 
der  rechten  Seite  von  (4)  alle  Bestandtheile  mit  Ausnahme  des 
ersten  Bestandtheils  f(x^j  a;,, . . .  x^  zum  Verschwinden  gebracht 
werden  und  die  Gleichung 

(5)  f{x^  +  ^1,  x^  +  ^,,.. .a?»  +5J  =  /'(a?„  x^,,.,Xn) 
hervorgeht.    Die  zu  diesem  Behufe  zu  erfüllenden  Gleichungen 

würden  in  dem  Falle,  dass  die  Determinante  B  von  Null  ver- 
schieden wäre,  keine  andere  Auflösung  zulassen  als  die  Auflö- 
sung ^,  =  0,  ^j  =0, . . .  f„  =  0,  und  die  Gleichung  (o)  würde 
inhaltlos  bleiben.  Unter  der  geltenden  Voraussetzung,  dass  die 
Determinante  B  gleich  Null  ist,  und  die  sämmtlichen  partiellen 
Determinanten  bis  zu  dem(n — Z+l)ten  Grade  gleich  Null  sind, 
eine  partielle  Determinante  des  (n — Z)ten  Grades  aber  nicht 
verschwindet,  gehört  das  aufzulösende  System  von  Gleichungen 

(6)  zu  den  Systemen  von  Gleichungen,  die  in  §75  mit  (14)  be- 
zeichnet sind,  deren  Auflösung  immer  möglich  und  daselbst  in 
vollständiger  Allgemeinheit  vorgetragen  ist. 

Wenn  eine  von  Null  verschiedene  partielle  Determinante 
des  (n— {)ten  Grades  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  in  dem 
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Schema  der  Coefficienten  (1)  die  l  Horizontalreihcn  mit  den 
Zeigern  ^-^_,+j,  ^-„_/+2' "-  K  ^^^  ^^^®  ^  Vertikalreihen  mit  den 
Zeigern  /<^_,+„  /'»-/+2»-  -/^  fortlässt,  so  können  in  der  ange- 
fllhrten  Auflösung  die  Werthe  der  l  Unbekannten 

vollkommen  willkürlich  angenommen  werden,  und  die  übrigen 
n  —  l  Unbekannten,  die  mit  f„  ,   f „  , . .  •  f„       bezeichnet  werden 

mögen,  sind  gleich  durchaus  bcßtimmten  ganzen  homogenen 
Functionen  des  ersten  Grades  von  den  ersten  l  Grössen.  Es 
steht  jetzt  nichts  im  Wege,  über  diese  so  zu  vcrfllgen,  dass  sie 
den  negativ  genommenen  mit  den  entsprechenden  Zeigern  ver- 
sehenen Variabein  der  gegebenen  Form  gleich  werden,  oder 
dass  sie  den  Gleichungen 

genügen.  Dann  verwandeln  sich  die  Ausdrücke  der  Grössen 
f  ,    f  , . . .  f        in  bestimmte  ganze  homogene  Functionen  des 

ersten  Grades  von  den  Variabein  x^        ,  . . .  a:„  .  Gleichzeitig 

"«  — /+1  f^H 

erhellt,  dass  die  Gleichung  (5)  eine  Umformung  der  Function 
f  (x\ , . . .  X«)  liefert 

die  ftlr  alle  Werthsysteme  der  Variabein  x,,  a?,, . . .  x„  gilt,  und 
bei  der  von  den  auf  der  rechten  Seite  anzuwendenden  Argu- 
menten a:,  +  f  „  . . .  0?«  +  ^„ ,  diejenigen,  welche  zu  den  Zeigern 
f'n-^i+v  ^n-i+2^  •••/'«  gehören,  verschwinden,  die  übrigen  aber, 
welche  zu  den  Zeigern  //,,  /i.^, . . .  /i^,  gehören,  ganze  homogene 
Functionen  des  ersten  Grades  der  Variabein  x^,  x^,. . . x^  sind. 
Die  rccMe  Seite  der  Gleichung  (8)  ist  eine  quadratische  Fomi 
von  n  —  l  Variabcln,  und  swar  diejenige  Fonn,  welche  ahgeselhen 
von  den  für  die  Variahein  su  substituirefiden  Wcrthcn  aus  der  gege- 
boicn  Form  f{XijX^^,.,x^)  entßteht^  indetn  die  Coefficieftten  der 
Variabein  x,^        ,  x,^        ,  . . .  a;„    gleich  Null  gesetzt  werden.  Die 

erwähnte Tramsfomwiion  der  gegebenen Fonn  f{x^,x^y,  .  .x^)in 
eine  Form  von  n—l  Variabein  ist  hiemit  volhogcn. 

Wenn  man  auch  in  diesem  Falle  die  Variabein  der  trans- 
formirten  Form  mit  x\,  x\y . . .  a;'„  bezeichnet,  so  ist  zu  beden- 
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ken,  dass  in  der  letzten  Form  nur  n — l  Variabein  wirklich  vor- 
kommen. Wird  die  Annahme  hinzugefllgt,  dass  die  in  der 
transformirten  Form  nicht  vorkommenden  l  Variabein  bei  der 
zu  Gmnde  liegenden  Substitution  ungeändert  bleiben  sollen,  so 
ist  das  System  von  Gleichungen,  welches  die  Transformation 

(8)  herbeiführt,  wie  leicht  zu  erkennen,  das  folgende 

(9)  X    +  B   =:x'  ,  X    +  f    =x'  ,..  .X       +  f       =x* 

X  ——  X  >    •      •      •    X,,        ■^—  X  ..  • 

In  demselben  sind  die  neuen  Variabein  x\^  x\, . . .  a:'„  durch  die 
ursprünglichen  Variabein  a;,,  a?,, . . .  x^  ausgedrückt,  so  dass  das- 
selbe dem  obigen  System  (2)  entspricht.  Eine  eindeutige  Dar- 
stellung der  ursprünglichen  Variabein  durch  die  neuen  Variabcln 
ergiebt  sich  aus  (9)  unmittelbar,  weil  die  Grössen  ?,,...  f 

ganze  homogene  Functionen  der  Grössen  x         y.,  .x     aMein 

sind  und  sich  in  genau  die  gleichen  Functionen  der  Grössen 
^'«        1  •••  ^\.    umsetzen;  daher  ist  die  Determinante  derjenigen 

Substitution,  welche  die  Variabein  x^j  x^,. ..  x^  durch  die  Va- 
riabein a?\,  ^r'^, ..  ..r'„  ausdrückt,  kcinenfalls  gleich  Null  und 
insofern  von  der  vorhin  supponirten  Beschaffenheit. 

Eine  quadratische  Form  f(x^,  .r^, ..  x^)  von  den  bezeich- 
neten Eigenschaften  kann  durch  eine  Substitution  des  ersten 
Grades  von  nicht  verschwindender  Determinante  unmr)glich  in 
eine  Form  von  »  — Z  Variabein,  deren  in  Bezug  auf  die  letztern 
genommene  Determinante  gleich  Null  ist,  und  ebenso  wenig  in 
eine  Form  von  weniger  als  n — i  Variabein  transformirt  werden. 
Denn  aus  beiden  Voraussetzungen  würde  mit  Hülfe  der  bewie- 
senen Sätze  folgen,  dass  für  das  der  Form  f(x^,x^,.'.x„)  zu- 
gehörige System  (1)  alle  partiellen  Determinanten  bis  zu  der 
(w— -Z)ten  Ordnung  einschliesslich  gleich  Null  sein  müssen,  was 
der  getroffenen  Annahme  widerstreitet.  Hieraus  folgt  auch,  dass 
die  Determinante  derjenigen  Form  von  n—l  Variabcln,  welche 
durch  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  (8)  angedeutet  ist, 
nicht  gleich  Null  sein  kann.  Diese  Determinante  ist,  wie  sich 
leicht  ergiebt,  diejenige  partielle  Determinante  des  zu  der  Form 
f(^ii^i}'"^n)  gehörigen  Schemas  (1),  die  durch  das  Weglas- 
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sen  der  horizontalen  und  vertikalen  Reihe  von  den  Zeigern 
/'„_/+!> /V-/+2.  ••• /^_/+«  bestimmt  wird.  Da  das  System  (1) 
symmetrisch  ist,  so  bleibt  durch  das  Weglassen  von  gleichnami- 
gen horizontalen  und  vertikalen  Reihen  ein  symmetrisches  Schema 
übrig,  und  die  zugehörige  partielle  Determinante  ist  ebenfalls 
symmetrisch.  Es  zeigt  sich  also,  dassbei  einer  Forfnf{x^^x^j,.,x^ 
VAM  der  vorausgesetetefih  Beschaffefiheit  wenigstens  eine  von  Null 
verschiedene  symmetrische  partielle  Ddermhumte  des  {n  —  l)tcn 
Grades  vorhanden  sein  mtiss.  Fasst  man  nun  alles  bisherige 
zusammen,  so  entsteht  der  Satz:  Damit  eine  gegegebene  quadra- 
tisclie  Form  fix  ^,x^, ,  ,.x^)  durch  eine  Substitution  des  ersten 
Grades  von  nicht  verschtvindetider  Determinante  in  eine  quadra- 
tiscJw  Form  venvandeJt  werden  Jcann,  die  n  —  l  Variabein  entlwlt^ 
und  in  Jceine  Form  einer  geringeren  Anzahl  von  Variabein  verwan- 
delt tcerden  Zaw»,  ist  es  nothwendig  und  hinreicliend,  dass  für  das  der 
gegebenen  Fortn  eugehörcnde  ScJiema  die  Determinante  D  und  alle 
partiellen  Determinanten  des  {n  —  l)ten,  (n  —  2)ten  Grades,  bis  su 
dem  (n—l-\-  \)ten  Crrade  einschliesslich  verschwinden,  jedoch  nicht 
alle  partiellen  Determinanten  des  (n  —  l)tef%  Grades  verschunnden. 
Dieser  Satz  schliesst  auch  die  Antwort  auf  die  Frage  in 
sich,  unter  welchen  Bedingungen  eine  qtmdratlsche  Form  von  n 
Variabein  gleich  einem  Product  von  ewei  ganzen  homogenen  Func- 
tianefi  ersteti  Grades,  das  ist^  zerlegbar  sei.  Hier  existiren  zwei 
Fälle:  die  beiden  Functionen  des  ersten  Grades,  in  welche  die 
Form  zerfällt,  sind  entweder  von  einander  wesentlich  difFerent 
oder  sie  sind  es  nicht.  In  dem  ersten  Falle  muss  die  gegebene 
Form  in  das  mit  einer  Constante  müttiplicirt^e  Quadrat  einer  neuen 
VariMe,  in  dem  zweiten  Falle  in  das  mit  einer  Constante  m\ü- 
tiplicirte  Product  von  zwei  neuen  Variabel/n,  oder,  was  dasselbe 
ist,  in  eine  binäre  Form  übergehen.  Damit  der  erste  Fall  ein- 
trete, müssen  für  das  Schema  der  gegebenen  Form  alle  partiel- 
len Determinanten  bis  zu  dem  zweiten  Grade  einschliesslich 
verschwinden,  und  dürfen  nur  nicht  alle  Coefficienten  der  Form 
gleich  Null  sein.  Damit  der  zweite  Fall  eintrete,  müssen  ftlr 
das  Schema  der  gegebenen  Form  alle  partiellen  Determinanten 
bis  zu  dem  dritten  Grade  einschliesslich  verschwinden,  und  dür- 
fen nicht  alle  partiellen  Determinanten  des  zweiten  Grades  gleich 
Null  sein.    Es  ist  hiernach  jede  quadratische  Form  nicM  zer- 
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legbar ^  bei  welcher  nidU  alle  partiellen  Determmanten  bis  eu  dem 
dritten  Grade  einschliesslich  verschwinden.  Werden  die  qaadrati- 
Beben  Formen  nach  der  Anzahl  ihrer  Variabeln  geordnet,  so  be- 
ginnt die  Reihe  der  nidU  zerlegbaren  quadratischen  Formen  mit  der 
temären  quadratischen  Farm,  deren  Determinante  nicM  gleich  NüU  ist. 

%  83.    Zusammenhaiiir  einer  qnadrativolien  Form  mit  der  xu 

ihr  adJuBi^irteB  quadratieohen  Form. 

Bei  den  quadratischen  Formen  f(x^,x^^..,x^^  deren  De- 
terminante D  nicht  gleich  Null  ist,  bilden  die  n  Functionen  des 
ersten  Grades  f^  (rc,,  a;„  . .  rr„),  . .  f^  (a;,,  x^, . .  x^),  wie  in  §  81  be- 
merkt, ein  System  von  unabhängigen  Functionen.  Diese  können 
deshalb  als  neue  Variable  Xj,  X^, .  .  X„  in  die  Form  eingeführt 
werden,  wobei  die  Gleichungen  gelten 

(1)  ^,  =  «,1^1  +  «12^2  •*-••+«!.  ^« 


X  =  a    x^  +  a  ^x^  +  .  .  '\'  a    x 

n  n1      1  fi3     2  nn      h. 

Wenn  die  vorstehenden  n  Gleichungen  nach  den  n  Variabein 
x^,x^,  .  .  x„  aufgelöst  werden  sollen,  so  dienen  hiezu  die  adjun- 
girten  Elemente  des  Systems  der  Coefficicnten  der  Form,  und 
zwar  möge,  ähnlich  wie  froher,  das  adjungirte  Element  A     mit 

dem  Element  a^   correspondiren.  Da  die  Coefficientcn  der  Form 

vermöge  der  Gleichungen  a^^  =a  ^^  ein  symmetrisches  System 

bilden,  so  erhellt  aus  der  Entstehungsweise  der  adjungirten 
Elemente,  dass  dieselben  ebenfalls  ein  symmetrisches  System 
bilden  and  die  Gleichungen 

eri'ttllen.  Die  in  Rede  stehende  Auflösung  des  Systems  (1)  wird 
jetzt  die  folgende 

(3)  a;,= 

3  D 


A,    X,  +A,    X,  +  ...+  A     X 

^    In        1  2ii       2  nn        H 

X    = 


D 
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Die  Transformation  der  Form  /"(a?,,  a:^,  .•  a;J  lässt  sich 
sehr  bequem  aus  der  Gleichung  (11)  des  §81  herleiten,  welche, 
sobald  statt  der  Functionen  /",  (a;„  rc,, . .  a;J, . . /],  (x„  a;^, . .  äJ 
die  neuen  Variabein  X^,  Xg, . .  X^  gesetzt  werden,  in  die  fol- 
gende übergeht 

(4)  fi^ii  a;,,  . .  :z; J  =  X,  a?!  +  X,  a:,  +  . .  +  X^  x^. 

Wenn  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (3)  respective 
mit  XjjXj, ..X„  mulfiplicirt  und  hierauf  die  Producte  addirt 
werden,  so  resultirt  hier  vermöge  der  vorstehenden  Gleichung  (4) 
die  Form  f{x^j  a?,,  . . .  a?^),  die  rechte  Seite  ist  dagegen  gleich 
einer  quadratischen  Form   der  neuen  Variabein  Xj,  X,, . .  X„ 

bei  welcher  das  Quadrat  X'  den  Coefficienten  - ~  ,  das  doppelte 
Product  von  zwei  verschiedenen  Variabein  2  X,  X    den  Coeffi- 

cienten  -  '*  =~^  ^*t-   ^'^^  ♦wtY  den  adjungirien  Eletnenien  cds 

Coefficienten  gebüdäe  Form    , 

(5)  F(X„  X^, . .  XJ=r^,,  X;;  +  2A,,  X^  X,  +..  +  2A,^  X,  X. 

+ 

+     A     X" 

NJt  II 

wird  nach  dem  Vorgange  von  Gauss  die  zu  der  Form  f(x^yX^^ . ,  x^) 
adjungirte  quadratische  Fortn  genannt.  Vermöge  dieser  Bezeich- 
mmg  hat  die  gefundene  Transformaüonsgleichung  den  Ausdruck 

(6)  fix,,  X,, . .  a;,)  =  -^  F(X„  X., . .  X,). 

Die  in  Betreff  der  adjungirten  Elemente  eines  Schemas 
von  m'  Elementen  in  §  77  nachgewiesenen  Sätze  finden  hier 
eine  Anwendung.  Die  aus  den  adjungirten  Elementen  A^  ge- 
bildete Determinante  ist  gleich  der  (w — l)ten  Potenz  der  De- 
terminante D  der  Elemente  a,  ;  femer  sind   die  zu   den  Ele- 

menten  -4^    zugehörigen  adjungirten  Elemente  gleich  den  Pro- 

ducten  aus  den  bezüglichen  ursprünglichen  Elementen  und  der 
(n— 2)ten  Potenz  der  Determinante  D.  Aus  diesen  Gründen 
ist  die  Determinante  der  jsu  der  Form  f(x^^  jc,, . .  a?J  adjungirten 

Form  F(X,,  X„  . .  XJ  gleich  der  Potene  D"~\  und  die  sfu  der 
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Form  F{X^,  X„ . .  X^)  adjungirte  Form   gleich  der  in  die  Po- 

tenz  D  multiplicirten  ursprünglichen  Form  /"(.r,,  x^^  .  .  x^). 
Eine  Erörterang  darüber,  wie  sieh,  sobald  die  Form  f{x^,  jp«,  . .  Xn) 
vermöge  einer  beliebigen  Substitution  des  ersten  Grades  in  eine 
Form  g{x\,  x\y  . .  x'„)  der  neuen  Variabein  x\,  x*^, .  .  x\  trans- 
formirt  wird,  die  adjungirte  Form  der  ursprünglichen  Form  zu 
der  adjungirten  Form  der  transformirten  Form  verhalte,  unter- 
drücken wir  der  Kürze  wegen. 

1 84.  Verwandlimg  einer  qnadratUohen  Form  in  eine  Summe 
▼on  Quadraten,  die  mit  oonstanten  Faotoren  mnltiplicirt  sind. 
Anfirtellnnsr  der  Oriterien  dafftr,  das»  eine  quadratitohe  Form, 
deren  Ooettoienten  reell  sind,  weeentlioh  positiv  oder  wesent- 
lioh  negativ  oder  keines  von  beiden  sei. 

Von  jetzt  ab  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Cocffi- 
cienten  einer  gegebenen  quadratischen  Form  f{x^,x^,  .,  x„) 
reelle  Grössen  seien,  und  dass  den  Variabein  a:,,  o;,, .  ..r^  nur 
reelle  Werthe  beigelegt  werden.  '  Eine'  qtmdratiscJhc  Form  von 
n  Varidbdn,  welche  für  alle  möglichen  reellen  WcrthsysUmie  der 
Variahein  Werthe  von  demselben  Vorzeichen  annimmt  und  die  nur 
verschumidet,  wenn  jede  einzelne  der  n  Variabein  gleich  Null  ge- 
setzt wird,  Jieisst,  sobald  dieselbe  nur  positive  Werthe  erhcdtcn 
kann,  eine  wesentlich  positive  Form,  sobald  sie  nur  negative 
Werthe  erhalten  iann,  eine  wesentlich  negative  Form.  Ein  Bei- 
spiel einer  wesentlich  positiven  Form  liefert  die  Summe  der 
Quadrate  der  n  Variabein 

^^)  xi  +  xi  + . ..  +  .T^ 

1  -  w 

Eine  wesentlich  negative  Form  geht  durch  die  Multiplica- 
tion  mit  der  negativen  Einheit  in  eine  wesentlich  positive  Form 
über,  und  umgekehrt;  deshalb  genügt  es,  die  wesentlich  positi- 
ven Formen  allein  eingehend  zu  erörtern.  Vor  allen  Dingen 
bedarf  es  der  Aufstellung  der  Oriterien,  tvelche  darüber  mtschci- 
defi,  ob  eifie  gegebene  quadratische  Form  von  n  Varidbcln  icesent- 
lich  positiv,  wesentlich  negativ  oder  Keines  von  beiden  sei.  Wir 
wollen  diese  Oriterien  in  der  Gestalt  auseinandersetzen,  in 
welcher  Lagrange  dieselben  in  dem  Uten  Capitel  des  zweiten 
Theiles  seiner  tMorie  des  fonctions  analytiques  entwickelt  hat. 

Dieselbe  Gestalt  hat  Gauss  bei  Gelegenheit  mehrfacher  An- 
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Wendungen  beibehalten.  Eine  Hanptursaehe,  weshalb  wir  uns 
an  das  von  Lagrange  mit^theilte  Verfahren  genau  anschliessen, 
liegt  aber  darin,  dass  Lagrange  das  gesteckte  Ziel  mit  einem 
sehr  geringen  Aufwände  von  Mitteln  erreicht.  Seine  Methode 
hat  den  Apparat  der  Rechnung  mit  Determinanten  nicht  nöthig, 
und  je  mehr  wir  davon  tiberzeugt  sind,  dass  die  zu  beantwor- 
tende Frage  eine  mathematische  Frage  vom  ersten  Range  sei, 
um  so  höher  müssen  wir  eine  Lösung  schätzen,  welche  den  An- 
fangsgründen der  Wissenschaft  so  nahe  bleibt.  Wir  gehen  jetzt 
zu  der  Behandlung  der  Frage  selbst  tlber. 

Wenn  die  quadratische  Form 
(2)     f(x^,  x^,. . xj  =  Oi^  x\  +  2ai2 a:j  a:.^  +  . . .  +  2«, «  ^,  ^^ 

^22  *^2         ^  '  '  '  '2  h  *^'2  *^n 

+ 


n »     n 


wesentlich  positiv  oder  wesentlich  negativ  ist,  so  kann,  wie  sich 
sogleich  zeigen  wird,  der  Coefficient  a,j  nicht  gleich  Null  sein. 

Gesetzt  er  wäre  gleich  Null,  so  würde  die  Form  gleich  der 
Summe  des  Aggregats  derjenigen  Glieder  sein,  die  in  der  vor- 
liegenden Anordnung  auf  das  erste  Glied  folgend  die  erste 
Zeile  bilden  und  sämmtlich  den  Factor  x^  haben,  und  de« 
Aggregats  der  übrigen  Glieder,  welche  eine  quadratische  Form 
q"  (x^j , .  .Xn)  von  den  (n  —  1)  Variabein  a:,, . . .  x^  ausmachen. 
Bei  dem  ersten  Aggregat,  welches  sich  als  das  Product 
(2*)  (2a^.^  x.^  +  2ai3.r3  +  ..+  2a,^Ä;J  x^ 

darstellen  lässt,   können    nicht  alle  Goefficienten  a,.^,  a,,, . . .  a^^ 

gleich  Null  sein.  In  diesem  Falle  wäre  nämlich  eine  Form 
f(x^,.,,x„),  bei  der  der  Coefficient  a„  schon  gleich  Null  ist,  gleich 
der  Form  von  (n—l)  Variabein  </>  (a^j, .  ..a;J,  und  das  wider- 
spräche der  fllr  eine  wesentlich  positive  oder  wesentlich  nega- 
tive Form  aufgestellten  Definition;  denn  selbst  dann,  wenn  die 
Form  <p  (a^j,  .  .  x^)  nur  dadurch  verschwinden  könnte,  dass 
x^,  Xg, . .  x^  sämmtlich  verschwinden,  würde  die  Variable  x^j 
welche  in  der  Form  f(x^,  x^, .  .x„)  nicht  vorkommt,  vollkommen 
iVei  bleiben,  und  es  existirten  ausser  dem  einen  WertJhsystem 
Xj  =  0,  Ä?,  =  0,..  .a;^=rO,  unbeschränkt  vide  Wcrthsyst€nieXi  =  S^f 
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x^  =  0,  x^  =0, . .  :p»=0,  die  der  Form  f(x^^  a;,, . . .  x^  den  Werth 
Null  verleihen.    Sobald  aber  nicht  alle  CoefTicienten  a,.^,  0,3, . .  a^  ^ 

gleich  Null  sind,  so  lassen  sich  offenbar  die  Werthe  x^,x^y, ,  .x^ 
so  wählen,  dass  der  Aosdruck 

einen  von  Ntdl  verschiedenen  Werth  (o  annimmt,  nnd  hiebe!  er- 
hält auch  die  Form  rp  (x^j  •  • .  ic«)  einen  bestimmten  Werth.  Da 
auf  diese  Weise 

(3)  f(x^yX^,...x^)  =  2(üx,  +  <]p(^„...^„) 

wird,  da  femer  der  Werth  der  Variable  x^  noch  disponibel 
bleibt  und  nach  Belieben  so  eingerichtet  werden  kann,  dass 
das  Product  2(ox^  positiv  oder  auch  so,  dass  dasselbe  negativ 
wird,  und  dass  in  beiden  Fällen  das  Aggregat  2(ox^  +  q^ix^,.,  x„) 
mit  dem  Producte  2  10  x^  dasselbe  Vorzeichen  behält,  so  erhielte 
die  FoYmf(x^,  x^, . .  xj)  unter  der  gegenwärtigen  Annahme  eben- 
sowohl positive  als  negative  Werthe,  was  gegen  die  charactcri- 
stische  Eigenschaft  einer  wesentlich  positiven  oder  wesentlich 
negativen  Form  verstösst.  Mithin  darf  bei  einer  solchen  Form 
der  GoefGcient  a^j  nicht  gleich  Null  sein,  und  das  war  behaup- 
tet worden. 

Auf  diesen  Umstand  gründet  sich  das  Verfahren,  die  Form 
A^i>  ^«»  •  •  ^h)  *'s  ^^^  Aggregat  auszudrücken,  bei  dem  der  eine 
Bestandtheil  ein  durch  den  Coefficienten  a,j  dividirtes  Quadrat 

einer  Function  des  ersten  Grades  aller  n  Variabein,  der  andere 
Bestandtheil  aber  eine  quadratische  Form  der  n— 1  Variabein 
j?,,  ±3, . . .  Xn  ist.     In  der  gegebenen  Form  kommt  das  Quadrat 

von  a?j  in  dem  Gliede  a^^  x^  und  die  Variable  x^  ausserdem  nur 
noch  in  dem  obigen  Product  (2*)  vor.  Wenn  nun  das  Quadrat 
des  Ausdruckes  a,!  a;,  +  a^^^i"^  •  •  "*"  ^1 » ^«  genommen  wird,  so 
entsteht  die  Entwickelung 

(4)  (aj^  ä;,  -*-  a,2 a;^  +  •  •  •  +  ^n^nY 

=  «11^1  ■*"  2a„  ^1  («,2^2  +  ..  +  a,«icJ  +  K2^2  +  ••  •  +  «i«^„)'i 
welche  sich  aus  dem  mit  dem  Factor  a,i   multiplicirten  Gliede 

a^^Xij  aus  dem  mit  dem  Factor  a^  multiplicirten  Producte  (2*), 
und  aas  dem  Quadrate  einer  Function  des  ersten  Grades  zu- 
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sammensetzt,  die  nur  die  Variabeln  x^, x^,,.. x^  enthält.  Divi- 
dirt  man  die  beiden  Seiten  von  (4)  durch  den  Coeffieienten  a^, 

so  stimmen  die  Glieder  der  rechten  Seite,  in  denen  die  Va- 
riable rTj  vorkommt,  mit  den  Gliedern  der  gegebenen  Form,  in 
denen  die  Variable  x^  vorkommt,  vollständig  tiberein,   und  die 

Subtraction  des  Ausdruckes  —  (a^j  a?,  +  a,,  x^  +  a^^  a;J*  von  der 

Form  /"(rc,,  ä;„  ..xJ  ergiebt  das  Resultat 

(5)       f{x,, x^, . . arj  =  —  («11  a?  +  a,j  Äj  +  . . .  +  a.^x^y 

WO    sieh    die    Coeffieienten    der    neuen    quadratischen    Form 

/  f^a^  ^tj'"  ^n)  durch  die  Ausführung  der  Rechnung  folgender- 
massen  bestimmen 

+   a^xl      +  . .  +  2  aj  x^  x^ 


\n  «QQ  =  — 


«11 


(1)  «II  «JÖ         «12  «13 


«23=  ^ 

"ll 


«11  «21.        «12  «1» 

«11 

«33 

• 

2 

«11  «33       «i:j 

«11 

• 

«3»  = 

• 

«ll«S.-«I3«I« 

«11 

• 

«11«.,—«*.^ 
«11 

Bei  der  Darstellung  der  gegebenen  Form    in  (5)  fällt  die 
Basis  des  auftretenden  Quadrats   mit   der  Function   des  ersten 
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Orades  zosammeiiy  die  frflher  fS^tjX^y..  ,x^)  genannt  worden 
ist  Ferner  diusb  beachtet  werden,  dass,  weil  der  Coeilieient  a^^ 
gegenwärtig  einen  von  Null  verschiedenen  Wcrth  hat,  der  in 
Rede  stehende  Ausdruck 

(8)  a„  x^  +  a,^x^  +  ...+  a^,x^  =  u, 

nicht  allein  von  den  Varial)eln  2:,,  rr,, ..  .x,  abhängt,  das  heisst 
jeden  beliebigen  Werth  erhalten  kann,  wie  auch  immer  die  Werthe 
von  x^j  ^3,  •  •  •  ^.  gewählt  werden  mögen.  Es  wird  mithin  die 
Form  f(x^^x^y  ...xj  vermöge  (5)  in  eine  Form  der  Variabein 
x,,  a;„ x^j.., x^  verwandelt 

(9)  f{x^,  a:„  . . .  xj  =  --  +  f^^  (a:„  . .  a;J, 

"11 

welche  die  Variable  m,  nur  in  ihrem  Quadrate  enthält 

Die  Form  f^^^  (x^,  •  •  •  ^«)    ^^^  J^*^^^  derselben    Behandlung 
fähig  wie  die  Form  f{x^^x^y...x^\    wofern  es  unmöglich  ist, 

dass  der  üoefficient  a^  von  x^  verschwinde.   Von  dieser  Eigen- 
schaft des  Coefficienten  a^    kann   man    sich   aber   durch   eine  * 
ähnliehe  Betrachtung  überzeugen,  wie  sie  in  Betreff  des  Coeßi- 
cienten  a„  angestellt  worden  ist     Wenn  a.^  gleich  Null  wäre 

und  gleichzeitig  die  Coefficienten  a.^3^, ...  a2^j  verschwänden,    so 

fiele  aus  der  in  (9)  gegebenen  Darstellung  der  Form  f{x^y  .r^, . .  x^) 
die  Variable  x^  heraus,  und  die  Form  mUsste  verschwinden,  so- 
bald w,  =  0,  a;^  =  0,  a;^  =  0, . .  x^  =  0  genommen,  allein  x^  be- 
liebig gewählt  würde;  es  soll  aber  die  Form  f{x^^  a;,, .  . .  x^ 
nur  für  das  Werthsystem  aj^  =  0,  a:,  =  0, . . .  :r^  =  0  verschwin- 
den.     Wenn  ferner    a^    gleich    Null    wäre    und    nicht    alle 

Coefficienten  «asj-'^aii  verschwänden,  so  könnte  man  die  Va- 
riabein iP«, . . .  x^  so  wählen,  dass  ftir  das  Aggregat  der  Glieder, 
welche  in  der  Form  f     {x^^  •  •  •  ^«)  ™t  x^  multiplicirt  sind 

(10)  (2«^>x,  +  ..  +  2a;'>.)^, 

die  in  der  Klammer  befindliche  Function  des  ersten  Grades  von 
Null  verschieden  würde.    Nun  besteht  die  Form  f(x^^x^^  •  •  ^») 


U  .y. 

vermöge  (9)  aus  dem  Gliede       ,  femer,  wenn  a.^^  gleich  Null 

^1 
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angenommen  wird,  aas  dem  Aggregat  (10)  und  endlich  ans  einer 
Form  der  Variabein  Xj^jX^^.,x^,  Nachdem  also  die  Variabein 
x^,x^,..x^  in  der  erwähnten  Weise  bestimmt  sind,  und  nach- 
dem der  Variable  u^  ein  beliebiger  Werth  beigelegt  ist,  hätte 
man  es  immer  noch  in  seiner  Gewalt,  die  Variable  x^  so  zn 
wählen,  dass  einmal  der  Aasdruck  (10)  positiv  würde  und  die 
hinzu  zu  addirenden  Bestandtheile  dem  absoluten  Werthe  nach 
überträfe,  und  dass  ein  zweites  Mal  der  Ausdruck  (10)  negativ 
würde  und  die  hinzu  zu  addirenc^en  Bestandtheile  dem  absoluten 
Werthe  nach  überträfe;  dadurch  bekäme  aber  die  Form 
f{x^jX^^,.x^  sowohl  einen  positiven  wie  auch  einen  negativen 
Werth,  und  diese  Mr)glichkeit  soll  ausgeschlossen  bleiben. 

Nachdem    die  Sicherheit  gewonnen   ist,   dass  der  Coeffi- 

cient  a  *   nicht  gleich  Null  sein  kann,  erhält  man  flir  die  Form 

f^^^ix^j  •  •  •  ^J  ^^^  ^®™  ^^  ^^^  Form  f{x^,  a:,, . . .  xj  eingeschla- 
genen Wege  die  Darstellung 

{n)  f^'\x^,x^,...xJi  =  -7^Ja^^x^W^x^  +  ..,  +  a^l^^^^ 


«22 


'   /        V^3>  ^4>  •  •  •  ^«z» 


(12)  f*''\x.^,x,,...xj  ==0^1^x1  +  2a^'a:,  x^  +...  +  2a^lx^  «, 

(2)         2  (2) 

+  a,,    x^     +,,,  +  2a,^x,x^ 


+ 


(2)     2 

+    a    X     ^ 

(1)    (1)  (1)    (1)  J-^K^^^  _  J^^  J^^ 

,,OV         (-')  S2  «33  ~~  «23  «2:J  (2)  «22  «33  «28  «2ii 

U'^/      «33    (1)  >  •  •  •  «3ii  O)  ' 

«22  «22 

(2)  «2*^^n «2n«2» 

«22 

Auch  hier  ist  der  Ausdruck 

(14)  a.^  x.^  4-  0^3  iTg  +  . .  .  +  a^^x^  =  m,, 

weil  die  Grösse  a^^  nicht  gleich  Null  sein  darf,  nicht  nur  von  den 
Variabein  o;^, . . .  x^  abhängig,  so  dass  u^  als  eine  neue  Variable  zu 
den  Variabein  ^3, . . .  x^  hinzutreten  kann.    Dadurch  erhält  die 
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t  85.  WesentUoh  positive  temilro  quadratisoho  Formen.  Be- 
stimmanff  eines  Punktes  im  Baume  duroh  reohtwinklige  Ooor- 
dinaten  nnd  duroh  Coordinaten  eines  beliebigen  Axensystems. 
Oau88*  geometrisohe  Darstellung  der  wesentlioh  positiven 

tem&ren  Formen. 

Die  Grössenverbindungen,  von  deren  Vorzeichen  nach  der 
Untersuchung  des  vorigen  §  der  wesentlich  positive  oder  we- 
sentlich negative  Character  einer  quadratischen  Form  abhängt, 
sind  durch  eine  Reihe  von  Operationen  definirt,  die  nach  ein- 
ander zur  Anwendung  kommen.  Wir  wollen  jetzt  ilUr  die  Formen, 
bei  denen  die  Zahl  der  Variabehi  n  gleich  drei  ist,  oder  filr  die 
temären  quadratischen  Formen  den  einzelnen  Schritten  der  aus- 
geführten Umformung  folgend  jene  Grössenverbindungen  explicite 
darstellen,  und  werden  dabei  auf  daä  aus  den  Cocfficienten  der 
Form  gebildete  symmetrische  Schema 

fl)  a    a     a 

a     a     a 

ai       M       23 
«31    «32    «33 

zurttckgeflihrt.    Die  zu  der  Form 

(1*)     f(x^,  x.^,  x.^)  =       a^^x]      +    a,^xl      +    a.^^xl 

+  2 a^a ajg x^  4-  2a^^  x.^ a;,  +  ^la^,  x^  x,^ 

gehörende  Form  f^^  (^2'^s)=^«22  ^ä**"  ^%2  -^2 '^3  "*"  «33  '%  ^^^  ^^^ 
folgenden,  durch  die  Gleichungen  (7)  des  vorigen  §  detinirteu 
Cocfficienten 

(2) 


^(1)            «11  «22 

2 
«12      -0)             «11  «23          "12  «13 

« 

-'«23                                fl 

"jl 

2 
^(1)  «11  «33          ^13 

33                 a 
"11 

Die  drei  Zähler  lassen  sich  auf  adjungirte  Elcr^wnte  des  Schemas 

(1)  zurückführen,  in  dem  nach  den. eingeführten  Bezeichnungen 

2  *' 

(3)    ttjj  a^^      a^^  =  A^y  a^^  a.^^      Oj^  a^^  =      -^3 ,,  a^ j  a^      a^^  =  A^^ 

ist.    Mithin  kommt 

.^  (1) -^33        0) A32        (1) ^22 

"11  "11  ^11 
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Die  GleicbnDg  (5)  des  vorigen  §  verwandelt  sich  anf  dieae  Weise 
in  die  folgende 

1  9 


Jetzt  ist  die  durch  die  Gleichung  (13)  dos  vorigen  %  definirte 

Verbindung 

(1)  (i)  (i)  (I) 
,R^  («  «M  g«  —  a»  «M 
^^'  Oa.1  = (ii ~ 


zu  betrachten,  welche  vermöge  der  Gleichungen  (3*)  die  Gestalt 
annimint 

(6)  ^^hijhlzA. 

In  dem  Schema  der  zn  (1)  adjungirten  Elemente 

(7)  Ä„  A„  A„ 

-^31    -^33    -^1 

welches  nach  §83  cbcnl'alls  ein  symmetrisches  ist,  ist  der  Aus- 
druck A^  A^j — X,j  das  zu  X„  gehitrige  adjungirte  Element  und 
wird  nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  gleich  dem  mit  der 
(» — 2)ten  Potenz  der  Determinante  D,  das  beisst  gegenwärtig 
gleich  dem  mit  der  Determinante!)  mnitiplicirten  gleichnamigen 
Element  a„  des  Schemas  (1).  Daher  folgt  aus  der  Glcichnug 
(6)  die  Gleicbang 

">_  -D 

chiedene  Grösse  a,j  sich  fortheht. 
len  (Ifi)  und  (17)  des  vorigen  §  er- 
lang 

der  gegebenen  ternären  Form 
l       »  ,    «11     3  ,     D      a 
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Die  am  Schlüsse  des  vorigen  §  aufgestellten  Kriterien  für  eine 
wesentlich   positive   Form   bestehen   darin,    dass   die   Grössen 

Ojj,       -,  -r—  sämmtlich  das  positive  Zeichen,  fllr  eine  wesent- 

^11        -^83 

lieh  negative  Form,  dass  dieselben  sämmtlich  das  negative  Zeichen 
haben.  Man  kann  dieselben  auch  so  ausdrücken,  dass  für  eine 
wesentlich  positive  Form 

positiv  sein  müssen,  für  eine  wesentlich  negative  Fonn  a,,  und  D 
negativ  sein  müssen,  A^  jedoch  positiv  sein  muss. 

Schon  bei  der  Ableitung  der  allgemeinen  Gleichung  (17) 
des  vorigen  §  Hess  sich  bemerken,  dass  zwischen  den  n  Varia- 
bein einer  gegebenen  quadratischen  Form  f(x^,  x^.,,.Xh)  kein 
wesentlicher  Unterschied  existirt,  und  dass  die  Untersuchung 
ebenso  gut,    wie  sie   mit   dem   Coefficienten  a^^   des  Quadrats 

x\  anfing,  mit  dem  Coefficienten  des  Quadrjits  von  irgend  einer 
andern  Variable  beginnen  konnte.  In  gleicher  Weise  ist  bei  der 
zunächst  eingeführten  quadratischen  Form  von  n  —  \  Variabcln 
die  Wahl  der  zu  bevorzugenden  Variable,  welche  oben  die  Va- 
riable x^  war,  frei,  und  das  gleiche  gilt  von  allen  folgenden  neu 
einzuführenden  quadratischen  Formen,  deren  Gliederzahl  mit 
jedem  Schritt  um  eine  Einheit  abnimmt.  Die  nothwcndigcn  und 
hinreichenden  Bedingungen  daftir,  dass  eine  quadratische  Form 
wesentlich  positiv  oder  wesentlich  negativ  sei,  sind  deshalb 
mannigfaltiger  Ausdrücke  fähig.  Weil  aber  jedes  einzelne  System 
von  Bedingungen  ein  vollständiges  ist,  so  tritt  zwischen  diesen 
Systemen  der  merkwürdige  Zusammenhang  zu  Tage,  dass,  wenn 
eines  der  Systeme,  welches  die  quadratische  Form  als  eine 
wesentlich  positive  characterisirt,  erfüllt  ist,  alle  übrigen  Systeme, 
welche  dasselbe  leisten,  nothwendig  erfüllt  sein  müssen.  In 
Betreff  der  wesentlich  negativen  Formen  finden  die  entspre- 
chenden Relationen  statt,  doch  unterlassen  wir  aus  den  oben 
bezeichneten  Gründen,  diese  ausführlich  zu  besprechen. 

Werden  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  die  ternären 
quadratischen  Formen  angewendet,  und  giebt  man  den  notliwen- 
digen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  eine  ternäre 
Form    wesentlich    positiv    sei,    die    zuletzt    ermittelte    Gestalt 


§  85.  Positive  temäre  quadratische  Formen.  405 


a^,  >  0,  A^^  >  0,  2)  >  0,  wo  durch  das  Zeichen  der  Ungleich- 
heit >  wie  bei  dem  früheren  Gebrauche  das  Eintreten  der 
Glcicliheit  ausgeschlossen  werden  soll,  so  entstehen  die  folgenden 
sechs  Systeme  von  Bedingungen 

(11)  a,,>0,  ^3>0,  D>0 

a,.,>0,  ^,>0,  D>0 

a^>0,  A^>0,D>0 

a33>0,  A^>0,D>0 

033 >0,  A^^>Oj  D>0. 

Wie  vorhin  ausgesprochen,  gentigt  jedes  dieser  Systeme  flir 
sich  allein  dem  beabsichtigten  Zwecke  und  zieht  zugleich  die 
Erfüllung  der  fünf  übrigen  Systeme  nach  sich.  Eifie  wesentlich 
positive  temäre  Form  f(x^,x^,x^)  liat  deshalb  ^wthwendig  die 
EigefiscJhaftj  dass  die  folgenden  Ungleichheiten  befriedigt  sind 

(12)  aii>0,  a^>Oj  a.^>0,  ^„>0,  A^>0,  A^>0,  D>0, 

Wenn  man  zu  dem  Ausdruck  der  Form  in  (1*)  den  Ausdruck 
der  zugehörigen  adjungirten  Form  hinzufügt 

(13)  F{X,,X,,X^) 

r=    -4jj  Xj       4-    A^  Xg       +    A^  X3 
+  2-423  -Xj  Xg-f-  2-^3^  X^  Xj  +  2^j2  Xj  Xj, 

so  lassen  sich  die  Bedingungen  (12)  dahin  formuliren,  dass  so- 
tvohl  in  der  gegebenen  wie  in  der  eu  ihr  adjungirten  temären 
Form  die  Coefficienten  von  den  Quadraten  der  Variabein  positiv 
sein  müssen,  und  dass  die  Determinante  der  gegebenen  Form 
positiv  sein  muss.  Dass  eine  wesentlich  positive  temäre  Form 
auch  eine  wesentlich  positive  adjungirte  Form  habe,  kann  leicht 
aus  diesen  Bedingungen  geschlossen  werden,  liegt  übrigens  schon 
in  der  Gleichung  (6)  des  §  83. 

Die  in  §  80  angeführte,  von  Gauss  verfasste  Anzeige  des 
Werkes  von  Seeber  über  die  Eigenschaften  der  positiven  ternären 
quadratischen  Formen  enthält  ausser  der  an  jener  Stelle  ent- 
wickelten geofnetrischen  Interpretatian  der  positiven  hinäreti  qua- 
dratischen Formen  auch  eine  geometrische  Int-erpretation  der  ^;o- 
sitiven  tertiären  quadratischefi  Formefi.  Wir  werden  diese  Inter- 
pretation zuerst  lUr  die  besondere  Form 
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X*  +  y^  +  jer* 

auseinandersetzen,  und  bei  diesem  Anlass  die  Grundsätze  der 
Bestimmung  eines  Punktes  im  Räume  mittheilcn,  wclebe  in  §  42 
als  ein  Eigenthum  des  Descartes  bezeichnet  aber  nicht  insbeson- 
dere erörtert  sind.  Hierauf  wird  die  geometrische  Interpretation 
einer  allgemeinen  positiven  temären  Form  behandelt  werden. 

Wenn  wir  uns  eine  Ebene  im  Räume  denken,  in  der  Ebene 
einen  Punkt  0  und  zwei  durch  den  Punkt  0  gehende  sich  recht- 
winklig schneidende  gerade  Linien  annehmen,  so  kann  der  Ort 
eines  beliebigen  Punktes  der  Ebene  auf  die  in  §  42  entwickelte 
Wfeise  bestimmt  werden,  indem  von  den  beiden  einen  rechten  Win- 
kel bildenden  Linien  die  eine  als  die  Axe  der  x,  die  andere  als 
die  Axe  der  y  betrachtet  wird.  Durch  den  Punkt  0  möge  eine 
dritte  Linie  gezogen  werden,  welche  auf  der  Axe  der  x  und 
der  Axe  der  y  senkrecht  steht,  und  daher  auch  auf  der 
ganzen  Ebene,  in  der  sich  die  Axen  der  x  und  der  y  befinden 
und  welche  jetzt  die  xy  Ebene  heisst;  die  neu  construirte 
Linie  wird  die  Axe  der  z  genannt.  Bei  der  Bestimmung  eines 
Ortes  in  der  Ebene  wurde  eine  bestimmte  Seite  der  xAxe  und 
eine  bestimmte  Seite  der  yAxe  als  positiv  aufgefasst;  ebenso 
soll  eine  Seite  der  jerAxe  als  positiv  gelten.  Der  ganze  Raum 
zerfällt  durch  die  xy  Ebene  in  zwei  getrennte  Theile;  ver- 
möge der  zwischen  den  beiden  Seiten  der  xrAxe  getroffenen 
Unterscheidung  iHsst  sich  zwischen  jenen  beiden  Theilen  des 
Saumes  ein  Unterschied  machen,  da  der  eine  Theil  die  positive 
Seite  der  jerAxe,  der  andere  Theil  die  negative  Seite  der  ^Axe 
enthält.  Wenn  daher  ein  beliebiger  Punkt  S  des  Raumes  ins 
Auge  gefasst  wird,  so  kann  man  immer  von  demselben  ein  Loth 
auf  die  a:y  Ebene  herablassen  und  die  Länge  dieses  Lothes 
durch  die  Längeneinheit  messen,  welche  bei  der  Bestimmung 
eines  Ortes  in  der  xy  Ebene  gebraucht  wurde.  Ist  die  Länge 
dieses  Lothes  gleich  Null,  so  liegt  der  Punkt  S  in  der  xy 
Ebene  selbst,  und  sein  Ort  wird  nach  den  Regeln  des  §  42  be- 
stimmt. In  jedem  anderen  Falle  muss  der  Punkt  S  entweder 
in  dem  Theile  des  Raumes  liegen,  welcher  die  positive  Seite, 
oder  in  dem  Theile  des  Raumes,  welcher  die  negative  Seite  der 
rAxe  enthJKlt.  Es  werde  nun  die  absolute  Zahlcngrösse,  welche 
die  Länge   des  gemessenen  Lothes   ausdrückt^   Itir   den  ersten 
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Fall  positiv,  flir  den  zweiten  Fall  negativ  genommen,  und  der 
hervorgehende  positive  oder  negative  Werth  mit  z  bezeichnet, 
dann  ist  der  Ort  des  Punktes  S  im  Rai^me  vollständig  bestimmt, 
sobald  die  Ordiuateu  x  und  y  fUr  den  Fnsspunkt  des  von  &  auf 
die  xy  Ebene  herabgelassenen  Lothes  und  die  Grösse  e  be- 
kannt sind.  Denn  aus  den  Werthen  x  und  y  folgt  die  Lage 
des  Fusspunktes  in  der  xy  Ebene,  und  die  Grösse  z  giebt 
für  ein  auf  der  Ebene  in  dem  Fusspunkte  zu  errichtendes  Loth 
die  Strecke  an,  welche  auf  demselben  von  der  Ebene  aus  nach 
einer  durch  das  Vorzeichen  von  z  bestimmten  Seite  abzuschnei- 
den ist,  um  als  zweiten  Endpunkt  den  Punkt  5  zu  erhalten.  Die 
drei  zusammengehörigen  Grössen  x,  y,  z  heissen  jetzt  die  drei 
rccJUtmnJdigen  Coordinaten  des  Punktes  S;  sie  bestimmen  den  Ort 
des  Punläes  S  im  Regime  vollständig. 

Bei  der  gegebenen  Deduction  wurde  die  Grösse  z  zu  den  beiden 
Grössen  x  und  y  hinzugefügt.  Doch  erkennt  man  leicht  den  Un- 
terschied zwischen  den  drei  Grössen  als  unwesentlich,  indem  man 
ausser  derxy  Ebene  noch  die  beiden  Ebenen  betrachtet,  von  denen 
die  eine  durch  die  yAxe  und  die  ^e^  Axe  hindurchgeht  und  die 
yz  Ebene  genannt  wird,  die  andere  durch  die  zAxe  und  die 
xAxe  hindurchgeht  und  die  zx  Ebene  heisst.  Jede  dieser 
drei  Ebenen  heisst  eine  Coordinatefiebene,  der  Punkt  0  Anfangs- 
punkt  der  Coordinaten.  Man  lege  durch  den  Punkt  5,  dessen 
Coordinaten  x,  y,  z  sind',  drei  Ebenen  hindurch^  welche  bezie- 
hungsweise der  xy  Ebene  ^  der  yz  Ebene  und  der  zx  Ebene 
parallel  sind,  so  bilden  diese  drei  neuen  Ebenen  mit  den  drei 
Coordinatenebenen  zusammen  ein  rechtwinkliges  ParaUelepipedon. 
Die  drei  von  dem  CoordincUenanfangspunkte  0  ausgehenden  Kan- 
ten werden  beziehungsweise  mittelst  der  gewählten  Längeneinheit 
durch  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten  x,  y,  z  gemessen^  und 
das  Vorzeichen  jeder  einzelnen  Coordinate  fällt  positiv  oder  ne- 
gcUiv  aus,  je  nactidem  ein  Punkt,  welcher  die  betreffende  Kante 
von  dem  Punkte  0  aus  durchläuft,  nach  der  positiven  oder  der 
negativen  Seite  der  betreffenden  Axe  fortschreitet. 

Die  Verbindungslinie  des  Coordinatenanfangspunktes  0  mit 
dem  Punkte  S  bildet  eine  räumliche  Diagonale  des  so  eben 
beschriebenen  Parallelepipedons.  Das  Quadrat  der  Linie  OS 
ist  vermöge  einer  zweimaligen  Anwendung  des  Pythagoräisclien 
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Lehrsatzes  gleich    der  Summe  der  Quadrate  der  drei  von  dem 
Punkte  0  ausgebenden  Kanten  des  Parallelepipedons,   und  hat 
deshalb  für  alle  möglichen  Abwechselungen  der  Vorzeichen  von 
den  Grössen  x,  y,  e  den  Ausdruck 
(14)  :r*  +  y*  4-  ^^ 

Aus  diesem  Grv/iide  wird  die  positive  tertiäre  Form  z^  +  y^  +  z* 
in  der  Wei^e  geometrisch  interpretirt,  dass  x,  y,  z  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  Funlies  im  liaume  hedeuten^  und  dass 
die  betreffende  Form  das  Mass  für  das  Quadrat  der  Fnlfemioiff 
zwischen  detn  betreffenden  Funkte  und  dem  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  bezeichnet. 

Um  uns  die  Lage  der  drei  Coordinatenaxen  auf  eine 
bestimmte  Art  vorzustellen,  sei  die  xy  Ebene  eine  horizontale 
Ebene,  die  positive  Seite  der  z  Axe  vertikal  von  unten  nach 
oben  gerichtet,  und  es  möge  für  denjenigen,  welcher  sich  in 
dem  Punkte  0  auf  die  xy  Ebene  stellt,  so  dass  seine  Füsse 
in  0  sind  und  sein  Kopf  sich  auf  der  positiven  Seite  der  z  Axe 
befindet,  und  dass  er  in  den  von  der  positiven  Seite  der  x  Axe 
und  der  positiven  Seite  der  y  Axe  gebildeten  rechten  Winkel 
hineinsieht,  die  erstere  zur  linken  und  die  letztere  zur  rechten 
Hand  liegen.  Wenn  die  dreiAxeu  fest  mit  einander  verbunden 
sind,  jedoch  als  Ganzes  eine  beliebige  Ortsveräiiderung  im 
Räume  erfahren,  so  bleibt  offenbar  die  characterisirte  relative 
Lage  der  drei  Axen  unverändert. 

Der  Ort  eines  Punktes  im  Räume  lässt  sich  auch  mit 
Hülfe  von  drei  Axen  bestimmen,  welche  durch  denselben  Funkt  0 
gehen  und  beliebige  Winkel  miteinander  maclwn.  Indem  man  durch 
einen  Punkt  S  eine  Parallele  zu  jeder  der  drei  Axen  zieht,  und 
zwar  immer  bis  zu  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  durch 
die  beiden  andern  Axen  gelegte  Coordinafenebenc  getroffen  wird, 
so  erscheint  der  Punkt  S  als  die  dem  Coordinateiianfangspunkte 
0  räumlich  gegenüberliegende  Ecke  eines  Parallelepipedons, 
dessen  Kanten  respective  den  Coordinatenaxen  parallel  sind. 
Die  drei  von  dem  Coordinatenaufangspunkte  0  ausgehenden 
■Kanten,  durch  die  Längeneinheit  gemessen,  geben  den  absoluten 
Werth  der  drei  Coordinaten  an.  Bei  jeder  der  drei  Axen  wird 
die  eine  Seite  als  die  positive,  die  entgegengesetzte  Seite  als 
die  negative  angesehen.  Das  Vorzeichen  einer  jeden  Coordiuate 
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richtet  sich  danach,  ob  ein  von  dem  Punkte  0  ausgehender 
Punkt,  um  eine  bestimmte  Kante  des  erwähnten  Parallelepipe- 
dons  zu  durchlaufen,  nach  der  positiven  oder  nach  der  negativen 
Seite  der  zugehörigen  Axe  fortschreiten  muss.  Dieser  Bestim- 
mung eines  Punktes  im  Räume  liegt  die  nothwendige  Bedingung 
zu  Grunde,  dass  die  drei  Axen  sich  nicht  in  einer  und  derselben 
Ebene  hefinden,  oder,  wie  man  auch  zu  sagen  pflegt,  dass  sie 
eine  körperliche  Ecke  bilden.  Drückt  man  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Punktes  S  von  dem  Coordinatenanfangspuukte  0 
durch  die  in  Rede  stehenden  Coordinaten  des  Punktes  S  aus, 
so  wird  dasselbe  gleich  einer  homogenen  Function  des  zweiten 
Grades  oder  einer  quadratischen  Form  der  drei  Coordinaten. 
Diese  Form  kann  vermöge  ihrer  Entstehung  nicht  andere  als 
positive  Werthe  darstellen,  welche  Systeme  von  reellen  Werthen 
den  Coordinaten  auch  beigelegt  werden,  und  kann  nur  ver- 
schwinden, wenn  der  Punkt  S  mit  dem  Punkte  0  zusammen- 
fällt, das  heisst,  wenn  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  S  jede 
fttr  sich  gleich  Null  werden;  sie  giebt  sich  daher  als  eine  we- 
sentlich positive  ternäre  Form  der  drei  Coordinaten  zu  erkennen. 
Die  Gauss'sche  Interpretation  einer  gegebenen  positiven  temären 
Fortn  stützt  sich  nun  auf  den  Nachweis  der  Thatsache,  dass 
zu  jeder  solchen  Form  ein  Coordinatensystem  gehört,  fllr  welches 
die  Form  selbst  der  Ausdruck  des  Quadrats  der  Entfernung 
eines  beweglichen  Punktes  im  Räume  von  einem  festen  Anfangs- 
punkte ist. 

Wir  haben  gefunden,   dass   für  jede   wesentlich   positive 

« 

ternäre  Form  (1*) 

4-  2a23  ^2  ^»  ■*-  2a3,  x^  x^  -H  2a^^  x^   x^ 
die  Ungleichheiten  (12)  erfüllt  sind 
«11  >0,  a.^,  >  0,  a^  >  0,  ^,j  >  0,  X>  >  0,  ^  >  0,  D  >  0, 

In  Folge  derselben  cxistiren  die  reellen  positiven  Grössen 

Va,,,  VaZ,  Va~  l/^„,  VA^,.  VA,,.  VD. 

Die  Ausdrücke  der  adjungirten  Elemente 

O  O  A 

(16)    Ä^i  =  a^^  ag  — a.;,,  ^22  =  033  «11  —  <hv  ^  =  «11  »22  —  «12 
zeigen  nun  bei  einer  Wiederholung  der  am  Anfange  des  §  80 
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angestellten  Ueberlegungen,  dass  drei  zwischen  Null  und  zwei 
Rechten  befindliche,  keine  der  beiden  Grenzen  erreichende 
Winkel  w,^,  0)3^,  co^,^  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt 

werden  können 

(17)  COS  W23  =  "v^— V/^^>   811^   ^'^13  = 


33 

31  ^^  " 


'31 

COS  w,,  =  -       -y--,  Sin  ^31=.   .      . 


«12  .  ^^^33 


cos  ftija  =  ~,^- -y: -,  sm  0)^3  =  ^y_      ,      - 

P'lir  irgend  welche  Werthe  der  drei  Winkel  ist  es  mög- 
lich, durch  einen  beliebigen  Punkt  0  im  Räume  eine  erste  Axe 
und  eine  eweite  Axe  zu  ziehen,  deren  als  positiv  betrachtete 
Seiten  mit  einander  den  concaven  Winkel  v)^,^   bilden;    ferner 

kann  zu  der  zweiten  Axe  eine  dritte  hinzugefügt  werden,  so 
dass  ihre  positiven  Seiten  den  concaven  Winkel  w.^  bilden,  und 

desgleichen  zu  der  ersten  Axe  eine  dritte,  so  dass  ihre  positi- 
ven Seiten  den  concaven  Winkel  Wg^  bilden.    Jedoch  muss  noch 

eine  Bedingung  erfüllt  sein,  damit  es  möglich  sei,  die  dritte 
Axe  so  anzunehmen,  dass  ihre  positive  Seite  gleieh^cHiy  mit  der 
positiven  Seite  der  zweiten  Axe  den  concaven  Winkel  v)^^    und 

mit  der  positiven  Seite  der  ersten  Axe  den  concaven  Winkel  o)^^ 

macht  und  dass  dieselbe  mit  den  beiden  ersteren  nicht  in  die 
gleiche  Ebene  falle. 

Es  ist  dies  die  Bedingung,  vermöge  deren  die  drei  Axen, 
deren  Neigungsicinkel  gegen  einander  gegeben  sind,  eine  lörper- 
liehe  EcJce  bilden  können;  sie  iRsst  sich  so  aussprechen,  dciss  bei 
den  drei  Neigungswinlxeln  die  Summe  von  zweien  immer  defi 
dritten  WinJcel  übertreffen,  und  dass  zugleich  die  Summe  aller 
drei  Winkel  weniger  betragen  mt^s  als  vier  rechte  WifikeL  Die 
drei  aus  der  gegebenen  positiven  ternUrcn  Form  abgeleiteten 
Winkel  w.^,  Wg^,  w,^  sind  aber  in  der  That  noch  dadurch  be- 
schränkt, dass  die  Determinante  D  der  Form  positiv  sein  muss, 
und  es  zeigt  sich,  dass  diese  Beschränkung  mit  der  Bedingung 
fUr  das  Znstandekommen   einer   körperlichen  Ecke  zusammen- 
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fällt.  Die  Determinante  D,  die  zu  dem  symmetrischen  Systeme  (1) 
gehört^  hat  den  Ausdruck 

2  2  2 

( 18)  D  =  a„  a^^  033—^11  «23  —  «22  «31  —  »33  «12  +  ^  «23  «31  «j2- 

Der  Quotient ,  dessen  Zähler  die  positive  Determinante  2) 

^11  ^22^33 

und  dessen  Nenner  das  Product  der  positiven  Factoren  a^j,  a^^,  a^ 
ist,  wird  durch  die  drei  in  (17)  dcfinirtcn  Grössen  cos  o)^^  cos  (o^^^ 
cos  10^^  tblgendermassen  darstellbar 

(19)    =  1  — cos  «23  —  cos  ^ Wgj  —  cos  ^  w j2 

11   22  33 

+  2  cos  o)^  cos  Wj,  cos  W,2j 

und  lässt  sich  mit  IlUlfc  der  trigronotnetrischen  Additionsformeln 
in  die  Gestalt  des  Product«  bringen 

(20)     =4  sin r sin - 

«II  «M  «3;.  2  2 

«°  2"  ~ '*° "2 • 

Für  die  drei  zwischen  0  und  7c  liegenden  Winkel  (o^j  Wjj,  w,j, 

kann  nun,  wie.  eine  einfache  Ueberlegung  ergiebt,  immer  nur 
einer  der  vier  miteinander  zu  multiplicirenden  Sinusausdrticke 
negativ  sein;  mithin  zieht  die  Forderung,  dass  das  Product 
derselben  positiv  sei,  die  Consequenz  nach  sich,  dass  jeder  der 
Factoren  positiv  sein  muss.  Mithin  müssen  die  drei  Winkel 
«23»  ««^ai»  ^^12  ^^^  vorhin  erwähnten  Eigenschatten  besitzen,  die 
itlr  die  Existenz  einer  körperlichen  Ecke  nothwendig  und  hin- 
reichend sind. 

Nachdem  durch  den  Punkt  0  drei  Axen  gelegt  sind,  welche 
die  in  Rede  stehenden  Neigungswinkel  haben,  erhält  man  aus 
den  Variabein  x^,  x^,  x^  der  gegebenen  Form  die  Ausdrücke 
flir  die  Coordinatcn  eines  beliebigen  Punktes  S  im  Ilaume 

(21)  x^  l/äji,  x^  1/022 ,  x^  1/033, 

die  respective  zu  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Axe  gehören 
und  von  dem  Coordinatenanfangspunkte  0  aus  gerechnet  werden. 
Ihre  absoluten  Werthe  sind  das  Mass  für  die  drei  von  dem 
Punkte  0  ausgehenden  Kanten  OF^^  OP^,  OP^  des  früher  be- 
schriebenen Parallelepipedons;  die  durch  den  Punkt  iS  gehenden 
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mit  den  Axen  parallelen  Kanten  mögen  beziehungsweise  SS^y 
S8^,  SS^  genannt  werden.  Das  Quadrat  der  räumlichen  Diago- 
nale OS  lässt  sich  mit  Hülfe  des  Dreiecks  OS^S  durch  die 
Gleichung 

(22)  OS'=OSl  +S,S''-208^.S^ScosOS^S 

bestimmen.  Die  Linie  OS,  ist  die  Diagonale  des  Parallelogramms 
OPi  Sr^  P,,  dessen  Seiten  OP^  und  OP,  durch  die  erste  und  die 
zweite  Coordinate  des  Punktes  S  bestimmt  sind  und  mit  ein- 
ander den  Winkel  w,2  bilden;  also  gilt  die  Gleichung 

(23)  OSl  =  Cj,  x]  +  a.^2  iPg  H-  2  l/a^  Va^.2  cos  fi,.^  ^,  a^o- 

Die  Linie  SgS  wird  durch  die  dritte  Coordinate  des  Punktes  iS 
gemessen,  so  dass 

ist.  Der  Winkel  OS^S  ergänzt  sich  mit  dem  Winkel  S^()l\f  den 
die  Linie  OS^  mit  der  dritten  Kante  OP3  bildet,  zu  zwei  Kcchten, 
80  dass  cos  OS^S  =  cos  S^ OP^,  mithin  —  2  OS., . S,, S  cos  OS^S 
gleich  20s,  .8^8  cos  8,  OP^  ist.  Das  Product  der  Diago- 
nale OSg  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Linie  08^ 
mit  der  dritten  Axe  bildet,  stellt  die  Projection  der  crstcrcti  Linie 
auf  die  dritte  Axe  dar.  Von  dem  Punkte  0  gelangt  man  aber 
nach  dem  Punkte  S^  ausser  auf  dem  geradlinigen  Wege  auch 
dadurch,  dass  zuerst  die  Linie  OP^  dann  die  Linie  P,  S^  durch- 
laufen wird.  Die  Projection  der  Linie  OP^  auf  die  dritte  Axe 
ist  das  Product  ihrer  Länge  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  den 
die  Linie  gegen  die  dritte  Axe  macht,  und  die  Projection  der 
Linie  PjÄj,  auf  die  dritte  Axe  ist  das  Product  ihrer  Länge  mit 
dem  Cosinus  des  Winkels,  den  diese  Linie  gegen  die  dritte 
Axe  macht.  Der  Winkel,  den  zwei  Linien  im  Räume  mit  ein- 
ander bilden,  ist  ein  vollkommen  bestimmter,  sobald  der  Sinn 
gegeben  ist,  in  dem  jede  der  beiden  Linien  zu  durchlaufen  ist, 
und  sobald  ausserdem  feststeht,  dass  der  betreffende  Winkel 
stet«  zwischen  Null  und  zwei  Rechten  genommen  werden  soll. 
Eine  leichte  geometrische  Betrachtung  lehrt  nun,  dass,  wenn  in 
Bezug  auf  die  nach  der  positiveh  Seite  durchlaufene  dritte  Axe 
die  Projectionen  der  Linien  OP^^  P^^t^^  08^  genommen  werden, 
und  wenn  man  sich  jede  dieser  Linien  in  dem  Sinne  durchlaufen 
denkt,  in  dem  wir  die  den  Ecken  zugehörigen  Buchstaben  auf 
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einander  haben  folgen  lassen,  die  letzte  Projeetion  gleich  der 
Summe  der  beiden  erstem  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  far  das 
Product  2  OS3 .  S^S  cos  S^OP^  die  allgemein  gültige  Darstellung 

(25)  2  O/S3 .  S^S  cos  /S3OP3  = 

2  Va^i  Vä^  cos  0^31  x^x^  +2  Va^  Va^  cos  w^s  ^2  ^'r  • 

Die  Gleichung  (22)  liefert  deshalb  für  das  Quadrat  der 
Entfernung  OS^  nach  Addition  der  drei  erörterten  Bestandtheile 
die  Darstellung 

(26)  Ofir^  =  a^  x\  4-  a^.^  ^a^^  +  «33  a;^  4-  2  Va^^  Va.^  cos  w^g  x^  x^ 

+  2  l/ogg  |/aj,  cos  («>3i  ajg  a;,  4-2  l/a^j  l/a.^^  cos  aij^  a;,  x^j 

und  diese  verwandelt  sich  mit  Hinzuziehung  der  Definitions- 
gleichungen (17)  in  den  Ausdruck 

(27)  0/S'=    a^^x        +     a^x\       +033^:3 

4-  2  a^g^r^  2^3  4-  2  ttg,  x^  x^  4-  'la^^  x^  x^. 

Demnach  repräsentirt^  wie  vorhin  bemerkt,  die  gegebene  po- 
sitive ternäre  quadratische  Form  fix^^x^^x^^)  das  Quadrat  der 

Entfernung  zwischen  dem  Punkte  S,  dessen  Coordinaten  x^^  V^«!,, 
x,^  V^a^^j  x.^  l^a^  sind,  und  dem  Coordinatenanfangsputikte  0. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Parallelepipedon,  dessen  eine  Ecke 
der  Punkt  0  ist,  und  flir  welches  die  von  diesem  Punkten  aus- 
gehenden Kanten,  die  wir  auch  in  diesem  besonderen  Falle 
OPi,  OP^,  OP^  nennen,  auf  der  positiven  Seite  von  jeder  der  drei 

Axen  liegen  und  beziehungsweise  die  Längen  ]/a^^y\/a^j]/ a^ 

haben.  Dasselbe  kann  das  der  Form  f{x^,x^,x^)  eugelhörige 
Grundparallclepipedon  genannt  werden.  Der  Flächeninhalt  der 
von  den  beiden  ersten  Kanten  eingeschlossenen  Seitenfläche  des 
Parallelepipedons  ist  gleich  dem  mit  dem  Sinus  des  Winkels  ii)y^ 

multiplicirten  Product  der  beiden  Kanten,  also  nach  (17)  gleich 
der  Grösse  \^Ä^ ;  der  Flächeninhalt  der  anderen  um  0  liegen- 
den Seitenflächen  wird  entsprechend  durch  die  Grössen  V^A^^ 

V^Ä,^2  bezeichnet.  Um  den  Rauminhalt  des  Chrundparallelepipedons 
zu  bestimmen,   ist  der  Inhalt  einer  Seitenfläche  mit  dem  von 
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dem  Endpunkt  der  übrigbleibenden  Kante  herabgelassenen  I^othe 
zu  mnltiplieiren.  Es  möge  jetzt  von  dem  Endpunkte  P^  der 
dritten  Kante  auf  die  von  den  beiden  ersten  Kanten  gebildete 
Ebene  ein  Loth  gefällt  werden,  der  Fusspunkt  JP«  desselben 
habe  in  Bezug  auf  die  in  dieser  Ebene  liegende  erste  und 
zweite  Axe  beziehungsweise  die  Coordinaten  p^  und  p^.  Offen- 
bar treffen  ein  von  dem  Fusspunkte  t\  auf  die  erste  Axe  her- 
abgelassenes Loth,  und  ein  von  dem  Punkte  P^  auf  dieselbe 
Axe  herabgelassenes  Loth  in  demselben  Punkte  zusammen,  und 
der  Abstand  dieses  Punktes  von  dem  Punkte  0,  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nachdem  der  betreffende  Punkt  auf  der 
positiven  oder  der  negativen  Seite  der  Axe  liegt,  hat  vermöge 
seiner  zwiefachen  Definition  den  zwiefachen  Ausdruck 

(28)  p^  +  p^  cos  Wj2  =  Va^  cos  w^^. 

Dasselbe  gilt  von  den  aus  denselben  Punkten  auf  die  zweite 
Axe  herabgelassenen  Lothen,  und  es  entsteht  die  entsprechende 
Gleichung 

(29)  Pj  cos  w,2  +  p,^  =  l/agg  cos  (o^. 

Das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen  dem  Punkte  0  und  dem 
Fusspunkte  -F3,  dessen  Coordinaten  p^  undi^^  sind,  hat  den  Werth 

(30)  (p^  +  p^  cos  wj'^  +  pI  sin '  w^^. 

Die  Gleichungen  (28)  und  (29)  liefern   für  p^  und  p^  die 
stets  bestimmten  Ausdrtlcke 

(31)  Pi  =  Vä^ 


ft  =  l^«; 
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COS  ÜJ3J 

—  COS  Cü.^j 

cos 

CO,, 

cos 

^23 

am    w^2 

COS    COgj 

COS 

'^n 

sm    fü,o 

da  der  Nenner  vermöge  (17)  niemals  verschwinden  darf.     Der 
Ausdruck  (30)  nimmt  demnach  die  Gestalt  an 


s 


(30»)  053  cos   ^3^  +  033- 


(COS  W.^ cos  0)3^    cos  Wjj) 


.     2 

sm    w 


\2 


* 

oder,  nach  Wiedereinflihrung  der  Coefficicnten   der  gegebenen 
temären  Form,  die  Gestalt 
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(30*)  + — -j = .- . 

«11  «11  "^33  -^33 

Das  Quadrat  des  Lothes  P.  F^  ist  gleich  dem  Quadrate 
der  Kante  OP3,  deren  Länge  gleich  V\^  ist,  um  das  so  eben 

dargestellte  Quadrat  des  Abstandes  OFg    vermindert,   und  hat 

daher  den  Werth 

2       .                  ,2 
,01,                            «ii«-23-2a^^a^a3^  +  a^^a3^ 
(31)  a^-  

88 


33  ^    U  '*22  12^  **11  *^23     '  12  '*23     »1         "22     J 
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Der  Zähler  des  Bruches  ist  nach  (18)  gleich  der  Deter- 
minante D,  folglich  wird  das  gesuchte  Loth  P^  F^  durch  die 
positive  Grösse 

■^     33 
dargestellt.  Der  Rauminhalt  des  der  Formf(x^,  x^^x^)  zugehörigen 
Orundparallelepipedons  ist   daher  gleich  der  Quadrattoursel  aus 

der  Determinante  der  temären  Form  1/D. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  in  der  gegebenen 
Bestimmung  des  Lothes  Pg  P,  ein  zweiter  Beweis  daftir  ent- 
halten ist,  dass  mit  den  drei  aus  der  positiven  ternären  Form 
abgeleiteten  Neigungswinkeln  w^.^,  o)^^,  10^^  eine  körperliche  Ecke 

construirt  werden  kann.  Denn  nachdem  die  beiden  ersten  Axen 
einmal  gewählt  sind,  folgt  aus  den  Coordinaten  p^  und  p^  des 
Punktes  Pj  und  der  Höhe  P,  Pg  mit  Sicherheit  die  Existenz 
und  die  Bestimmung  der  Kante  OP3.  Zugleich  erhellt,  dass  zwar 
der  Punkt  Pg  eindeutig  bestimmt  ist,  dass  aber  die  Höhe  P,  P, 
nach  beiden  Seiten  der  durch  die  beiden  ersten  Axen  gelegten 
Ebene  genommen  werden  kann,  weshalb  hier  zwei  in  Bezug 
auf  ihre  Lage  ssu  einander  symmetrische  körperliche  Ecken  exi- 
stiren.  Um  den  drei  positiven  Seiten  der  Axen,  oder,  wie  man 
auch  sagt,  den  positiven  Halbaxen  eine  bestimmte  Ecke  ent- 
sprechen zu  lassen,  möge  für  denjenigen,  welcher  die  erste  po- 
sitive Halbaxe  zur  linken,  die  zweite  positive  Halbaxe  zur 
rechten  Hand  hat  und  in  den  von  diesen  beiden  Halbaxen  ge- 
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bildeten  concaven  Winkel  hineinsieht,  die  dritte  positive  Halb- 
axe  nach  oben  gerichtet  sein. 

§  86.  Geometrische  Deutims^  der  aus  einer  Bnbstitation  des 
ersten  Grades  hervorgehenden  Transformation  einer  positiven 

tern&ren  Form. 

Wenn  in  dem  eingeführten  Coordinatensystem  ein  beliebiger 
Punkt  S,  wie  vorhin,  die  Coordinaten  x^  l^ön»  ^^  ^%^,j  ^%  l^^aa» 
ein  zweiter  beliebiger  Punkt  Tdie  Coordinaten  f,  V^«„,  f.,  l^^.«? 

^^  l^Ogj  hat,  so  kann  man  leicht  die  Lage  des  Punktes  U  be- 
stimmen, dessen  Coordinaten  beziehungsweise  die  Aggregate 
der  Coordinaten  jener  beiden  Punkte  sind 

Wird  das  System  der  durch  den  Anfangspunkt  0  gehen- 
den drei  Axen  ohne  Aenderung  der  Richtung  sammt  allen  auf 
dasselbe  bezogenen  Punkten  von  dem  Punkte  0  nach  dem 
Punkte  T  verschoben,  so  nimmt  der  irUhere  Punkt  >S'  die  Stelle 
des  Punktes  U  ein.  Desgleichen  lässt  sich  der  Punkt  U  da- 
durch definiren,  dass,  nachdem  die  Linien  OS  und  OT  gezogen 
sind,  eine  durch  den  Punkt  S  zu  OT  gezogene  Parallele  und 
eine  durch  den  Punkt  T  zu  OS  gezogene  Parallele  sich  in  dem 
Punkte  U  schneiden.  Das  Quadrat  des  Abstandes  Oll  hat  da- 
her den  Ausdruck 

(2)  0U^  =  0S^  +  20S.0T  Gos  (SO T)  -\-  0 T\ 

wo  der  Winkel  SOT  zwischen  Null  und  zwei  Hechten  liegt. 

Nach  den  aufgestellten  Grundsätzen  entsteht  ein  algebrai- 
scher Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Linie  OU  dadurch,  dass 
in  die  gegebene  ternäre  Form  die  zu  den  Coordinaten  (1)  ge- 
hörenden Aggregate  x^  +  ^^,  x^  -¥  f^,  x^  +  ^g  als  Werthe  der 
Variabein  substituirt  werden.  Das  Ergebnis»  dieser  Substitution 
ist  aus  der  Gleichung  (10)  des  §  81  zu  entnehmen,  sobald  n  =  3 
gesetzt  wird. 

Hier  wird  vermöge  der  gegebenen  Coordinaten  der  Punkte 
S  und  T  der  Bestandtheil  f  [x^^x^^x^)  gleich  der  Grr)sse  OS*, 
der  ßestandttheil  f(^^j  ^g,  ^3)   gleich    der   Grösse  OT-,  und  es 
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bleibt  bei  der  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  von  OTP  flir 
die  noch  fehlenden  Bestandtheile  die  Gleichung 

(3)  OS.OTcos  (SOT) 

=fi  (^1.  ^«»  ^s)  ?i  +  A  {^17  ^2J  ^n)  5»  +  fn  (a:„  ir„  x^)  ^3, 
welche  entwickelt  zu  der  folgenden  wird 
(3*)  OS .  Or  coB  (SO  r)  =     (a„  o;^  +  a^^  x^  +  a^3  rc^  |, 

+  Kl  ^1   +    «3,^2   +   «33^3)    ^3- 

Da  OS,  ausser  wenn  der  Punkt  8  mit  dem  Punkte  0  zu- 
sammenfällt, und  OT,  ausser  wenn  der  Punkt  T  mit  dem  Punkte  O 
zusammenfällt,  nie  verschwindet,  so  verschwindet  der  vorstehende 
Ausdruck  nur  dann,  wenn  der  Cosinus  des  Winkels  SOT  gleich 
Null  wird,  das  heisst  wenn  die  Linien  OS  und  OT  auf  einander' 
senkrecht  stehen.  Sobald  daher  OT  fest  gegeben  isty  so  wird  die 
Forderung^  dass  der  Ausdruck  (3*)  gleich  NuU  sei,  durch  alle 
Punkte  S  erfHUt,  für  welche  die  Linie  OS  auf  der  Linie  OT 
senkrecht  steht,  und  dies  geschieht  für  alle  Tunkte  derjenigen 
Ebene,  die  durch  den  Coordinaienanfangspufikt  0  hindurchgeht 
und  auf  der  Linie  OT  senkrecht  steht.     Bei  beliebig  gegebenen 

Werthen  ^^  V^%>  5^  ^^^^  ^3  ^^fm  ^^   deshalb  das  Verschwin- 

m 

den  der  rechten  Seite  von  (3*)  der  Ausdruck  dafür^  dass  der 
Punki  S,  dessen  Coordinaten  x^  V  «ni  oc^  ^^k>  ^3  ^^33  ^^'  ^^ 
der  bezeichneten  Ebene  liegt,  und  bildet  die  Gleidhung  dieser 
Ebene.  Die  Gleichung  einer  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  0 
geJtefiden  Ebene  hat  mithin  die  allgemeine  Gestalt 

Ax^  +  Bx^  +  Gr„  =  0, 
wo  A^  B,  C  gegebene  Constanten  sind. 

In  dem  besondern  Falle,   dass   die    tem'äre  Form   gleich 
009 
^1  ■*■  ^o  +  ^  Js*j  ^"^  ^^^  ^i>  ^1»  ^»  ^^®  rechtwinkligen  Coordi- 

naten  des  Punktes  S,  desgleicJien  f»,  5«,  ?n  ^*^  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Punktes  T  sind,  nimmt  die  Gleichung  (3*)  die 
einfache  Gestalt  an 

(4)  OS.OT  cos  {SOT)  =  x,  f,  +  rc,  |,  +  a?«  f». 

Mit  den  gegenwärtigen  Hülfsmitteln  kann  die  Transforma- 
tion einer  positiven  temären  Form  durch  eine  Substitution  ersten 
Grades  geometrisch  gedeutet  werden.    Durch  die  »Substitution 
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(5)  X  •=  y    X*   •\-  y    x'   -\-  y    x* 

^  =  y    X*   ^  y    X*   +  y    X* 

2  '21         1  ^^22         2     "^    '23        3 

X  '=  y    X*   •\-  y    x'  +  y     x*  ^ 

3  '31         1  '32         2   ^    '33         S' 

deren  Coefficienten  reell  sind  und  deren  Determinante  V  nicht 
gleich  Null  ist,  gehe  die  gegebene  wesentlich  positive  ternäre 
Form  in  die  Form 

(6)  g  {x\,  x\,  x*^  =        a'ii  x\         +    o!^  x'l       +     a'^  x'l 

über.  Die  gewählten  Bezeichnungen  sind  in  denen  des  §  81 
enthalten,  wofern  dort  n=3  gesetzt  wird.  Die  Form  g  (x\^  x\j  x\ ) 
mnss  ebenfalls  eine  wesentlich  positive  ternäre  Form  sein;  denn 
wenn  ein  System  von  reellen  Werthen  x\^x\,x\  existirte,  für 
welches  die  Form  g{oo\^x\jX\)  negativ  würde,  oder  wenn 
ausser  dem  System  x\=0,  x\  =  o,  a;'a  =  0  ein  System  von  reellen 
Werthen  x\,  x\^  x\  existirte,  fllr  das  die  Form  g  {x\,  x\,  x\) 
gleich  Null  würde,  so  ergäbe  das  System  (5),  da  die  Deter- 
minante r  nicht  gleich  Null  ist,  zugehörige  bestimmte  reelle 
Werthe  x^^x^^x^,  Itlr  welche  die  Form  f(x,,x,^,x^)  respectivc 
negativ  werden  oder  verschwinden  müsste,  ohne  dass  x^  =  0, 
.r,  =  0,  x^=0  wäre. 

Die  Gleichungen  (19)  des  §  81  liefern  bei  der  Annahme 
n  =  ii  die  vollständigen  Ausdrücke  von  den  Cocfficicnten  der 
Form  g{x\yX\yX\).  Als  Repräsentanten  aller  übrigen  Coeilfi- 
cienten  können  die  Ausdrücke  von  a'^^   und  a^,  dienen 

(7)  a\,=         Oji^ii        4-    a,^yl^        +    a^^y^, 

+  2  a,3  y,,  ^31  +  2a3i  hi  7x1  +  2«,,  J'n  /,, 

(8)  «Vi  =  Kl  ^11    ^-  «12  ^21   +    «13  ^31)  Vu 

+  (a^i  y^i  +  a.^,  y.,^  +  a^  y,,;^  /,, 

+  («81  yil    +  «32  ^21  -♦-  «23  rZl)  /:.2- 

Der  Coefficicnt  a\^  geht  aus  der  Form  f{x^^x^,^T^)  selbst 
durch  die  Einsetzuug  der  Werthe  x^  =  y^j,  x,^  =  y.^^  x.^  =  y.^, 
hervor,  der  Coefficicnt  a\^  aus  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(3*)  durch  die  Einsetzung  der  Werthe 

^1  ^^   ^11»    ^2  ^^  ^21»   ^3  ^^  y»l»    bi  =  ^12»    ^2  ^^  /'22'    ^M  -^   7:\r 
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Die  Grösse  a\i  Vit  desludb  gleich  dem  QuadrcUe   des  Ah- 

standes  zwisclien  dem  Anfangspurikte  der  Coordinaten  und  dem 
Funkte  mit  den  Coordinaten 

Die  entsprechende  BedetUung  hat  a*^  für  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten 

(10)  y„  Vä^,  y^  l/a~,  y^  V^ 
und  a'33  für  den  Punkt  mit  den  Coordinaten 

(11)  Ym  Vä^^j  y^  Ka~   y^  Vä^. 

Wenn  daher  in  der  Gleichung  (3*)  die  so  eben  angedeutete 
Substitution  gemacht  wird,  so  ist  auf  der  linken  Seite  die  Ent- 
fernung OS  durch  Va\^j  die  Entfernung  OT  durch  Va\^  zu  er- 
setzen, und  bezeichnen  wir  den  hier  auftretenden  concaven  Winkel 
SOT  mit  co',2,  so  entsteht  die  Gleichung 

(12)  Vä\^  l/^  cos  co\^  =  a',,. 

Wir  denken  uns  jetzt  von  dem  Anfangspunkte  0  aus  nach 
den  drei  Punkten,  deren  Coordinaten  in  (0),  (10)  und  (11)  an- 
gegeben sind,  gerade  Linien  gezogen  und  fassen  dieselben  als 
ein  System  von  neuen  Axen  auf;  die  von  dem  Punkte  0  aus 
nach  den  betreifenden  Punkten  führenden  Richtungen  bezeichnen 
die  drei  positiven  neuen  Ilalbaxen.  Der  concave  Winkel  zwischen 
der  ersten  und  der  zweiten  positiven   neuen  Ilalbaxe  ist  (o\^ 

genannt  worden,   die   concaven  Winkel   zwischen   der  zweiten 
und  dritten,  der  dritten  und  ersten  mögen  respective  w'^g,  w'gj 

heissen,    und    werden    nach  Massgabe    von   (12)    durch    die 
Gleichungen 

(13)  1/0^2 1^«^  ^8  w'23  =  0^3,  Va^^  l/ä\i  cos  w'gj  =  a\^ 
bestimmt.  Diese  Gleichungen  entsprechen  genau  den  Gleichungen 
(17)  des  vorigen  §  und  vermitteln  die  geometrische  Interpreta- 
tion der  Form  g  (x\,  x\y  x\).  Wenn  in  der  Substitution  (5), 
vermöge  deren  f{x^^x^^x^)^=g{x\^x\^x\)  wird,  den  Va- 
riabein x\^x\^x\  einmal  die  Werthe  1,0,0,  ein  zweites  Mal 
die  Werthe  0,  1,0,  ein  drittes  Mal  die  Werthe  0,0, 1  beigelegt 
werden,  so  nehmen  die  Variabein  rr^,  a?,,  x^  respective  die 
Werthe  y^,,  y^r  Yzi\  ^12»  Yn^  Yz^i  Yiz^  Yiv  ^3  an.     Diese  Werth- 
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Systeme  liefern  beziehungsweise  die  Coordinaten  (9),  (10),  (11). 
Aus  diesen  Gründen  wird  derjenige  Punkt  im  Raufne^  dessen 
Coordinaten  in  Bezug  auf  das  zu  der  Form  /*(^,,  a;,,  a:,)  gelüjrige 
System  von  Axen  die  Werthe 

X,  Vä^^,  x^  Va^,  a?3  Va^^ 

haben,  wofern  die  Variabein  a:,,  a:,,  x^  mit  den  Variabein  x\,  x\f  x"^ 
durch  die  Gleichungen  (5)  verbunden  sindy  durch  drei  neue  Coor- 
dinaten bezeichnet  j  welche  sich  auf  das  zu  der  Form  g{x\,  ^'j>^'s) 
zugehörige  vorhin  construirte  System  von  neuen  Axen  beziehen 
und  die  Werthe 

x\  Vä\,y  x\  Vä'^y  x\  l/aV, 
erhalten.  Die  Form  (x\y  x\,  x\)  drücM  wieder  das  Quadrat  des 
Ahstandes   zwischen  jenem  Punkte    und   dem   nicM   verändertet 
Coordinatenanfangspufikte  0  aus. 

Der  Rauminhalt  des  der  Form  g(x\fX\,x\)  zugehörigen 
Grundparallelepipcdons,  dessen  eine  Ecke  der  Coordinaten- 
anfaugspunkt  0  ist,  und  bei  dem  die  drei  von  0  ausgehenden 
Kanten  auf  den  drei  positiven  neuen  Halbaxen  liegen  und  re- 

spective  die  Längen  l/a'^,  l/o'sa»  ^^"'33  haben,  wird  nach  dem 
vorigen  §  durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Determinante  D' 
der  Form  g{x\,x\,x\)  gemessen.  Nach  (25)  des  §  81  ist 
B'  =  r^Dy  mithin  ist  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  De- 
terminante D'  gleich  dem  Product  der  positiven  Quadratwurzel 
aus  der  Determinante  D  und  dem  absoluten  Werthe  ±  /'  der 
Substitutionsdeterminante  /  *.  Also  hat  der  Ttauminlialt  des  neuen 
GrundparäUelepipedons  den  Ausdruck 

(14)  ±iVi). 

Der  Uebergang  von  den  Coordinaten  x^  l^^n,  ^^  ^^«j»» 
x^  l/aj,3  zu  den  Coordinaten  x\  Va\^,  x\  Va\^,  x\^  Va*^  wel- 
cher durch  die  Gleichungen  (5)  bewirkt  ist,  wird  eine  Irans- 
formation  der  Coordinaten  genannt.  Bei  diesen  Gleichungen  ist 
das  Verschwinden  der  Determinante  /'  ausgeschlossen  worden, 
damit  sowohl  zu  jedem  System  von  Werthen  x\fX\^^x\  ein 
bestimmtes  System  von  Werthen  x^,x^,x^  geheure,  wie  auch 
das  Umgekehrte  Statt  finde.  Würden  die  Gr(>ssen  y^  so  ange- 
nommen, dass  ihre  Determinante  verschwindet,  so  Hessen  sich 
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drei  Grössen  Aj  B,  (7,  die  nicht  alle  gleich  Null  sind,  in  der 
Weise  bestimmen,  dass  die  drei  Gleichungen 

erfüllt  wären.  Dann  würden  aber  die  drei  Punkte,  deren  Coor- 
dinaten  in  (9),  (10),  (11)  angegeben  sind,  und  nach  denen  von 
dem  Punkte  0  aus  die  drei  neuen  Axcn  gerichtet  sind,  zu- 
folge einer  obigen  Bemerkung  die  Gleichung  einer  durch  den 
Coordinatenanfangspunkt  0  gehenden  E\)euQAx^+ 3x^+0x^=^0 
befriedigen,  und  in  Folge  dessen  müsstcn  die  drei  neuen  Axen 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Dadurch,  dass  die  De- 
terminante r  nicht  gleich  Null  sein  darf,  ist  diese  Möglichkeit 
aufgehoben.  Es  fragt  sich  jetzt  noch,  wie  sich  die  Substitutionen^ 
bei  detien  r  positiv  istj  von  derjenigen  unterscheiden,  bei  denen  r 
negativ  ist. 

Da  das  zu  der  Form  f{x^,x^,x^)  gehörige  Grundparallel- 
epipedon  alle  für  das  erste  Coordinatensystem  wesentlichen 
Stücke  enthält,  und  das  der  Form  g  {x\j  x\,  x\)  zugehörige 
Grundparallelepipedon  in  Betreff  des  zweiten  Goordinatensystems 
dieselbe  Rolle  spielt,  so  darf  man  sich,  um  ein  vollständiges 
Bild  von  dem  Vorgange  der  Transformation  zu  erhalten,  vor- 
stellen, dass  das  erste  Grundparallelepipedon  durch  eine  Aen- 
dcrung  der  entsprechenden  Stücke  in  das  zweite  Grundparallel- 
epipedon umgewandelt  werde.  Wir  betrachten  nun  zwei  Sub- 
stitutionen, von  denen  die  erste  eine  positive  Determinante,  die 
zweite  eine  negative  Determinante  hat,  nämlich 

(12)  x=x\  y  =  y\  z  =  z* 
und 

(13)  x=  —  x\  y  =  —y\  z  =  '-z\ 

Bei  der  ersten  Substitution,  deren  Determinante  gleich  1  ist, 
erfährt  das  Grundparallelepipedon  gar  keine  Aenderung;  bei 
der  zweiten  Substitution,  deren  Determinante  =  —  1  ist,  bleiben 
die  Längen  der  von  0  ausgehenden  drei  Kanten  und  die  Nei- 
gungswinkel der  Kanten  ebenfalls  ungeändert,  jedoch  wird  aus 
jeder  der  ursprünglichen  negativen  Halbaxen  die  gleichnamige 
neue  positive  Halbaxc.    Für  den  Augenblick  möge  das  Ursprung- 
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liehe  Grnndparallelcpipedon  das  erste,  das  aus  der  zweiten  Sub- 
stitution hervorgehende  Grundparallelepipedon  das  zweite  ge- 
nannt werden.  Wenn  man  jetzt  durch  die  Anwendung  einer 
beliebigen  Substitution,  deren  Determinante  /'  nur  nicht  gleich 
Null  sein  darf,  eine  dritte  Transformation  der  Form  f(oc^^x^,x^) 
ausflihrt  und  dadurch  ein  drittes  Grundparallelepipedon  erzeugt, 
so  kann  dasselbe  auf  die  folgende  Weise  mit  dem  ersten  und 
dem  zweiten  Grundparallelepipedon  verglichen  werden.  Die 
Vergleichung  mit  dem  ersten  Grundparallelepipedon  geschieht 
so,  dass  durch  eine  Drehung  des  dritten  Grundparallelepipedons 
um  den  festen  Punkt  0  die  erste  Kante  des  dritten  in  die  erste 
Kante  des  ersten  Grundparallelepipedons  gebracht  wird,  dass 
ferner  die  Ebene,  in  welcher  die  erste  und  die  zweite  Kante 
des  dritten  Grundparallelepipedons  liegen,  in  die  Ebene  gebracht 
wird,  in  der  sich  die  erste  und  die  zweite  Kante  des  ersten 
Grundparallelepipedons  befinden,  und  dass  hiebei  die  zweite 
Kante  jeder  Fläche  auf  dieselbe  Seite  der  ersten  Kante  filllt. 
Die  Vergleichung  des  dritten  Grundparallelepipedons  mit  dem 
zweiten  wird  durch  eine  Drehung  des  dritten  um  den  festen 
Punkt  0  in  der  genau  entsprechenden  Weise  bewerkstelligt. 
Dann  mtiss  die  dritte  Kante  des  drittelt  Grundparallelogramnis 
entweder  mit  der  dritten  Kante  des  ersten  Grundparallelepipedons 
auf  dieselbe  Seite  der  den  beiden  GrundparaUclepipedeyi  gemein- 
Samen  Ebene  fallen,  oder  die  dritte  Kante  des  dritten  Grund- 
pardllelepipedom  muss  mit  der  dritte^i  Kante  des  zweiten  Grund- 
parallelepipedons auf  dieselbe  Seite  der  den  beiden  Grundparällel- 
epipeden  gemeinsamen  Ebene  fallefi.  Wir  unterscheiden  diese  bei- 
den  Möglichkeiten  als  den  ersten  und  den  ::xveitcyi  Fall  Wenn 
man  ftlr  das  ursprtlngliche  Grundparallelepipedon  die  oben  er- 
örterte Annahme  macht,  dass  die  erste,  zweite,  dritte  Kante 
respective  nach  links,  nach  rechts,  nach  oben  gerichtet  seien,  so 
sind  die  erste,  zweite,  dritte  Kante  bei  dem  zweiten  Grund- 
parallelepipedon respective  nach  links,  nach  rechts,  nach  unten 
gerichtet,  und  das  dritte  Grundparallelogramra  erscheint  ver- 
möge der  beschriebenen  Drehung  entweder  in  dem  ersten  oder 
dem  zweiten  Falle,  je  nachdem  die  relative  Lage  seiner  Kanten 
von  der  einen  oder  der  anderen  Beschaffenheit  ist.  Nun  kann, 
wenn  der   erste  Fall  eintritt,   das  dritte  Grundparallelepipedon 
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durch  eine  allmählige  Aenderung  in  das  erste  übergeführt  werden, 
ohne  dass  hiebei  die  drei  Kanten  des  veränderlichen  Grund- 
parallelepipedons  in  dieselbe  Ebene  fallen;  desgleichen  kann, 
wenn  der  zweite  Fall  eintritt,  das  dritte  Grnndparallelepipedon 
durch  eine  allmählige  Aenderung  in  das  zweite  übergeführt 
werden,  ohne  dass  die  drei  Kanten  des  veränderlichen  Gnind- 
parallelepipedons  in  dieselbe  Ebene  fallen.  Wollte  man  aber 
das  dritte  Grundparallelepipedon  in  dem  ersten  Falle  durch 
eine  allmählige  Aenderung  in  das  zweite  Grundparallelepipedon 
verwandeln,  so  müssten  die  drei  Kanten  des  veränderlichen  Grund- 
parallelcpipedons  durch  eine  Lage  hindurchgehen,  in  der  sie  in 
dieselbe  Ebene  fallen.  Und  das  gleiche 'müsste  geschehen,  so- 
bald man  in  dem  zweiten  Falle  das  dritte  Grundparallelepipedon 
durch  eine  allmählige  Aenderung  in  das  erste  Grundparallelepipe- 
don verwandeln  wollte. 

Eine  allmählige  Aenderung  des  dritten  Grundparallelepipe- 
dons  wird  dadurch  dargestellt,  dass  die  Coefficienten  y^  ,  welche 

das  dritte  Grundparallelepipedon  hervorbringen,  sich  allmählig 
ändern.  Eine  Aenderung,  bei  der  die  drei  Kanten  in  dieselbe 
Ebene  fallen,  ist  eine  solche,  bei  der  die  Coefficienten  y.    eine 

verschwindende  Determinante  bekommen.  Dem  Festhalten  des 
ersten  Grundparallelepipedons  entspricht  die  positive  Determi- 
nante /'=  1,  dem  Uebergehen  zu  dem  zweiten  Grundparallelepipe- 
don die  negative  Determinante  /'=  —  1.  In  dem  oben  definirten 
ersten  Falle  kann  von  dem  dritten  Grundparallelepipedon  zu 
dem  ersten  übergegangen  werden,  ohne  dass  die  drei  Kanten 
in  dieselbe  Ebene  fallen  oder  die  Determinante  T  gleich  Null 
wird,  in  dem  zweiten  Falle  kann  von  dem  dritten  Grund- 
parallelepipedon zu  dem  zweiten  übergegangen  werden,  ohne  dass 
die  drei  Kanten  in  dieselbe  Ebene  fallen  oder  die  Determinante  /' 
gleich  Null  wird.  Dagegen  ist  ein  Uebergang  im  entgegengesetzten 
Sinne  nicht  möglich,  ohne  dass  die  drei  Kanten  in  dieselbe 
Ebene  fallen  oder  die  Determinante  /'  verschwindet.  Mithin 
tritt  der  erste  Fall  oder  der  ztoeite  Fall  ein,  je  nachdem  die  Deter- 
minante r  das  2^ositive  oder  das  iiegative  Vorzeieheti  luxty  und 
darin  liegt  die  gesuchte  Unterscheidung, 
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1 17.  SyttMn  panll«l«plp«4iioli  t^ordnctor  Punkte  im  Bai 
V«riohl«d«i«  AaordBwi|r«n  «laMi  sololi«n  Systems. 

lioi  der  geoniotriscbcn  Interpretation  einer  positiven  ter- 
nUron  Form,  wie  bei  der  Interpretation  einer  positiven  binären 
Form,  knüpft  »ich  ein  Hauptinteresse  an  die  Voranssetzang,  dass 
die  hcfrrffhideH  VarioMn  gleich  dOcn  möglichcft  positiven  und 
9H^Ui^rH  ganjTfi  XiMcn  geseUt  «yrrfm.  Wenn  die  Variabein 
der  obigon  Form  f{x^,  x^,  x^  die  Reihe  der  sSmmtlicben  ganzen 
Zahlen  darehlaafen,  and  wenn  in  einem  Pankte  S,  dessen  Coor- 

dinaten  die  Werthc  x^  Ka^^,  x^  j/a^,  x^  Va^^  haben,  die  in  §  85 

dciinirten  Pnnktc  S,,  S,,  5,  gehören,  so  nimmt  der  auf  der 
cr«ton  Coordinatenaxe  befindliehe  Punkt  S^  lauter  Oerter  ein, 
die  von  dem  Ooordinatenanfangspnnkte  O  ab  gerechnet  immer 

um  die  I«linge  I  ^o^^  von  einander  abstehen,  der  auf  der  zweiten 

(\H^rdinatenaxe  befindliehe  Punkt  5,  erhSlt  in  derselben  Weise 

lauter  iVrter  von  dem  Abstände  I  ^a^.  und  der  auf  der  dritten 

C«>i>rdinatenaxe  befindliehe  Punkt  5,  lauter  Oerter  von  dem  Ab- 

Stande   1  o^.    Um  alle  betreffenden  Pankte  5  zu  eon$trairen« 

i»t  dureh  ieden  Punkt  5,  eine  Ebene  zu  lecen.  welche  der- 
^ienipf'n  Coi^nlinatenebene  parallel  ist.  die  durch  die  zweite  und 
die  drine  CtH^itlinatenaxe  hindurehceht.  und  hieraut  ist  mit 
j<t)em  Punkte  ^,  und  5^  ent5?p^i^cbend  zu  verfahren.    AV  ämm«?- 

/intAtn   IStmif/  S.   rfv   lirti   ^mccakliofm  Wf^kam   r-;-»i  x..  -,.  -r. 

•  •  •      •      • 

Soiiald  Kei  der  S^HsaiXKikm  de»  ersicz  Gr 

O^  x^  =  :„  T.  --  7,,  x\  —  - .,  j  . 
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die  CoefGcienten  y^  ,    deren  Determinante  /'  nicht  gleich  NuU 

sein  darf,  ebenfalls  lanter  ganze  Zahlen  sind,  so  liefern  ganz- 
zahlige Werthe  der  Variabein  a;\,  x\^  x\  nothwendig  auch 
ganzzahlige  Werthe  der  Variabein  x^.x^^x^.  Die  sämmüichen 
ganzedKligen  Werthe  der  Variabein  x\,  x\y  x\  beziehen  sich  auf 
dasjenige  System  parallelepipedisch  geordneter  Funkte,  welches  der 
Form  g(x\,  x\^  x\)  zugehört,  die  aus  der  gegebenen  Form 
fi^tj  ^5»>  ^3)  vermöge  der  angewendeten  Stibstitution  entstM.  Dieses 
System  von  Punkten  ist^  nach  den  oben  definirten  neuen  Coordi- 
natenaxen  geordnet;  sein  Grundparallelepipedon,  dessen  drei  Kanten 

l/ö'~  l/a'jjj,  Va\^  sind,  hat  den  Rauminhalt  VD'  =  ±iVD, 

und  icird  desJwib  aus  dem  Bauminhalt  des  ursprünglichen  Grund- 
pardllelepipedons  durch  MultipliccUion  mit  der  ganzen  ZaM  ±  F 
abgeleitet.  Die  sämmtlichen  Punkte  des  neuen  parallelepipedischen 
Systems  führen  auf  ganzzahlige  Werthe  der  Variabein  rc„  x^,  a?, 
zurück  und  sind  deshalb  unter  den  Punkten  des  ursprünglichen 
parallelepipedischen  Systems  enthalten.  Sobald  zu  jeder  Com- 
bination  von  ganzen  Zahlen  x^,  x^^x^  nothwendig  ganze  Zahlen 
x\,  x\,  x\  gehören,  so  muss  auch  jeder  Punkt  des  ursprüng- 
lichen parallelepipedischen  Systems  zugleich  ein  Punkt  des  neuen 
parallelepipedischen  Systems  sein.  Dieser  Fall  tritt  dann  und 
nur  dann  ein,  wenn  die  Gleichungen  (1),  nach  den  Grössen 
x\,  x\,  x\  aufgelöst,  Ausdrücke  ergeben,  bei  denen  die  a?,,  x^,x^ 
nur  mit  ganzen  Zahlen  multiplicirt  sind,  und  hiefttr  besteht 
nach  §  77  die  Bedingung,  dass  die  Determinante  T  gleich  der 
positiven  oder  der  negativen  Einheit  sei.  Alsdann  wird  der 
Rauminhalt  des  neuen  Grundparallelepipedons  demjenigen  des 
ursprünglichen  Grundparallelepipedons  gleich,  die  beiden  Systeme 
enthalten  dieselben  Punkte  und  unterscheiden  sich  dadurch  von 
einander,  dass  das  eine  nach  den  ursprünglichen  Axen  und  mit 

Anwendung  der  festen  Abstände  l/oj,,  V^o^i  V^«83>  das  andere 
nach  den  neuen  Axen  und  mit  Anwendung  der  festen  Abstände 

l^^'ii?  ^^^'22»  ^^\^  geordnet  ist.  Der  zwischen  den  Fällen  r=l 
und  r=  —  1  stattfindende  Unterschied  ist  im  vorigen  §  erörtert 
worden.  Wenn  die  Coefficienten  einer  quadratischen  Form  ge- 
gebene ganze  Zahlen  sind,  und  die  Variabein  gleich  beliebigen 
ganzen  Zahlen  gesetzt  werden,  so  flührt  die  Form  zu  der  Dar- 
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Stellung  von  ganzen  ZuMen.  Sobald  daher  ttir  eine  gegebene 
positive  ternäre  Form,  deren  Coefficicnten  ganze  Zahlen  sind, 
das  zugeordnete  parallelepipedische  Punktsystem  im  Räume 
constimirt  ist,  so  werden  alle  durch  die  Form  dai-stellbaren 
ganzen  Zahlen  durch  das  Quadrat  der  Abstände  rcpräsentirt, 
welche  die  einzelnen  Punkte  des  Systems  von  dem  mit  0  be- 
zeichneten festen  Punkte  haben. 


§  88.    Tr&gheitsgesetz  der  qnadratiiohen  Formen. 

Die  in  §  84  entwickelte  Methode  ist  geeignet,  um  jede 
gegebene  quadratische  Form  von  n  Variabein  durch  eine  Sub- 
stitution ersten  Grades  in  eine  neue  Form  zu  verwandeln,  welche 
nur  die  QuJidrate  der  neuen  Variabein  enthält.  Wenn  in  der 
dortigen  Form  f(x^,x^,...x„)  der  Coefficicnt  a,j    nicht  gleich 

Null  ist,  so  wird  dieselbe  durch  die  Gleichung  (5)  als  ein  Aggre- 
gat dargestellt,  das  aus  dem  in  eine  Constante  multiplicirten 
Quadrat  eines  Ausdruckes  ersten  Grades  der  Variabcln  und  aus 
einer  quadratischen  Form  von  n  —  1  Variabein  besteht.  Wenn 
dagegen  der  Coefßcient  a^   gleich  Null   ist,   so    lässt   sich   die 

gegebene  Form  durch  eine  Substitution  ersten  Grades,  deren 
Determinante  nicht  verschwindet,  in  eine  Form  g(x\yx\,f.,x'^) 
transformiren,  deren  Coefficicnt 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Auf  diese  neue  Form 
kann  dann  die  Gleichung  (5)  des  §  84  angewendet  werden,  so 
dass  das  Aggregat  eines  in  eine  Constante  multiplicirten  vollen 
Quadrats  und  einer  Form  von  n — 1  Variabein  hervorgeht.  Diese 
Form  gestattet  dann  entweder  unmittelbar  eine  eben  solche  Be- 
handlung oder  lässt  sich  durch  Anwendung  einer  Substitution 
des  ersten  Grades  in  eine  Form  verwandeln,  die  eine  eben 
solche  Behandlung  erlaubt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  end- 
lich eine  Form,  welche  nur  die  Quadrate  von  Ausdrücken  ersten 
Grades  der  urs|)rünglichen  Variabein  enthält,  und  indem  diese 
Ausdrücke  als  die  neuen  Variabein  ?(,,  m,,  . . .  m„  eingeführt  wer- 
den, ist  der  gewünschte  Zweck  erreicht.  Bei  der  erwähnten 
Transformation 
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^l 


(1)  f  (x^,  X^,  .  .  Xn)  =  6j  Mj  +  6,  wj  +  . .  +  6»  u] 

ist  leicht  zu  erkenneD,  dass  sich  die  DcterminaDte  der  Form 
6j  mJ  +  ftji  tij  +  . .  +  6^  ul  zu  dem  Product 

(2)  »t6,    ..»„ 

zusammenzieht.    Stellt  man  femer  die  n  Functionen  u^,u^^.,.  u„ 

der  n  Variabein  a;,,  ajj,  ..ic»  zusammen,  und  bildet  aus  ihren  n« 
Coefficienten  die  Determinante  J,  so  muss  die  Determinante  D 
der  Form  f(x^J  a?,,  -.  .x„)  gleich  dem  Product  aus  der  Determi- 
nante (2)  und  dem  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  J  sein, 
mithin  die  Gleichung  bestehen 

(3)  D=h,b,..,b„jP. 

Sobald  daher  die  Determinante  D  der  gegebenen  Form 
nicht  gleich  Null  ist,  darf  weder  einer  der  Coefficienten  ft^,  63, .  .6^ 
noch  die  Determinante  ^verschwinden.  Dass  dieGrössenft,,  Jj,.  .6« 
sämmtlich  von  Null  verschieden  sein  müssen,  bedeutet,  dass  von 
den  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  vorhandenen  Quadraten  keines 
wegfallen  kann,  und  dass  .  /  nicht  Null  sein  darf,  drückt  aus, 
dass  die  n  Functionen  «j,  Wg, . . .  w«  der  Variabcln  x^,  x^, . .  x^ 
von  einander  unabhängig  sein  müssen. 

Das  zu  der  Ableitung  der  Gleichung  (1)  benutzte  Verfahren 
lehrt,  dass  es  auf  unbegrenzte  viele  von  einander  verschiedene 
Arten  möglich  ist,  eine  gegebene  quadratische  Form  als  eine 
Summe  von  mit  Constanten  multiplicirten  Quadraten  darzustellen. 
Wir  halten  jetzt  wieder  die  Voraussetzung  fest,  dass  die  Coeffi- 
cienten der  gegebenen  Form  reelle  Grössen  seien,  und  dass  die 
Coefficienten  der  anzuwendenden  Substitutionen  dieselbe  Be- 
dingung erftlllen,  und  nehmen  an,  dass  fUr  die  gegebene  Form 
f(x^jX^,..,x^\  deren  Determinante  D  nicht  gleich  Null  sein 
soll,  irgend  zwei  verschiedene  Darstellungen  der  angegebenen 
Art  ausgeführt  seien.  Man  habe  also  ausser  der  obigen 
Gleichung  (1)  noch  eine  zweite  Gleichung 

(3)  f(x,,x^, . . .  Xn)  =  c,  v\  +  c^vl  +  . , .  -h  Cn  vj, 

wo  Vi,  v 2, ...  v«  wieder  Functionen  des  ersten  Grades  der  Va- 
riabein x^,  x^,. . .  x„  sind,  und  c,,  c^, . . .  c„  Constanten  bedeuten, 
von  denen  aus  den  angegebenen  Gründen  keine  gleich  Null  sein 
kann.  Auf  diese  Voraussetzungen  bezieht  sich  ein  Satz,  den 
Jacobi  und  Sylvester  unabhängig  von  einander  gefunden  haben, 
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der  nach  Jacobis  Tode  durch  C.  W.  Borchardt  im  53teii  Bande 
des  von  ihm  herausgegebenen  Journals  p.  275  mitgetheilt,  von 
Sylvester  in  dem  philosophical  Magaz.  1852,  II  pag.  138  publi- 
cirt  und  das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen  genannt 
worden  ist.  Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  in  den  beiden  Darstel- 
lungen die  AnzaJd  der  mit  positiven  Factoren  midtiplicirten  Qua- 
drate und  die  Anzahl  der  mit  negativen  Factoren  mtUtiplicirten 
Quadrate  diesdhe  sein  muss^  oder,  dass  die  eine  AnzaJd  wie  die 
andere  Anzahl  hei  jeder  auf  dem  reellen  Gebiete  bleibenden  Trans- 
fommtion  unveränderlich  ist. 

Um  den  Unterschied  der  bei  den  verschiedenen  Quadraten 
auftretenden  Factoren  in  ein  helleres  Licht  zu  setzen,  mögen 
in  beiden  Darstellungen  (l)und(2)  die  einzelnen  Factoren  durch 
ihre  absoluten  Werthe  mit  HinzulUgung  des  positiven  oder  ne- 
gativen Vorzeichens  ausgedrückt  werden,  so  dass  man  hat 

(4)  6,  =  5B.,  b,  =  ^„..b,  =  f8„  &*^.  =  -»*+„.. 6.  =  - »., 

(5)  c,  =  e„  c,  =  Sj, . .  c,  =  6„  c,^j  =  -  S,^„ . .  c,  =  —  6,. 

Die  Vereinigung  der  beiden  Darstellnngen  erzeugt  demnach  die 
Gleichung 

(6)  »^  ul  + ..  +  SB,  «:-S,^,  m:^,-  . .  -  93„  «^ 


n 


Weil  nun  sowohl  die  n  Grössen  w,,  Mj,  . . .  u„  wie  auch  die 
n  Grössen  v^yV^,...v„  unabhängige  homogene  Functionen  des 
ersten  Grades  dern  Variabein  x^,  x^y ,  ..x^  sind,  so  können  die 
x^j  iPa, . . .  x„  auf  ganz  bestimmte  Art  durch  die  w,,  u^^ . . .  w*  aus- 
gedrtlckt  werden,  und  durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke 
gehen  die  Vj,  v^, . . .  v„  in  unabhängige  homogene  Functionen 
des  ersten  Grades  der  Variabein  m^,  w,,  . . .  u„  über.  Wir  denken 
uns  die  v^,  t;„  . . .  v„  in  diese  Gestalt  gebracht.  Jetzt  lässt  sich 
zeigen,  dass,  wenn  in  der  Gleichung  (6)  die  Anzahl  l  kleiner 
oder  grösser  wäre  als  ä,  ein  Widerspruch  entstehen  müsste.  Ge- 
setzt, es  sei  l<k.  Dann  ist  die  Anzahl  der  Grössen  r,,  Vj,...  v/ 
und  M^^j, .  . .  w„  gleich  l  -{-n  —  k  und  deshalb  kleiner  als  n.  Man 
kann  aber  die  l-^-n—k  Gleichungen 
(7)     v^  =  0,  v,,  =  0,...Vi  =  0]  u^^,=0,  w^_^.^  =  0,...w„  =  0 

zwischen  den  n  Grössen  u^y  u,, . . .  u»  stets  so  erfüllen,  dass  we- 
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nigstens  eine  von  den  Grössen  Wj,  w,, . . .  w*  nicht  den  Werth  Null 
erhält.  Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  homogene 
Functionen  des  ersten  Grades  von  den  Grössen  n,,  u,, .  . .  u,,, 
und  ihre  Anzahl  ist  kleiner  als  n.  Wenn  man  zu  dem  System 
der  Gleichungen  (7)  io  viele  Gleichungen  aus  diesem  System 
von  gegebenen  Gleichungen  hinzuschreibt,  bis  die  Anzahl  n  er- 
reicht ist,  so  drückt  das  neue  System  von  n  Gleichungen  keine 
andere  Forderung  aus,  als  das  System  (7).  Zugleich  ist  aber 
die  Determinante  der  Coefficienten  des  neuen  Systems  gleich 
Null,  weil  unter  den  Elementen  desselben  wegen  der  vorhan- 
denen Wiederholungen  gleiche  Reihen  vorkommen  müssen.  Das 
neue  System  von  n  Gleichungen  besitzt  daher  alle  Eigenschaften, 
die  bei  dem  System  (14)  des  §  75  vorausgesetzt  sind.  Von  diesem 
System  ist  dort  nachgewiesen,  dass  es  stets  eine  Auflösung  ge- 
stattet, bei  welcher  wenigstens  eine  der  Unbekannten  willkürlich 
bleibt.  In  dem  gegenwärtigen  Falle  sind  den  Unbekannten 
^k+v  •••**!•  ^^®  Werthe  Null  vorgeschrieben,  mithin  bleibt  we- 
nigstens eine  der  übrigen  Unbekannten  willkürlich  und  dieser 
legen  wir  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  bei. 

Wir  haben  also  ein  derartiges  System  von  Grössen  t<x,  ti2,..Mji, 
welche  die  Gleichungen  (7)  befriedigen,  und  wenden  dieses  auf 
die  Gleichung  (6)  an.  Dadurch  verschwinden  auf  der  linken 
Seite  die  negativ  genommenen,  auf  der  rechten  Seite  die  positiv 
genommenen  Quadrate,  und  es  resultirt  die  Gleichung 

(8)  «iMi  +  »2M^  +  ..Ö*m'  =  — S,^,r'^j~6,^,v'^,-..-6,t;'. 

Da  von  den  Grössen  u^,  u,, .  . .  u^  wenigstens  eine  nicht  gleich 
Null  ist,  so  hat  die  linke  Seite  von  (8)  nothwendig  einen  po- 
sitiven die  Null  tibertreffenden  Werth.  Die  rechte  Seite  von  (8) 
kann  aber  bei  der  Einsetzung  der  gewählten  Werthe  u,,  u^j...u^ 
niemals  positiv  werden;  deshalb  zieht  die  Voraussetzung,  dass 
l<:Jc  sei,  wie  behauptet  worden,  einen  Widerspruch  nach  sich. 
Aus  der  Voraussetzung,  dass  l>h  sei,  würde  n — Kn — k  fol- 
gen, und  dann  könnte  man  aus  der  Auflösbarkeit  der  k  +  n — l 
Gleichungen 

(9)  Wj  =  0,  «2  =  0,...  u^  =  0;  v^^j  3=  0, ...  v^  =  0 
ebenfalls  einen  Widerspruch  ableiten.    Die  Gleichung  (6)  kann 
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daher  nicht  anders  bestehen,  als  indem  die  Anzahl  k  gleich  der 
Anzahl  l  ist.  In  den  beiden  Darstellungen  der  gegebenen  qua- 
dratischen Form  mnss  also  die  Anzahl  der  positiv  genommenen 
Quadrate  stets  dieselbe  und  auch  die  Anzahl  der  negativ  ge- 
nommenen Quadrate  stets  dieselbe  sein.  Mit  diesem  Beweise 
des  Trägheitsgesetzes  der  quadratischen  Formen  schliesst  der 
gegenwärtige  Abschnitt. 


Abschnitt  III. 

Unbe^enzt  fortgesetzte  Diyision. 

Capitel  I. 
Reenirente  Reihen. 

§  89.  Divifion  von  swei  rattonalen  ganzen  FnnotlonMi  elnar 

Variable. 

Sobald  eine  rationale  ganze  Function  gXx)  einer  Variable 
ir,  vom  .9ten  Grade,  durch  eine  rationale  ganze  Function  f{x) 
vom  92ten  Grade,  welcher  Grad  nicht  höher  sein  soll  als  der 
.ste  Grad,  dividirt  wird,  und  zwar  vermöge  einer  nach  den  fal- 
lenden Potenzen  der  Variable  x  geordneten  Division,  wie  sie  in 
§  GS  auseinander  gesetzt  ist,  so  erhält  man  eine  ganze  Function 
q  (x)  als  Quotient  und  eine  ganze  Function  r  (.r),  die  lir)chsten8 
vom  (n  —  l)tcn  Grade  sein  darf,  als  Rest;  diese  Functionen  be- 
friedigen die  Gleichung 
(1)  9{x)  =  nx)  q{x)  +  r{x). 

Auch  ist  in  dem  angeführten  §  bewiesen  worden,  dass  die  ganzen 
Functionen  q(x)  und  r(x)  durch  die  Forderung,  der  Gleichung 
(l)  in  der  angegebenen  Weise  zu  genügen,  eindeutig  bestimmt 
sind.   Aus  der  Gleichung  (l)  folgt  flir  die  rationale  gebrochene 

ff  (xi 

Function   j:r\   der  Ansdrack 

in  welchem  sie  als   das  Aggregat  einer  ganzen  Function  q  (x) 

r  (x) 
und  einer  rationalen  gebrochenen  Function  -7)  {  erscheint,  für 
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die  der  Zähler  r  [x)  von  niedrigerem  Orade  ist  als  der  Nenner. 
Nach  der  Analogie  der  bei  der  Division  der  ganzen  Zahlen 
gebräuchlichen  Bezeichnungen,  die  in  §  11  angeführt  sind,  wird 

der  Bruch  ^r  r,  bei  dem  der  Grod  des  ZäJders  den  Orad  des 

Nenners  übertrifft  oder  demselben  gleich  ist^  ein  unechter  Bruch, 

rix) 
der  Bruch  -yr-p  hei  dem  der  Grad  des  Zahlers  geringer  ist  als 

der  Grad  des  Nenners,  ein  echter  Bruch  genannt. 

Es  ist  möglich,  dem  Verfahren  der  nach  den  fallenden 
Potenzen  der  Variable  x  geordneten  Division  eine  Ausdehnang 
zu  geben,  durch  welche  der  Character  des  Verfahrens  vollstän- 
dig geändert  wird.  Die  Ausdehnung  beruht  darin,  dass  bei  der 
successiven  Bildung  der  einzelnen  Glieder  des  Quotienten  nega- 
tive ganze  Potenzen  der  Variable  x  zugelassen  werden.  Wie  seit 
§  23  habe  man 


n? 


(3)  f{x)  =  Oo  a;"  +  a,  a;"  ^  +  . . .  -h  a 

der  Goefficient  a^  ist  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt; 
wir  fiigen  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzu^  dass  der  Coefficient 
a^  ebenfalls  nicht  gleich  Null  sei,  um  im  Folgenden  gewisse  für 
die  Sache  selbst  unwesentliche  Unterscheidungen  abzuschneiden. 
Die  in  (1)  vorkommende  Function  r{x)  sei  diese 

(4)  r  {x)  =  ro  a;""*  +  r,  a;""^  +  . . .  +  r„_„ 

und  es  wird  angenommen,  dass  unter  den  Coefficienten  r^,  r,, . .  r^_i 
wenigstens  einer  von  Null  verschieden  sei;  andernfalls  wäre  r{x) 
überhaupt  gleich  Null  und  die  Function  f{x)  ein  algebraischer 
Theiler  der  Function  g  {x).  Das  h()chste  Glied  der  Function  f(x) 
in  das  höchste  Glied  der  Function  r  (x)  dividirt,  gicbt,  wofern 
r^^  der  erste  der  Coefficienten  r^,r^,,,.  r„_i  ist,  welcher  nicht 

r^  r^     _;i_i 

verschwindet,  den  Bruch        ^^^^  oder —  x       ,  und  dieser  bil- 

a^x  rt„ 

det  den  ersten  Bestandtheil  des  neuen  Quotienten 

-  x 

DasProduct  desselben  mit  der  Function  f{x),  von  der  Function 
r{x)  abgezogen,  bringt  die  Differenz  hervor 


(5)  -^x      '=P^x 
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(6)    ,•  (X)  -  fix)  P,  x-'-'  =  r,^,  x"-'^  + . . . + r,_i 

—  {a,x     +...+  a,)  — a;       , 

«—2—1 

bei  der  das  in  die  Potenz  x         mnltiplicirte  Glied  fortgefallen 
ist.    Ob  sich  einzelne  von  den  Gliedern,  welche  in  die  Potenzen 

oc         ,  X       '  ,  ..,ar    multiplicirt   sind,   fortheben,   hängt  von 
den  besonderen  obwaltenden  Verhältnissen  ab.  Dagegen  steht  es 

fest,  dass  das  Glied  —  a^  —  cT^"   sich  gegen  ein  anderes  nicht 


'0 


fortheben  kann  und  zugleich  unfähig  ist  zu  verschwinden,  weil 
in  Folge  der  geltenden  Annahmen  weder  der  Coefficient  Vj^  noch 

der  Coefficient  a„  verschwinden  darf.  Aus  diesem  Grunde  ist 
die  Differenz  (6)  ein  Aggregat  von  Gliedern,  welche  in  die  Po- 
tenzen X  ,  X  , . .  ,x  multiplicirt  sind,  und  bei  denen 
niemals  sämmtliche  Coefficienten  verschwinden  können.  Sobald 
daher  für  die  angegebene  Reihenfolge  der  Potenzen  der  Coeffi- 
cient der  Potenz  a;""'*~  der  erste  von  der  Null  verschiedene  ist, 
wobei  die  positive  Zahl  /«  nothwendig  grösser  sein  muss,  als 
die  positive  Zahl  A,  so  erzeugt  die  Division  mit  dem  höchsten 
Glicdc  a^  x^  der  Function  f(x)  den  zweiten  Bestaridtheil  des 
neuen  Quotienten 

(7)  P^  a;-"-. 

Auch  hier  ist  der  Coefficient  P„  in  keinem  Falle  gleich  Null, 
und  die  Wiederholung  der  angewendeten  Schlüsse  lehrt,  dass, 
wenn  von  der  Differenz  (6)   das  Product  f{x)  F^  x~^~    subtra- 

hirt  wird,  unter  den  bestehenden  Voraussetzungen  unmöglich 
alle  Glieder  fortfallen  können.  Das  gegenwärtig  angewendete 
Verfahrest  der  Division  erreicht  also  niemals  einen  vollständigen 
Ahschluss  und  kann  in  so  fem  nach  Willkür  unbegrenzt  fortge- 
setzt  werden.  Das  Ergehniss  des  Verfahrens  hat  die  folgende 
Gestalt 

(8)  lM.  =  P,x-'-^^P^x-^-^^...^P^x—' 

+  ....     .     .  ^^^^ 

LipschiU,  AiiAlyaia.  28 
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Die  positiven  ganzen  Zahlen  l,  ^j. , ,  co  bilden  eine  wachsende 
Reihe,  und  mit  So»  S^i»  •  •  •  S^^^i  werden  constante  Coefficienten 
bezeichnet. 

8  90.    Oeometrisoht  Reihe.    Aosdruok  der  Summe  einer 
Anisahl  von  auf  einander  folgenden  Gliedern  einer  i^eome- 

triechen  Reihe. 

Die  Beschaffenheit  der  ausgeführten  Entwickelung  des  echten 

Bruches  -^)-t-  hängt  vornehmlich  von  dem  Grade  n  der  Func- 

tion  f{x)  ab,   welche  den  Nenner  ausmacht.    Es  sei  zunächst 
«=  1,  mithin  f{x)  eine  Function  des  ersten  Grrades 
(2)  f{x)  =  a,X'\'a,. 

Dann  wird  r  (x)  eine  Function  des  nullten  Grades  und  reducirt 
sich  auf  die  Constante  r^,  gleichzeitig  giebt  die  nach  den  Vor- 
schriften des  vorigen  §  eingerichtete  Divison  das  Resultat 

Oo 

in  welchem  für  t  jede  positive  ganze  Zahl  genommen  werden 
darf.  Die  Coefficienten  der  auf  einander  folgenden  negativen 
Potenzen  der  Variable  x  haben  die  Ausdrücke 

/Q\       p  tje_    P *lo?i     p  ^o,?.»  p ( i\^o_^* 

\0)       jTq  —        ,   JT^  —  ^    y   sr^ —  , .  .  .  jTf — ^^       1;      ,^j    . 

Sie  werden  aus  dem  ersten  Ausdrucke     "  erhalten,  indem  der- 


selbe  mit  den  auf  einander  folgenden  Potenzen  der  Grösse 

multiplicirt  wird,  und  stellen,  da  eine  Reihe  von  Gliedern,  bei 
welcher  der  Quotient  eines  jeden  Gliedes  und  des  hervorgehen- 
den immer  denselben  Werth  hat,  eifie  geometrische  Reihe  genannt 

wird,  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten *  dar.  Hieniit 


«0 


r  ix^ 
ergiebt  sich  der  Satz,  dass  aus  einefn  echten  Bruche  ^\  ^.dessen 

fix) 

Nenner  eine  Function  des  ersten  Grades  von  x  isty  bei  der  nach 
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den  fallenden  Fotefisen  von  x  geordneten  Division  eine  Entwiche- 
hing  entsteht^  in  der  die  Coefficienten  der  negativeti  Potenzen  von 
X  eine  geometrisclte  Reihe  bilden.  In  der  gleichen  Weise  bilden 
die  vollständigen  Ausdrücke,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (2) 
zu  einander  addirt  werden 
.,v  p     — 1 ro    —1    j}     -2 ^0^1    — ^    p     —3 'V'??   — JJ 

eine  geometrische  Reilie  mit  dem  Anfangsgliede  -^x      und  dem 

Quotienten -x~  .    Wir  sehen  daher  auf  der  rechten  Seite 

von  (2)  die  Summe  der  (^  +  1)  ersten  Glieder  einer  geofnetrischen 
lieihe,  und  erhalten  einen  geschlossenen  Ausdruch  dieser  Summe, 
sobald  der  ausserdem  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  auftretende 
Bruch  durch  Subtraction  auf  die  linke  Seite  gebracht  wird,  wie  folgt 

(5)  -\ "r- -  -  =^a.--r,^a.-V...  . 

Der  Quotient ^-  ist  derjenige   Werth   der  Variable   x,   für 

welche  die  Function  a^X'\'a^  verschwindet,  oder  die  Wured 
der  Gleichung  des  ersten  Grades 

(6)  a,^  +  a,=0. 

Durch  die  Einftlhrung  des  Werthes  |  = -■  nimmt  die  Func- 

tion  a^x  +  a^y  wie  in  §23,  die  Gestalt  an 

(7)  a^x  +  a^=a^{x  —  ^), 

und  die  Entwickelung  (2)  geht  in  die  folgende  über 

(8)  ^^^.0       =  r^^-  ^  ro  ^^-^  ^.  £o|!.^-V  . . . 
a^  {x—l)      a«  a^ '  aj 

in  der  sich  das  Gesetz  der  auf  einander  folgenden  Glieder  noch 
deutlicher  ausprägt. 
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§  81«    AosfUhning  d«r  Division  duroli  die  Methode  der 

unbestimmten  Ooettoienten. 

Für  die  allgemeine  Erörterung  der  Gleichung  (8)  des  §  89 
ist  es  wesentlich,  sich  davon  zu.  überzeugen,  dass  die  Bestim- 
mung der  Coefficienten  P^^,  -Pu>  •  •  •  -^w  ^^^  ^^^  zugehörigen  con- 
stanten  Grössen  S^,  S^y,.,  S„_i  immer  nur  auf  eine  einzige  Weise 

möglich  ist,  und  daher  stets  in  derselben  Weise  erfolgen  muss, 
welches  Verfahren  auch  zu  diesem  Zweck  eingeschlagen  werde. 
Wir  bezeichnen  mit  <?oi  ön  •  •  •  Qi  ^^^^  Reihe  von  uhbestimnUen 

Coefficienten  und  mit  JBo\  -Bi  >  •  •  •  ^«-i  ^^^^  Reihe  von  constanten 
Grössen,  die  dem  jedesmaligen  Werthe  der  Zahl  t  entsprechend 
bestimmt  werden  sollen.  Für  diese  Werthe  gelte  die  der  Glei- 
chung (8)  des  §  89  nachgebildete  Gleichung 


(1)   7^  =  «?.^"'  +  <2.ar-'  +  . ..  +  (?, 


— /— 1 

X 


d%'-'-'  +  lt%'-'-\...+Itt.<c-'-' 


fix) 

Wenn   man  nun  beide  Seiten  znerst  mit  der  Potenz  x 
und  hierauf  mit  der  ganzen  Function  f{x)  multiplicirt,  so  muss 
fUr  einen  unbestimmten  Werth  von  x  die  Gleichung  gelten 

(2)  x-^\{x)^f{x){Q,x  +Q,x   '  +  ...  +  Q,) 

Die  linke  Seite  derselben  ist  eine  ganze  Function  von  x^  und 
die  rechte  Seite  giebt  die  ganzen  Functionen  an,  welche  bei 
einer  mit  der  ganzen  Function  f{x)  zu  vollziehenden  Division 
den  Quotienten  und  den  Rest  darstellen.  Es  liegt  also  eine 
Gleichung  vor,  die  genau  in  der  Gleichung  (1)  des  §  89  ent- 
halten ist,  und  nach  der  in  §  68  begründeten  Eigenschaft  der 
letztern  sind  daselbst  sowohl  der  Quotient  wie  auch  der  Rest 
eindeutig  bestimmt.  Das  heisst  in  Bezug  auf  den  vorliegenden 
Fall  nichts  anderes,  als  dass  sowohl  die  Grösse  Q^j  Qi,  •  .*  Qt  wie 

auch  die  zugehörigen  Grössen  Iv^ ,Ic*,,.. J?^J_i  eindeutig  be- 
stimmt sind.    Weil  nun   nach   dem   vielfach  und  auch  in  §  68 
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gebrauchten  Satze  (1)  des  §  44  bei  zwei  rationalen  ganzen  Func- 
tionen einer  Variable  x,  die  für  ein  unbestimmtes  x  einander  gleich 
sind,  die  Coefjftcienten  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  beziehungs- 
weise einander  gleich  sein  müssen,  so  muss  dies  auch  für  die 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (2)  gelten.  Die  Gleichsetzung  der 
Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  liefert  daher, 
wenn  man  erwägt,  dass  die  linke  Seite 

x'-"'  r  {x)  =  r,  x"-"'  +  r,  x""'^'  +  • .  •  +  r,^i  x'"-' 

mit  rc""*"'  beginnt  und  mit  a;'"*"*  aufhört,  und  wenn  man  auf 
der     rechten     Seite     die    Multiplication    mit     der     Function 

/•(a;)  =  aoX*4-a,  a:'*'~'  +  ...  +  a;,  wirklich  ausführt,  fUr  die  An- 
nahme t^n  zu  der  Bestimmung  der  Coefficienten  Q^,  Qu-'-Qi 

und  der  correspondirenden  Constanten  i2  J ,  if/ , . . .  R^l^i  das  System 
von  Relationen 

(3)    ro     =a,Q, 

^1       =  »0  <^i       +  «1  Qo 

r^     =  «0  Öi     +  «1  Qi     +  ««  Qo 


(4)  0=a,g,     +a,  (>«_!+.. .+a._,  (2,        +a^Q, 
0  =  Oo  ^„+1  +  a^  y«     +...+«1-1  (?,        +ö«ö,. 

0  =  «0  ^1     +  «i  Qi+\  +.  .+a«-i  öi-n+i+a,  Qt-n 

(5)  0  =  a,  (2,     +...+a,_i(2,_,+a+a,(2,_,+i+Äi'^ 

Hier  unterscheiden  sich  drei  Gruppen  von  Belationen.  Die 

Gruppe  (3)  rührt  von  den  Potenzen  a;""''' bis  a;'"*"^  her;  die  Gruppe 

(4)  von  den  Potenzen  x  bis  rr  ;  die  Gruppe  (5)  von  den  Potenzen 

x**^^  bis  x"* .    Wenn  die  Zahl  t  kleiner   ist,  als  die  Zahl  n,  so 
gilt  dagegen  das  System  von  Relationen 
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^1.-1  = 


a„„,_i  C,  4-  •  .  .  +a,_i  e,  +1?!;?., 


(5*)      0  =  a,_,  (2,  -h  .  .  .  +a._,  (?,  +  a.  (;>;+iJlV, 

0  =  a,  (?,  +i2i'li. 

In   demselben    cntsprieht   die   Gruppe  (3*)   den   Potenzen 

a?""*"'  bis  x",   die   Gruppe   (4*)   den   Potenzen   x"~^  bis  a:'"*"* ,    die 

Gruppe  (5*)  den  Potenzen  x'\mx^.  Bei  der  Annahme  ^=» — ] 
verschwindet  die  Gruppe  (4*).  Aus  den  gefundenen  Relationen 
ergeben  sich  die  Werthe  der  unbestimmten  Coefficienten  QotQiyQi 
nach  einander  durch  die  Auflösung  von  Gleichungen  des  ersten 
Grades  und  zwar  so,  dass,  wenn  diese  Grössen  zuerst  unter 
der  Voraussetzung  eines  bestimmten  Werthes  von  t  berechnet 
sind,  und  wenn  die  Rechnung  später  ttir  einen  grössern  Werth 
t*  =  t  -{-  T  wiederholt  wird,  die  zuerst  berechneten  Q^,,  Q^, . . .  (?| 
ihre  ursprünglichen  Werthe  behalten.  Dies  folgt  unmittelbar 
aus  der  Beschaffenheit  d^r  Gruppen  von  Relationen  (3*)  und  (3). 
Die  Ausführumj  der  Division  durch  die  Methode  der  unbe- 
stimmteth  Coefficienten  besteht  in  der  Deternünation  der  Grössen 
Qo^  Qiy  '  Qt  vermöge  der  successiven  Au/lösufKj  der  bezeichneten 
Gleichungen,  Da  es  sich  nun  gezeigt  hat,  dass  diese  Grössen 
immer  nur  auf  eine  einzige  Weise  bestimmbar  sind,  und  dass 
Itlr    einen    gegebenen    Werth    von  t   die    zugehörigen  Grössen 

7it'\  i^^/^, . . .  Ät'li  ebenfalls  vollständig  bestimmte  Werthe  erhalten, 
80  müssen  auch  die  in  der  Gleichung  (8)  des  §  89  vorkommen- 
den Coefficienten  P^,  P^, . . .  mit  den  gleichnamigen  Grössen  der 
Reihe  ^o,  <?i, ...  zusammenfallen,  und  es  muss,  wenn/=w  ge- 
setzt wird, 

*^o  —  -"o  >    ^i  —  ^1  >  •  •  •  '^n-l  —  ^H-1 

sein.    Dass  in  der  Reihe  der  Coefficienten  P.,  F  ,. ,.  nicht  alle 
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Zeiger  vertreten  zu  sein  scheinen,  während  in  der  Reihe  der 
Grössen  Co»  Öd  •  •  •  alle.Zeiger  vorkommen,  erklärt  sich  daraus, 
dass  bei  dem  Verfahren  der  nach  den  fallenden  Potenzen  der 
Variable  geordneten  Division  diejenigen  Glieder  hervortreten, 
deren  Coeffidenten  nicht  gleich  Ntdl  sind.  Bei  der  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  ergiebt  erst  die  ausgeführte  Rechnung, 
welche  Coefficienten  den  Werth  Null  erhalten  und  welche  von 
Null  verschieden  sind.    Es  müssen   aber  für  jeden  gegebenen 

Bruch  "TT-y  aus  den  mitgetheilten  Gründen  alle  diejenigen  Grössen 

der  Reihe  Q^,  Qu*  -  gleich  Null  sein,  deren  Zeiger  in  der  Reihe 
der  entsprechenden  Grössen  P;^,  P^, . . .  nicht  enthalten  sind. 


f  02.   Beoarrtnte  Belhen  von  verschiedener  Ordnung. 
Aosdmck  der  Summe  einer  Anzahl  von  auf  einander  folgenden 

Oliedem  einer  recnrrenten  Reihe. 

Die  Relationen  (3)  und  (4)  des  vorigen  §  dienen  in  der 
Weise  zu  der  Bestimmung  der  Coefficienten  QojQu  --  Qt^  dass. 

zuerst    ^o  = ~  erhalten   wird,   hierauf  Q^  und   überhaupt 

jede  neue  Grösse  mit  Hülfe  von  schon  bestimmten  vorhergehen- 
den vermittelst  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  einer 
Division  durch  den  Coefficienten  a«,  der  nach  der  getroffenen 
Voraussetzung  nicht  gleich  Null  sein  darf  Da  also  die  Be- 
stimmung jeder  einzelnen  Grösse  auf  die  Bestimmung  von  vor- 
hergehenden zurückgeht,  so  braucht  man  den  Ausdruck,  dass 
die  Grössen  Qo,  Qi,  --  -  Qt  ^iwe  recurrente  Reihe  bilden.  In  der 
Gruppe  von  Relationen 

^     =aoQt  +  ^iQo 

r^    =00  ^»  +  «1  Qi  +«2  ^0 


steigt  die  Anzahl  der  Glieder,  die  zu  der  Bildung  eines  neuen 
verwendet  werden,  fortwährend  um  Eins.  Von  dem  Gliede  Q^ 
ab  tritt  jedoch  "eine  vollständige  Regelmässigkeit  ein,  indem  jedes 
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Glied  Qf,  hei  dem  f^n  ist^  aus  deii  n  vorhergehcfidefi  Gliedern 
durch  die  Gleichung 

(2)  0  =  a^(?^  +  a^(2,_,  +  ..+a^(2,.„ 

däenninirt  wird.     Darauf  gründet  sich  die  Eintheilung  der  re- 

currenten  Reihen.     Die  Ordnung   einer  recurrefüen  Reihe  wird 

durch  den    Werth  der  jsugehörigcn  Zahl  n  ausgedrücJct  und  die 

Gleichung  (2)  bildet  die  eu  der  betreffenden  Reiht  gehörende  scala 

relationis.    Hiernach  ist  die  geometrische  Reihe  eine  recurrente 

Reihe  der  ersten  Ordnung. 

In  der   angestellten  Betrachtung   ist  die  Definition  einer 

recnrrenten  Reihe  der  nteu  Ordnung  aus  der  nach  den  negativen 

Potenzen    der   Variable   x   fortschreitenden    Entwickelung    des 

*    rix) 
Bruches  ^-pr  hervorgegangen.      Eine  Reihe  von  Grössen  wird 

aber  schon  allein  durch  die  Eigenschaft  zu  einer  recurrenten 
Reihe  der  nten  Ordnung,  dass  jedes  Glied  derselben,  vom  (n+l)ten 
Gliede  ab,  gleich  einem  Ausdrucke  des  ersten  Grades  in  Bezug 
auf  die  n  vorhergehenden  Glieder  mit  festen  Coefficienten  ist. 
•Wenn  das  betreffende  Gesetz  gegeben  ist,  und  die  n  ersten 
Glieder  beliebig  gegeben  sind,  so  sind  alle  übrigen  Glieder  voll- 
ständig bestimmt.     Für  jede  solche  Reihe  lässt  sich  ein  Bruch 

r(x) 

~7-^  bilden,  durch  dessen  nach  den  negativen  Potenzen  der  Va- 
riable X  ausgefllhrte  Entwickelung  die  betreffende  Reihe  ent- 
steht Es  gelte  bei  der  Reihe  von  Grössen  So>  iJi  •  •  •  lür  jede 
Zahl  t^  die  gleich  oder  grösser  als  n  ist,  die  Gleichung 

(3)  2,  =  \  S,_,  +  6,  2,_.,  +  •••+*.  ß,_.. 

WO  6j,  6,,  . . .  b^  von  der  Zahl  t  unabhängig  gegebene  Grössen 
sind.  Diese  Gleichung  ist  in  der  Gleichung  (2)  enthalten,  wo- 
fern in  der  letztern  a^  =  1,  «i  =  —  6^, . . .  a„  =  —  6„  genommen 
wird,   und  die  Grössen  Q  durch  die  gleichnamigen  Grössen  2 

ersetzt  werden.  Die  ganze  Function /'(a;)=ao  o;"-!-  a,  a"     -4- . .  +  a^ 

erhält  demgemäss  die  Gestalt  f(x)=x"—  ft,  x"~  — . .  —  ä^.  Es 
seien    ausserdem  die  n  ersten  Grössen  Sj,,  £,, . . .  2^_^  beliebig 

gegeben;  aus  denselben  kann  man  eine  Reihe  von  Grössen 
r^y  Tj, . . .  r^j  folgendermassen  bestimmen 
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(4) 


»•« 

=  2. 

»". 

-s, 

-K 

s« 

• 

-2. 

•                •                • 

-6. 

• 

• 

-6. 

•             1 

So 

r    ,=  ß    .-6,  S    .  —  ...— 6    ,Ä„, 

«—1  II— 1  1       «—2  «—1      0' 

dann  entsprechen   dieselben  genau   den  Grössen  ^o>  ^i»  • --^ii-i, 
welche  in  den  Relationen  (1)  auftreten. 

Wenn   man   nun    mit   den  in  (4)   determinirten  Grössen 
y^,,  r„  . . .  r^__j  den  Bruch 


13  R 

herstellt,  so  muss  offenbar  aus  dessen  Entwickelung  in  der  be- 
haupteten Weise  die  Reihe  Sq,  Sj,  . . .  entspringen. 

In  §  90  ist  bemerkt  worden,  dass,  wenn  die  Zahl  n  gleich 
Eins  ist,  sowohl  die  Grössen  P^,  P,, . . . ,  wie  auch  die  'Grössen 

Pq  a;~\  Pj  x~^, . . .  eine  geometrische  Reihe  bilden,   und  es  ist 

ITUr  die  Summe  der  /+1  ersten  Glieder  der  letztern  Reihe  in  (5) 
ein  geschlossener  Ausdruck  gegeben.  Aehnliches  kann  fttr  einen 
beliebigen  Wcrth  der  Zahl  n  geschehen.  Dass  unter  Beibehal- 
tung der  in  dem  gegenwärtigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen 
die  Grössen 

ebenfalls  eine  recurrente  Reihe  der  nten  Ordnung  darstellen, 
folgt  aus  dem  Umstände,  dass,  weil  für  jede  Zahl  t^  die  >  n 
ist,  die  Gleichung  (2)  gilt,  ftir  dieselbe  Zahl  t  auch  die  Gleichung 

(5)  0  =  a,x'{Q,x-'-')-^ay-'{Q^,x-^  +„  +  a,{Q^x-'*'^') 

erfüllt  sein  muss.  Diese  Gleichung  giebt  an,  auf  welche  Weise 
das  Glied  Q^  x  aus  den  n  vorhergehenden  Gliedern  be- 
stimmt wird  und  übernimmt  die  Rolle,  welche  die  Gleichung  (2) 
für  die  Glieder  der  Reihe  Qoj  Qi,  Q^j  -  --  spielt.  Einen gescMosse- 
nm  Ausdruck  für  die  Summe  der  (<4-l)  ersten  Glieder  der  re- 

currenten  Reihe  Q^  oT  ,  Q^  x^, . . .  liefert  die  Gleichung  (1)  des 
§  91  in  der  folgenden  Weise 
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Diese  Gleicheing  so  wie  die  Gleichung,  aus  der  sie  abge- 
leitet ist,  gilt  fllr  jeden  Werth  der  Grösse  x,  mit  Ausnahme  der 
Wertbe,  für  welche  die  im  Nenner  befindliche  Function  f  (x) 
verschwindet;  denn  eine  Division  durch  die  Null  ist  unzulässig. 
In  der  auf  die  geometrische  Reihe  bezüglichen  Formel  (5)  des 

§  90  ist  der  einzige  Ausnahmewerth  die  Grösse  f  = ^• 


a 


0 


§  93.  Zerlegung  einer  rationalen  gebroohenen  Funotion  einer 
Variable  in  Partialbrüohe.  Zerlegung  einer  reoorrenten  Reihe 

in  partielle  reoorrente  Beihen. 

Wenn  die  Function  f{x)j  die  den  Nenner  des  echten  Bruches 
--\^  bildet,  als  das  Product  von  zwei  ganzen  Functionen  f^{x) 

und  /*,  {x)  darstellbar  ist,  die  keinen  gemeinsamen  Theiler  habeD, 

rix) 
80  entsteht  die  Aufgabe,  den  Bruch    -^  .^    als  ein  Aggregat  von 

zwei  Brttchen  auszudrücken,  deren  Nenner  die  Functionen  f^i^x) 
und  f^{x\  und  deren  Zähler  respective  die  ganzen  Functionen 
^,(0?)  und  Q^{x)  sind, 

Nach   der  Analogie    der    bei    den    ganzzahligcu   Brüchen 
üblichen  Bezeichnung,  die  in  §  37  erwähnt  ist,  wird  die  so  eben 

rix) 
gestellte  Aufgabe   die  Zerlegung   des  BrucJi>es  ^,   .    in  Particd- 

brücke  genannt.  Durch  Multiplication  mit  dem  Nenner  f{x)  = 
f^{x)  f^{x)  nimmt  die  Gleichung  (1)  die  Gestalt  an 

(2)  r(x)  =  Q,  {x)  f,{x)  +  Q, {X}  A  (^% 

welche  mit  der  Gleichung  (1)  des  §  69  übereinstimmt,  sobald 
in  der  letztem  die  Zeichen  ß(x),  f{x\  g{x\  (p{x\  \p{x)  bezie- 
hungsweise durch  die  Zeichen  r{x\  f^(x)y  f^{x\  q^{x\  q^{x) 
ersetzt  werden.  Aus  der  am  genannten  Orte  angestellten  Erör- 
terung folgt  unmittelbar,  dass  die  in  (2)  ausgedrückte  Forderung 
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stets  erfllUt  werden  kann,  da  die  Functionen  f^  [x)  und  f^{x)^ 
vermöge  der  getroffenen  Annahme  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben;  zugleich  ist  dort  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  ge- 
suchten ganzen  Functionen  q^(x)  und  q^{x)  mitgetheilt  worden. 

Für  die  Frage,  die  uns  jetzt  beschäftigt,  kommt  ausserdem  in 
Betracht,  dass  die  gegebene  Function  r  {x)  von  niedrigerem  Grade 
ist  als  das  Prodnct  f^  {x)  /*,  {x)  oder  die  Function  f(x\  Wenn 
die  Methode  des  §  69  für  p,  [x)  die  Function  F^{x)  und  für  q^[x^ 
die  Function  F^(x)  liefert,  so  können  wegen  jenes  Umstandes 
zwei  Functionen  ^»(ar)  und  Q^ix)  abgeleitet  werden,  von  denen 
die  erstere  niedrigeren  Grades  ist  als  die  Function  /*,  (rc)  und 
die  zweite  niedrigeren  Grades  als  die  Function  /*,  (a:). 

Wir  nehmen  zuerst  an,  T^{x)  habe  nicht  die  Eigenschaft, 
niedrigeren  Grades  zu  sein  als  f^  (x).  Dann  lässt  sich  P^  (x) 
durch  /*,  {x)  dividiren,  so  dass  als  Quotient  die  ganze  Function 
(Tj  {x)  und  als  Rest  die  ganze  Function  r,  {x)  erscheint,  die  von 
niedrigerem  Grade  als  f^  (x)  ist,  und 

(3)  Pr(x)  =  0,{x)f,{x)  +  TAX) 

wird.  Für  den  Fall,  dass  P^{x)  niedrigeren  Grades  als  f^(x) 
ist,  bedarf  es  der  angestellten  Division  nicht;  um  aber  durch  (3) 
beide  Fälle  zugleich  zu  umfassen,  wird  festgesetzt,  dass  die 
Function  t^{x)  auch  verschwinden  könne,  wobei  P,(a;)=r,(.r) 
ist.  Die  von  den  Functionen  P^  (x)  und  P^  {x)  befriedigte 
Gleichung 

(4)  r(x)  =  P,  {x)  /;  {x)  +  P,  {x)  f,  {X) 
verwandelt  sich  durch  (3)  in  die  folgende 

(5)  r  (^)  =  T,  {x)  f,  (x)  +  (P,  (x)  +  o,  {x)  U  f^))  f.  (^), 
und,  sobald 

(6)  P,(a:)  +  a,(^)/-,(x)  =  r,(^) 
gesetzt  wird,  in  die  Gleichung 

(7)  r(x)  =  T,  {X)  f,  {X)  +  X,  (x)  f,  {x). 

Dieselbe  drtlckt  aus,  dass  der  Forderung  (2)  Gentige  ge- 
leistet wird,  indem  t^{x)  für  Qi{x)  und  t^(x)  für  q^(x)  eintritt. 
Es  ist  aber  die  Function  z^  (x)  vermöge  ihrer  Entstehung  nie- 
drigeren Grades  als  die  Function  /",  {x\  und  die  Function  t,  {x) 
muss  niedrigeren  Grades  als  die  Function  f^  {x)  sein,  weil  sonst 
aus  der  Gleichung  (7)  ein  Widerspruch  folgen  würde.  Denn 
wäre  T^  (x)  mit  der  Function  f^  (x)  von  gleichem  Grade  oder  von 
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noch  höherem  Grade,  so  mtlsste  das  Product  t^{x)  f^{x)  von 
einem  Grade  sein,  der  gleich  oder  grösser  wäre  als  der  Grad 
n  des  Products  fi{x)f^{x)  =  f{x).  Andrerseits  ist  r{x)  nach  der 
bestehenden  Voraussetzung  von  niedrigerem  Grade  als  n,  und 
das  Product  r,  {x)  f^(x)  desgleichen,  mithin  auch  die  Differenz 
r{x)  —  T^{x)  f^{x)j  welche  nach  (7)  dem  Product  t^{oc)f^(x) 
gleich  ist  Eine  Function  von  x  kann  aber  einer  Function  von 
X,  die  von  niedrigerem  Grade  ist,  fUr  ein  unbestimmtes  x  nach 
§  44  unmöglich  gleich  sein,  also  bestätigt  es  sich,  dass  die 
Functionen  t^{x)  und  r^(x)  eine  Lösung  von  (1)  darstellen,  bei 
der  gleichzeitig  r^  (x)  von  niedrigcrem  Grade  ist  als  f^  (x)  und 
T,  {x)  von  niedrigerem  Grade  als  /*,  (x).  Hiemit  ist  der  Satz 
bewiesen,  dass,  wenn  die  Function  f{x)  gleich  dem  Product  der 
ganzen  Functionen  fi(x)  undf^{x)  isty  die  keinen  gemeinsamen  TheHer 

rix) 
haben  j  der  echte  Bruch       .  .   in  ein  Aggregat  von  ewei  echten 

Brüchen  eerlegt  werden  Tcann,  deren  Nenner  die  Functionen  f^  (x) 

und  f^  (x)  sind. 

Es  möge  von  hier  ab  die  Gleichung  (1)  eine  Zerlegung  des 

rix) 
Bruches  ^;  .    bezeichnen,  bei  der  die  oben  definirten  Functionen 

Tiix)  und  T^ix)  beziehungsweise  flir  Q^ix)  und  q^{x)  genommen 

sind.    Der  Grad  der  Function  /*,  {x)  werde    mit  w^,   der  Grad 

der  Function  f^{x)  mit  w,  angegeben,  so  dass  n=m^  4-m,  ist 

r  (x) 
Nun  ist  es  möglich,  sowohl  den  echten  Bruch -^  r-  wie   anch 

O    IJ7I  O    (Xi 

jeden  der  beiden  echten  Brüche  ^--(u^^  /tS  ^^^^  ^^^  Vorbilde 

der  Gleichung  (l)  des  §  91  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die 
nach  den  negativen  Potenzen  der  Variable  x  fortschreitet  und 
bis  zu  einer  beliebigen,   iUr   alle  drei  Brüche   übereinstimmend 

gewählten  Potenz  x"'"^   ausgedehnt   wird.       Der  Bruch      \  ^ 

*  wird  alsdann  gleich  dem  Aggregat  eines  dort  angegebenen  Rest- 
bruches und  der  Summe 

(8)  ^0  ^"'  +  ^0  ^"'  +  .  • .  +  Q,  x~'^\ 

0  ix) 
der  Bruch  \^)  \  gleich  dem  Aggregat  eines  entsprechend  zu  bil- 

/  1  W  i 
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denden  Restbruches  und  der  Summe 

(9)  Ä^x^^+  A^x^^-^-  ...+ÄtX~''''^j 

der  Bruch  y)  {    gleich    dem   Aggregat     eines    ebeufalls    enl- 

sprechend  zu  bildenden  Restbruches  und  der  Summe 

(10)  J?,a;-^+J?,a;"'+...-f-B,a;"'"'. 

Hier  sind  Q„,  (?,,  ...  Q^  die  Glieder  eifier  recurrefUen  Reihe 
der  nien  Ordnung,' A^^  -4,,  , . .  A^  die  Glieder  einer  recurrenten 
Reihe  der  mjen  Ordnung,  B^,  B^,  . ,.  Bt  die  Glieder  einer  re- 
currenten Reihe  der  m^ten  Ordnung.  Durch  Schlüsse,  welche 
den   in  §  91  gebrauchten  ähnlich  sind,    ergiebt  sich  nunmehr, 

dass  die  Summe  (8),  mit  der  Potenz  x'^    multiplicirt,   dem  mit 

der  Potenz  z''*^^  multiplicirten  Aggregate  der  Summen  (8)  und 

(10)  gleich  sein  muss^  und  daraus  folgen  die  Gleichungen 

(11)  (2„=^  +  ^o,  Q,=A,+B,,  ...Q,=A,+  B,. 

Die  positive  ganze  Zahl  t  darf  hier  jeden  beliebigen  Werth 
erhalten.     Mithin  drückt  die  Gleidmng  Q^z^A^^  jB,  die  That- 

Sache  aus,  dass  das  dllgemeine  Glied  Q^  einer  recurrenten  Reihe 

der  nten  Ordnung  gleich  der  Summe  der  gleichnamigen  Glieder 
A^-h  Bf  von  zwei  recurrenten  Reihen  der  mjen  und  m^ten  Ord- 
nung ist.  Hierin  besteht  die  Zerlegung  einer  recurrenten  Reilie 
der  nten  Ordnung  in  zwei  Rdhen  von  niedrigerer  Ordnung. 

rix) 
Die  Analogie  der  Zerlegung  des  echten  Bruches  -^j-r  mit 

der  Zerlegung  eines  ganzzahligen  Bruches  lässt  sich  auch  auf  die 
in  §  38  mitgetheilten  Betrachtungen  erstrecken.  Der  Process  der 
Zerlegung  in  echte  Brüche  kann   auf  jeden  der  beiden  echten 

Brüche  \.*  ^  (^  und  /)-^  angewendet  werden,  sobald  der  betref- 

fende  Nenner  gleich  einem  Product  von  zwei  ganzen  Functionen 
ist,  die  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Wofern  nun  für  die 
Function  f{x)  eine  Darstellung  existirt 

(12)  f{x)  =  F,{x)F,{x)  ...F,(x), 

bei  der  keine  der  ganzen  Functionen  F^{x),  F^{x), . . .  Fj^{x)  mit 

einer  der  andern  einen  gemeinsamen  Theiler  hat,  so  führt  eine 
angemessene  Wiederholung  des  mitgetheilten  Verfahrens   nach 
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und  nach  zu  einer  Zerlegung  des  echten  Bruches  in  lauter  echte 
Brüche  von  den  Nennern  F^{x\  F^{x)y ...  F^(x), 

^^^^  fix)  ""  F,  (x)  '^F,{x)'^'"'^F,  ix)' 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  keine  der  Functionen  F^(x\ 
F^  (x)y . . .  mit  einer  andern  einen  gemeinsamen  Theiler  habe,  folgt 
nämlich;  was  zu  der  successiven  Benutzung  des  Verfahrens  gentigt, 
dass  F^{x)  mit  dem  Product  F^(x)F^.,(x)..Fi  (x)  ohne  gemeinsamen 

Theiler  ist,  ferner  F^(x)  mit  dem  Product  F^{x)  F^(x)..Fx  (ar), 

u.  s.  f.  Die  betreffenden  Schlüsse  gründen  sich  auf  den  Saijs, 
dass,  wenn  eine  Function  F^ix)  mit  der  Function  F^{x)  keinen 
gemeinsamen  Tfunler  hat,  das  Product  der  gamcn  Function  f\  (x) 
und  der  ganzen  Function  G{x)  jedoch  durch  die  ganze  Function 
F^  {x)  aufgetU ,  die  letztere  Function  nothwe^idig  in  die  Function 
G{x)  aufgehen  muss.  Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  erhalten, 
indem  man  für  die  Functionen  F^  (x)  und  F,  (x)  das  System  von 
Gleichungen  aufstellt,  das  in  §  68  als  (4)  für  die  Functionen 
f{x)  und  g{x)  gebildet  ist,  und  auf  das  bezeichnete  System  eine 
Betrachtung  gleich  derjenigen  anwendet,  durch  welche  in  §  6 
der  Satz  (1)  hergeleitet  ist. 

Die  in  der  Gleichung  (13)  dargestellte  Zerlegung  des  Bruches 

rix) 

^  .  in  ein  Aggregat  von  echten  BrücJien  Iwi  die  ausgezeichnete 

Eigenschaft,  nur  auf  eine  eifizigc  Weise  möglich  zu  seift.  Gesetzt, 
es  gäbe  eine  von  der  obigen  verschiedene  Zerlegung 

rix)  _  /,  ix)       /, ix)  /i  ix) 

fix)  "F.ix)  ■*■  F,{x)  '^'"'^  F,ix) 

von  der  gleichen  Beschaffenheit,  so  würde  durch  Subtraction 
und  hierauf  erfolgende  Multiplication  mit  dem  Product 

F,i^^)F,ix)F,ix)..FAx) 
die  Gleichung  entstehen 
{Vr(^)-xA^))FÄ^')F,(x)..,F,ix)-h{<f,ix)-x,(:r))F,ix)F,{x) 

.,F,(x)  +  .„'^i(r,ix)-Xii2'))F,ix)F,ix)..,F,_,i^)  =  0. 

Die  Summe  aller  Glieder  vom  zweiten  bis  zum  letzten  ein- 
schliesslich ist  hier  gleich  einer  durch  die  ganze  V\inction  F^  (x) 
theilbaren  ganzen  Function;  mithin  muss  auch  das  erste  Glied 
dun*h  die  ganze  Function  F^  ix)  theili)ar  sein.    Nun  ist  aber  die 
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ganze  Function  JF,  (x)  ohne  gemeinsamen  Theiler  mit  jeder  der 
Functionen  F^(z\  F^{x),,,.Fi  (x\  folglich  auch  mit  dem  Product 

F^ (x) F^ (x)... Fl  (x),  und  muss  deshalb  vermöge  des  so  eben 

angeführten  Satzes  in  die  Function  g>,  (a?)  — /i  (J?)  aufgehen. 
Dies  aber  ist  unmöglich,  weil  sowohl  q^iix)  wie  auch  Xi{x) 
und  daher  auch  die  Differenz  nach  der  Voraussetzung  niedrigeren 
Grades  ist  als  F^(x),  und  weil  nach  dem  Cocollar  zu  Satz  (2) 
des  §  44  eine  Function  höheren  Grades  niemals  in  eine  Function 
niedrigeren  Grades  aufgehen  kann.  Also  kann  die  in  der  Glei- 
chung (G)  enthaltene  Zerlegung,  wie  behauptet  worden,  nur  auf 
eine  einzige  Weise  ausgelUhrt  werden. 

Wird  der  Grad  der  Functionen  F^  (x),  F^  {x\  . .  Fi  (x)  bezie- 
hungsweise mit  a,,  Qg,  ..,ai  bezeichnet,  wobei  a,+a,4-...+a;i=n 
ist,  so  haben  die  in  (6)  auftretenden  Functionen  y,  (x),  (p^(x),.,(pi(x) 
die  Gestalt 

g>,(x)  =  G^'x'^-'-^G^\'^-'-^,,.-,G':i, 

er,  {x)= C  ^"»"'+  of'x^-^-^. . .+  otl,, 


(14) 


Nun  folgt  aus  (6)  durch  Multiplication  mit  dem  Nonner  f{x) 
die  Gleichung 

(1 5)  .  (.)  =  <,.  (X)  -; (|-  +  <r.  (-)  -^g)  +...  +  <,,(.)  ^-(-^1-, 

fix) 
WO  durch  den  Quotienten  '  \\  die  ganze  Function  FJx)  FJljJc)..Fi{x) 

angedeutet  wird  und  von  den  übrigen  Quotienten  das  entspre- 
chende gilt.  Wenn  man  hier  die  Ausdrücke  (14)  der  Functionen 
V^i  (^)>  ya(^);  "'^x  (^)  substituirt,  so  befindet  sich  links  und  rechts 
eine  rationale  ganze  Function  der  Variable  x  vom  (n— l)ten 
Grade,  und  es  müssen  die  Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen 
von  X  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein.  Dies  sind  auf 
der  linken  Seite  die  Coefficienten  r„,  r„  ...  r^_i  der  gegebenen 

Function  r(x),  dagegen  auf  der  rechten  Seite  Ausdrücke,  welche  die 
Coefficienten  G^  i'-f^a-v^o  >  •  •  ^o  -i>  •  •  ^o  >  •  •  •  G^a  _i  i"i  ersten 

1  s  X 
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Grade  und  mit  bekannten  Factoren  mnltiplicirt  enthalten.  Die 
Anzahl  der  in  den  Functionen  q>^ (x),  ...  cpi (x)  vorkommenden 

Coefficienten  ist  gleich  Qi  +  a,  +  ..a.,  das  heisst  gleich  der  Zahl 
n,  nnd  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Gleichungen  oder  die  Anzahl 
der  Grössen  r^,  r^, ...  r„_i  ist  ebenfalls  gleich  n.    Hiemach  müssen 

die  n  Coefficienten  G^^, . . .  ö^^^Li»  •  •  •  G^^^y  •  •  •  öf !_i  einem  System  von 

n  Gleichungen  des  ersten  Grades  genügen,  und  es  leuchtet  ein, 
dass  wenn  dieses  System  befriedigt  ist,  ftir  die  mit  den  betref- 
fenden Coefficienten  gebildeten  Functionen  q'j(x),,,.q^x{x)  die 

Gleichung  (15)  und  daher  auch  die  Gleichung  (13)  gilt.  Also 
kann  man  jenes  System  von  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  auf- 
stellen ^  und  die  Auflösung  desselben  eu  der  Bestimmung  der 
Functionen  y,  {x), . .  q^x  (x)  benutseti. 

Indessen  ist  vorhin  nachgewiesen  worden,  dass  die  Bestim- 
mung der  verlangten  Functionen   y,(a:), «y>,(:r),. ..  (/^;i  (a;)    immer 

möglich  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist. 
Daher  wissen  wir  im  voraus,  dass  das  zu  der  Determination  der 

Coefficienten  Gq  , .. .  6r^ _i , .  •  G^o  >  •  •  ^a— i    ^^^wenrfc   System    von 

n  Gleichungen  des  ersten  Grades  eine  Auflösung  gestattet  und 
zwar  nur  eine  einzige  Auflösung,  Nach  den  Betrachtungen  des 
§  74  und  75  haben  diejenigen  und  nur  diejenigen  Systeme  von 
Gleichungen  des  ersten  Grades  diese  Eigenschaft,  bei  denen  die 
zugehörige  Determinante  nicht  gleich  Null  ist.  Also  muss  bei 
dem  in  Rede  stehenden  System  von  n  Gleichungen  die  zugehö- 
rige Determinante  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben, 
und  die  Auflösung  kann  nach  den  auf  diesen  Fall  bezüglichen 
Vorschriften  erhalten  werden. 

Alle    bisherigen  Betrachtungen    über    die    Zerlegung    des 

rix) 
Bruches    J;  ,    in  Partialbrüche  bezichen    sich   auf  die  Voraus- 

fw 

Setzung,  dass  f(x)  gleich  dem  Producte  von  ganzen  Functionen 
F^{x)F^{x)...Fx{x)  sei,  lassen  aber  die  Frage  vollkommen  un- 
berührt, wann  solche  Zerlegung  möglich  sei,  und  wie  sie  fllr 
den  Fall  der  Möglichkeit  erhalten  werden  könne.  Die  Betrach- 
tungen sind  daher  davon  vollkommen  unabbilngig,  ob  der  Fun- 
damentalsatz von  der  Zerlegbarkeit  der  ganzen  Functionen  einer 
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Variable  in  Factoren  des  ersten  Grades  schon  bewiesen  ist  oder 
nicht.  Wenn  dagegen  von  diesem  Satze  Gebrauch  gemacht 
wird,  so  ist  es  anch  leicht,  die  zulässigen  Zerlegungen  der 
Function  fix)  in  solche  Factoren  zu  Übersehen,  von  denen  kein 
Paar  einen  gemeinsamen  Theiler  hat  Wir  nehmen  gegenwärtig 
fiir  die  Function  f(x)  die  in  §  67  begründete  Zerlegung  in  Factoren 
des  ersten  Grades  als  gegeben  an,  vereinigen  aber  die  gleichen 
Factoren  zu  Potenzen,  so  dass  die  Darstellung  (6)  des  §  45 
entsteht 

(16)  fix)  =  aAx-  f  J'«  {X  ^  ^,)\  ..{x-  ^,f\ 

in  der  die  Grössen  ^j,  ^a, . . .  ^x  sämmtlich  unter  einander  ver- 
schieden sind.  Dann  muss  nach  den  Ausführungen  des  §  67 
jeder  Theiler  von  fix)  bis  auf  einen  constanten  Factor  ein 
Product  von  positiven  Potenzen  der  Ausdrücke  x  —  ^^,...x  —  ^x 

sein,  bei  dem  die  Potenzexponenten  beziehungsweise  nicht  grösser 
sind  als  die  Zahlen  a^ja^,,..Qj^  Femer  haben  irgend  zwei  von 

diesen  Theilern  dann  und  nur  dann  keinen  gemeinsamen 
Theiler,  wenn  die  in  der  einen  Function  auftretenden  Basen 
X — f,,...a: — §x  von  den  in  der  andern  Function  auftretenden 
Basen  verschieden  sind.  Die  Zerlegbarkeit  der  Function  fix) 
in  Factoren,  von  denen  kein  Paar  einen  gemeinsamen  Factor 
hat,  erreicht  daher  ihren  Abschluss,  indem  jede  einzelne  Potenz 
als  einzelner  Factor  genommen  wird.      Wir  setzen  demgemäss 

(16*)  F,  ix)  =  (i - ?J"S  ,..Fxix)  =  ix^  ^x)\ 

wodurch  unter  Hinzuziehung  der  Gleichung  0^=1  eine  Ueber- 
cinstimmung  mit  den  früheren  Bezeichnungen  hergestellt  wird. 
Die  Gleichung  (13)  verwandelt  sich  alsdann  in  die  Gleichung 

rix)  (pAx)       .      (fAx)       ,  ,      ni^) 


fix)      (x-hT^      ix  -  ?.)"'     "  *     ix-  W' 

und  die  n  Coefficienten  der  in  (14)  explicite  angegebenen 
Functionen  y,(^), . .  qpA  (^)  werden  nach  den  aufgestellten  Vor- 
schriften durch  die  Auflösung  eines  Systems  von  n  Gleichungen 
des  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  eindeutig  bestimmt. 

(PtJx)  n  (x) 

(.r-5.r'  '  *  '  {x-^hY' 
Nenner  von  höherem  als  dem  ersten  Grade  ist,  kann  dadurch 

Lipacblta,  Analysii.  29 


Bei   denjenigen  Brüchen  -; ,  .  .  .  -; ™  ,    deren 
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noch  eine  weitere  Zerlegung  herbeigeführt  werden,  dass  die  in 
einem  Zähler  befindliche  ganze  Function  mit  Httlfe  des  in  §  49 
mitgetheilten  Satzes  (9)  nach  den  positiven  Potenzen  der  Basis 
der  in  dem  zugeordneten  Nenner  vorkommenden  Potenz  ent- 
wickelt wird.  Es  sei  beispielsweise  die  Zahl  a,  grösser  als  die 
Einheit,  die  successiven  Ableitungen  der  Function  des  (a^ — l)ten 
Grades  q^^ix)  werden  wie  an  der  angeführten  Stelle  durch  Hin- 
zufügen von  Accenten  bezeichnet,  dann  hat  man  in  Folge  jenes 
Satzes,  indem  cp^ix)  für  f(x),  x-^^  {\lr  e  eintritt,  die  Gleichung 

(18)    (f,  {X)  =  y,  (^,)  +  <p\  (^J  (X  -  ^^)  +  ^"^f'-^o;-  ^,)«  +  ... 

Aus  derselben  folgt  durch  Division  mit  der  Potenz  (x—^^f' 
die  Gleichung 

(^-E,r   (.^-s,r  (.^-?.r"*      (a.-i)i  «-?, 

Auf  diese  Weise  entsteht  ein  Aggregat  von  Brüchen,  deren 
sämmtlichc  Zähler  Gonstanten  sind,  und  deren  Nenner  durch 
die  Potenzen  der  Basis  x — f^  von  der  ersten  bis  zu  der  a,ten 
gebildet  werden.  Ein  Gleiches  gilt  für  jeden  andern  auf  der 
rechten  Seite  von  (17)  befindlichen  Bruch,  dessen  Nenner  die 
Eigenschaft  besitzt  von  höherem  als  dem  ersten  Grade  zu  sein; 
ist  der  Nenner  vom  ersten  Grazie,  so  bedarf  der  Bruch  der  be- 

zeichneten  Umformung  nicht.  Der  echte  Bruch  y.^'  ^  wird  dem- 
nach gleich  einem  Aggregat  von  n  Brüchen,  deren  sämmtliche 
Zähler  Constanten  und  deren  Nenner  die  Potenzen 

(a:~U  (^ -?.)%...  (^-^,r 


sind.  Jeder  dieser  Brüche  bringt,  nach  den  negativen  Potenzen 
der  Variable  x  entwickelt,  eine  recurrcnte  Reihe  hervor,  deren 
Ordnung  durch  den  Grad  des  betreffenden  Neuners  bezeichnet 

wird;  der  Bruch  -,\' erzeugt  die  oben  erörterte  recurrente  Reihe 
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der  nten  Ordnung,  und  aus  den  vorhin  entwickelten  Grundsätzen 
folgt  für  die  betreffenden  Coefficienten  eine  Reihe  von  Glei- 
chungen, die  den  Gleichungen  (11)  entsprechen  und  die  Zer- 
legung der  recurrenten  Reihe  der  nten  Ordnung  in  n  partielle 
recurrente  Reihen  darstellen.  Diese  partiellen  Reihen  sind  sämmt- 
lich  von  niedrigerer  Ordnung  als  der  nten,  den  einzigen  Fall 
ausgenommen,  dass  die  Function  f{x)  nur  eine  einzige  Potenz 
einer  Function  ersten  Grades  x  —  ^^  enthält;  dann  wird  nämlich 
der  Potenzexponent  a^  der  Zahl  n  selbst  gleich,  und  es  erscheint 
eine  partielle  recurrente  Reihe  der  nten  Ordnung. 

§  94.  Beovrrente  Dantelliug  Aer  Summen  der  gleich  hohen 
Potensen  der  Wnrseln  einer  Oleiohnng  durch  die  Coefttclenten 

der  Qleichung. 

Die  bis  jetzt  entwickelten  Eigenschaften  der  recurrenten 
Reihen  können  benutzt  werden,  um  illr  n  beliebig  gegebene 
Elemente  ^,,  $,,...  ^„  die  Summen  der  gleich  holien  positiven 
ganzen  Poteneenj  welche  in  §  59  unter  den  st/mmefrischen  Verbin- 
dungen der  gegebenen  Elemente  hervorgehoben  sind,  durch  die 
symmetrischen  Grundverbindungen,  die  Summe  der  Elemente  2^^  f^, 

die  Summe  der  Producte  von  je  zwei  Elementen  2^  ^  f^f^  u.  s.  f. 

bis  zu  dem  Prodticte  edler  Elemente  $,  ?» . . .  ?„  auszudrücken. 
Es  sei  1{x)  gleich  dem  Product  der  mit  der  Variable  x  gebil- 
deten Factoren  a:— ^,,  a:  — f^,  ..rr--^„,  dann  folgen  aus  den 
beiden  Darstellungen 

(1)  f(x)  =  a:"  4  a»  a:"~*  +  . . .  4-  a^ 

und 

(2)  A^)  =  (^-fJ(^~f,)...(^-?J 

die  in  §  46  unter  (4)  mitgetheilten  Gleichungen,  in  denen  gegen- 
wärtig a^^=\  zu  setzen  ist, 


(3) 


^2 **«./?  5„  %it 


und  es  handelt  sich  um  die  Aufgabe,  die  Summen 

(^)  ^1  ^^^  '^a  ba»    *2  "^^  '^a  Sa'    ^3  ^^  '*'o  §«>  '  *  * 
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vermittelst  der  Coefficienten  a^ya^,...a^  der  Function  f(x)  aus- 
zudrücken. Wie  man  sieht,  können  die  Grössen  ^^,  ^„ ...  ^, 
als  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  /*(!)  =  0  aufgefasst  werden, 
deren  Coefficienten  die  Grössen  a^,  a,, . . .  a.  sind. 

Wir  gehen  von  der  Bemerkung  aus,    dass   die   nach   den 
negativen  Potenzen  der  Variable  x  fortschreitende  Entwickelung 

des  Bruches  ^  ®*°®   geometrische   Reihe   hervorbringt,   bei 

X     5 

der  die  Coefficienten  nichts  anderes   sind   als   die  aufeinander 

folgenden   positiven   ganzen   Potenzen   der   Grösse   $.     In   der 

Gleichung  (8)  des  §  90  werde    -=1    und  ^  successive   gleich 

$i>  Is)  •  •  •  ^n  gesetzt,  SO  entstehen  die  Gleichungen 

1  v'+l     — /— 1 


(5) 


x—i^  x  —  i. 


vl+l       -1—1 


Bei  der  Addition  ihrer  rechten  Seiten  kommt  die  Potenz 
x"^  die  Zahl  von  n  Malen  vor,  die  Potenz  x~^  erscheint  mit  der 
Summe -5',^^„=Äj,  die  Potenz  x~^  mit   der   Summe  2^  f„=  s^, 

u.  8.  f.,  die  Potenz  x~'~^  mit  der  Summe  ^^^=5,  multiplicirt; 

daher  fuhrt  die  auf  beiden  Seiten  vollzogene  Addition  zu  der 
Gleichung 

(0)       -V  H C+...H ^  =  na:    +5.«    +s.x    +... 

.'+1 


wo  der  Buchstabe  or,  wie  frUher,  die  Reihe  der  Zahlen  von  l  bis  n 

durchläuft.    Nun  kann  die  Summe — -rr-\ ;r+...H zr  in 

eine  Gestalt  gebracht  werden,  welche  nur  noch  die  Grössen 
a,,a^,...a„  enthält.  Die  im  vorigen  §  benutzte  Gleichung  (9) 
des  §  49  gilt  für  unbeschränkte  Werthe  der  Grössen ,  die  ur- 
sprünglich £f  und  k  genannt  sind.  Man  darf  deshalb  ftir  k  die 
Grösse  x^    und   itir  ff  eine  beliebige  andere  Grösse  h  nehmen, 
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und  hat  für  die  FanctioDcn  f{x+h)  die  Gleichung 

Wenn  man  dagegen  in   dem  Ausdrucke  (2)  der  Function 
f(x)  die  Variable  x  durch  das  Aggregat  x+h  ersetzt  und  darauf 
eine  Entwickelung  nach  den  Potenzen  der  Grösse  h  vornimmt, 
so  kommt 
(8)    (x-^,+h)(x-§,-\'h)...(x-^n+h) 

+  ... 

Hier  sind  x  und  h  als  durchaus  von  einander  unabhängig 
veränderliche  Grössen  aufzufassen;  mithin  müssen  auf  der 
rechten  Seite  von  (7)  und  von  (8)  die  Coefßcienten  der  gleich 
hohen  Potenzen  der  Grösse  h  einander  gleich  sein.  Das  von  h 
freie  Glied  ist  offenbar  die  Function  f{x).  Die  Gleichsetzung 
des  Goefficienten  der  Grösse  h  ergiebt  aber  die  Gleichung 

(9)  r  (^)  =  (^-f ,)  {^-?.)  . .  i^-^n)  +  (X^^, )  {X--^,)  .  .  (X-^n)  + . . 

Da  von  den  Productcn  der  rechten  Seite  das  erste  alle 
Factoren  x  —  ^iy  .  .  .  x  —  ^^  mit  Ausnahme  des  ersten,  das 
zweite  alle  Factoren  mit  Ausnahme  des  zweiten  enthält, 
u.  s.  f.,  so  stellt  die  rechte  Seite  den  Zähler  des  Bruches  dar, 

welchen  die  Addition  des  Aggregats  —  y.-  +    __c.  +...+  ^     ^ 

ergiebt,  nachdem  alle  Brüche  auf  den  gemeinsamen  Nenner 
{^  —  ^i)(^^§i)"{^ — ^«)=A^)  gebracht  sind.  Deshalb  besteht 
die  Gleichung 

(10)  _1     +— -  +  . ..  +  -^  =  CJ'1> 

wo  f*{x)  die  Function  des  (n— l)ten  Grades  bedeutet 

(11)  r  (^)  =  «a;""'+  (»-  1) ttj x"^  +  . . .  +  a^.j. 

Auf  diese  Art  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6)  in  die 
Gleichung 
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(12)  *  ""^ 


x^  +  a^ic^    +aja?*    +•••  + öj,_i  *  + o, 


~« 


.*  +  ! 
Vt 

Vermöge  der  im  Vorigen  erörterten  Grundsätze  lehrt  die- 
selbe,  dass   der   auf  der  linken   Seite   heßndlicke  echte  Bruch 

f'(v) 

--V  (,    flach  deti  nenativen  Potenzen  der  Variable  x  entwickelt. 

f  W 

eine  recurrente  Beihe   Jiervorbrinyt ,   deren   aufeinander  folgende 

Glieder j  vom  ersten  ah  gerechnet,  aus  der  Zahl  n  und  den  Potenz- 
summefi  s^yS^J,..  bestehen. 

Die  Gleichungen  (l)  und  (2)  des  §  92,  auf  den  vorliegen- 
den Fall  angewendet,  liefern  somit  eine  recurrente  Darstellung 
der  Potenzsummen  s^^s^, . ..  durch  die  Coefficienten  a,,  a,,...a., 
nämlich  fUr  die  ersten  n  —  1  Zahlen  als  Potenzexponenten  durch 
die  Gleichungen 

(W  —  1)  O^      =  «1  +  W  ttj 

(n  —  2)  «2     =  «2  +  «1  ^1  +  wa^j 


(13) 


und  tUr  jede  Zahl  t,  die  >  n  ist,  durch  die  Gleichung 

(14)  0  ~  i;,  +  ttj  5,  _,  -f  Oj  s^__.^  +  ...  +a^  5,_^. 

Die  Gleichungen  (13)  und  die  zu  ^=n  gehörende  Gleichung 
(14)  lassen  sich  auch  in  die  Gestalt  bringen 

0  =  s^  +  a^ 

0  =  «2  -f  öj  Sj  -I-  2  «jj 

(13*)  ' 

Ö  =  *;-l  +  «1  Sn-2  +  «2  «n-8  +    .  .    +  (W—  1)  a._, 

aus  welcher  man  ersehen  kann,  dass  die  Ausdrucke  der  Po- 
tenzsummen Sj,  «2, . . .  s^_i  durch  die  Grössen  Oj,  a,, . . .  a^,  welche 

fUr  einen  bestimmten  Werth  der  Gradzahl  n  gefunden  sind, 
sich  nicht  verändern,  sobald  die  gleichnamigen  Potenzsammen 
für  ein  System  von  n'  Elementen  ^j,  ^, . . .  ^^.  gesucht  werden, 

bei  dem  n'>n  ist  und 
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gesetzt  wird.    Die  Anflr)8ang  des  Systems  (13*)  giebt  zuerst  die 
Bestimmung  s^  =  —  a^,  welche  von  vorne  herein  bekannt  war, 

ferner  nach  und  nach  die  Bestimmungen 
(14)  s,  =  aj-2aj 

«3  =  —  «1  +  3  o^  a^  —  3  ttg 

s^=a\  —  4  aj  a.^  +  2  a.^  +  4  a^  a.,  —  4  o^, 


Die  erste  von  diesen  ist  in  §  59  für  n=2,  die  zweite  tür  n  =  3 
abgeleitet  worden. 

Die  Betrachtungen   des  gegenwärtigen  §  gelten  für  jedes 
beliebige  System   von  n   Elementen   ^j,  ^, . . .  ^^,   und   deshalb 

ebenso  wohl  wenn  alle  Elemente  von  einander  differiren^  wie 
auch  wenn  es  vorkommt,  dass  mehrere  derselben  einem  ein- 
zelnen gleich  sind.  Wenn  für  den  letzten  Fall  die  Elemente 
^17  bs)  •  •  •  £1  von  einander  verschieden  sind,  und 

(lö)  fix)  =  (x-  f,)°i  {X  -  §,P  ...{x^  S^P 

ist,  so  nimmt  der  Ausdruck  (9)  von  f  {x),  indem  die  gleichen 
Summanden  vereinigt  werden,  die  Gestalt 

(16)  r  (x)  =a,(x-  ^.r^"'  {X  ^  ^/«  ...{x-  S,T^  . 

+  a,(a:-^/i    {x-^^,)^-'\.(x^^,y^ 

+ 

+  a,(x^^,p    (x-^,y^...{x--^,T^' 

an.  Mithin  hat  die  Function  f  (x)  mit  der  Function  f  (x)  den 
gemeinsamen  Theiler 

(17)  (^  -  ^J-i-*  (X -  ?,)^-^  .,ix-  §,p-\ 

und  es  leuchtet  ein,  dass  zu  jedem  Factor  {x — ^if^Ax  —  ^if^,  . . 
(x—^iY^  von  f(x)  respective  der  Factor  (o;  — fj)**»"'\  (^— ^2)"'  ^  •  • 
(x — ^jf^"   von  /*'  (x)  gehört.    Diese  Thatsache  stimmt  mit  dem 

am  Schlüsse  des  §  49  mitgetheilten  Satze  ttberein.  Die  obige 
Gleichung  (9)  verwandelt  sich  unter  der  gegenwärtigen  Vor- 
aussetzung in  die  Gleichung 

(18)  _1.     +  _^  +  . . .  +  -\=-fM, 
'                  x  —  l,     *— £,  -e  —  h      fix) 
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f  (v) 

indem  bei  dem  Bruche  y/-y  der  gemeinsame  Theiler  (17)  her- 
ausfällt. 


8  95.    Parttalbmolizerleirimff  eines  Bmohes,  dessen  Venner 
ans  lanter  nnglelohen  Faotoren  des  ersten  Orades  besteht. 

Die  Zerlegung  eines  echten  Bruches    y4  in  Partialbrtiche, 

die  in  (17)  des  g  93  angegeben  ist,  gestaltet  sich  besonders  ein- 
fach, sobald  die  Function  f(x)  nur  ungleiche  Factoren  des 
ersten  Grades  enthält.  Alsdann  werden  die  dortigen  Zahlen 
^19  ^st  • .  Qi  sämmtlich  gleich  der  Einheit,  die  Zahl  A  =  ii,  und 
die  Functionen  y,  (x\  </>,  (x\ . . .  qr„  {x)  reduciren  sich  respective 

auf  die  Constanten  g^^^,  jr^^\ . . .  g^^K  Demnach  geht  die  genannte 
Gleichung  (17)  in  die  Gleichung 

(1)  ^(^^JL ^^ I   _  I     ^ 

über.  Um  die  Constanten  jr^*\  g^^^,  . .  r/^"\  die  nach  §  93  immer 
und  nur  auf  eine  einzige  Art  bestimmt  werden  können,  auf 
eine  besonders  bequeme  Art  zu  bestimmen,  werden  die  beiden 
Seiten  von  (1)  wieder  mit  f(x)  =  {x—  f  J  (a;  —  ^,) . . .  (u?  —  $.) 
multiplicirt,  so  dass  die  Gleichung 

(2)  r  {x)=g^'^  f^'^l  +  ^')  f^^'l   +...  +  i^'^l^ 

entsteht.  Wenn  man  nun  die  Variable  x  durch  eine  der  Grössen 
^i>  b«>  •  •  ^»  ersetzt,  etwa  durch  ^„  so  verschwinden  die  Producte 

— ^,  . . .  —    iT  durch   den   in   denselben  enthaltenen  Factor 

f  (t) 

a;  —  ^,,  während  das  Product  ^->-^  =  {x  —  B^)ix  —  $,) . .  .(^  —  f  J 

X — §, 

den  Werth  (^^  —  ^J  (^,  —  ^3) . . .  (J,  —  ^J  annimmt;  dieser  muss 
von  der  Null  verschieden  sein,  weil  nach  der  bestehenden  An- 
nahme keine  der  Grössen  |,,  1,, . . .  ^„  einer  andern  gleich  ist. 
Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  also  ftir  die  Grösse  g^^^  die  Gleichung 

(3)  r  (,^)  =  g^'^  (,^  -  ^,)  . . .  ($,  -  U> 

und  folgen  durch  die  entsprechende  Ueberlegung  für  g^^\  . .  fl^  *^ 
die  Gleichungen 
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(4)  < 

Diese   Werthc,   welche   aus  der  Voraussetzung  abgeleitet 

sind,  dass  die  Gleichung  (2)  durch  die  Grössen  g^^\  jr^^\  .  .  ^"^ 
befriedigt  werde,    müssen    die   Gleichung  (2)  in   der  That  er- 

flillen,  da  die  Bestimmung  der  Grössen  g^^^,  g^^\  .  .  g^'*^  möglich 
und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist.     Die  Pro- 

ducte,  mit  welchen  in  (4)  die  Grössen  g^^^y  (/^^\  .  .  g^"^  multipli- 
cirt  erscheinen,  sind,  wie  aus  der  Gleichung  (9)  des  vorigen  § 
zu  schliessen  ist,  gleich  denjenigen  Werthen,  welche  die  Func- 
tion f*  (x)  annimmt,  sobald  man  die  Variable  x  beziehungsweise 
gleich  den  Grössen  ^,,  |,, .  .  f,  macht.    Es  wird  daher 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  sei 
f(x)  =  a;*  —  5a;»  +  13  a:  —  0, 
und  nach  ausgeführter  Zerlegung  in  Factoren  des  ersten  Grades 

/•(i;)=(a;^l)(a:-2  — tl/5)(a;  — 2  +  tl/-ö), 
ferner        r(x)=7  x* —i2x +  11. 

Dann   ist  das  Schema   der  Partialbruchzcrlegung,  wofeni 

f ,  =  1,  f,  =  2  4- » l/ö,  f,  =  2  —  i  1/5  genommen  wird,   dieses 

7^»-42^+ll_    _   ,/»  g^    _  _   />  _     . 

.(?»— 5a;*  +  13.e;  — 9       .r  — 1       j;_2  — il/ö      .v—2+iV^' 
da /"' (x)  gleich  der  Function  3 a;*— 10 a; 4- 13  wird,  liefern  die 
Gleichungen  (5)  die  Bestimmungen 

/•(2  +  tl/5) 

•^  /•(2-il/5) 

mithin  crgicbt  sich  die  gesuchte  Zerlegong 

7  *»  —  42  A-  +  41  1        .     3  +  2/1/5  3  —  2  » l/s 


«'  — 5a;*+  13a!  — 9       a;— 1       a,—2—iV^      x—'l  +  iV^ 
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Au8  der  nach  den  negativen  Potenzen  der  Variable  x  fort- 
schreitenden  Entwickelung  des  auf  der  linken  Seite  befindliehen 
Braches  entsteht  nach  (1)  des   §  91  das  Aggregat  der  Summe 

Öu  ^~'  +  Qi  ^*~*  +  . . .  0/  x~^~^  und  eines  Restbmches,  die  Coefli- 
cienten  Q^^  Q^j  Q^, .  .  Q^  bilden  nach  §  92  eine  recurrcnle  Reihe 

der  dritten  Ordnung^  und  werden  durch  die  folgenden  Gleichun- 
gen bestimmt  y  welche  den  Systemen  (1)  und  (2)  des  §  92  ent- 
sprechen, 

f      T  =  Qo 

-  42  =  (?,  -  5  (>„ 
I      41=(>,-5(?,  +  13(?„ 
und  für  ^^S 

0  =  (;>,- 5  (;>,_, +  13  (;>,_, -9  e,_v,. 

Die  ausgeführte  Rechnung  liefert  die  Werthe 

««=7,  Ö,  =  -7,  (2.  =  -85,  Q,  =  -27\,... 
Nun   gehen  aus   den   Brüchen  mit   den   Nennern   x  —  1, 

d7  —  2  —  i  1/5,  x—2+i  1/5  .  geometrische  Reihen  hervor,  und 
es  ist 

^  =x     +  x"^  4-  . .  +  x~'  +  -    - --, 

..r — 1  x — 1 

3 +  2  i  1/5     =(3+2il/5)-i^4.(3  +  2tl/5)(2  +  iK5)x~'-|-.. 
.'C — 2—  iy  b 

+  (3  +  2  i  l/5)(2  +  il/5)'a;"'"'+(3+2il/5)^^~ -yg— , 
3-2  .1/5  ^(3_2,|/5)-'a;  +  (3-2»l/5)(2— tl/ö)"*«  +  .  . 

+ (3-2 1 1/"5)(2 -  i  1/5)'  o;"'"'  +  (3-2  i  Kö)  ^^  ""  tl^^l--^'""' 

^f— 24-iK5)      • 

Wir  erhalten  also  vermöge   der  Resultate  des  vorigen  § 

eine  Zerlegung  der  recurrenten  Reihe  der  dritten  Ordnung  in 

drei  geometrische  Reihen,  wobei  das  allgemeine  Glied  Q^  der 

Reihe  der  dritten  Ordnung  durch  die  Gleichung 

^^==l  +  (3+2tV5)(2  +  tl/5)'4-(3  — 2il/5)(2-t|/'5y 
dargestellt  wird. 


§  96.  Inierpolationsformel  von  Lagrange.  460 


§  96.    XnterpolatloiuiförmeL 

Wenn  man  in  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  §  statt  der 

Grössen  flf"\ . . .  //^"^  ihre  aus  der  dortigen  Gleichung  (5)  ent- 
nommenen Werthe  substituirt,  so  geht  sie  in  die  folgende  über 

Die  linke  Seite  derselben  ist  die  beliebig  gewählte  Func- 
tion des  (n— l)ten  Grades 

(2)  r  (x)=r^  a;"-'  +  r,  x*"^  +  . .  +  r^a  »•  +  ^-p 

die  rechte  Seite  enthält  die  n  Werthe,  welche  die  Function  r  (x) 
annimmt,  sobald  x  nach  einander  gleich  den  von  einander  ver- 
schiedenen Grössen  fj,  ^j, . . .  |„  gesetzt  wird;  ferner  ist 

(3)  /•  {x)={x-S,)  {x^  £,)..,  (x-§,) 

und 

(4)  f  (x)=nx''~^  +  (n—  1)  o^  x'"^  -f-  . . .  +  a.  i- 

Die  Gleichung  (1)  bietet  ein  Mittel,  um  eine  algebraische 
rationale  ganze  Function  des  (n — l)ten  Grades  einer  Variable  a; 
darzustellen,  sobald  ihre  zu  n  von  einander  verschiedenen 
Werthen  ^„  ?„ . . .  ^«  der  Variable  x  zugehörigen  Functional- 
werthe  r  ($,),  r  (f,),  .  . .  r  (^J  gegeben  sind;  denn  wenn  man 
diese  Werthe  in  die  rechte  Seite  von  (1)  einführt,  so  muss  das 
hervorgehende  Aggregat  von  ganzen  Functionen  des  (n — l)ten 
Grades  der  betreffenden  Function  r  (x)  gleich  sein  und  drückt 
daher  wirklich  die  Function  r(x)  aus. 

Die  Aufgabe,  die  Abhängigheit  einer  Grösse  von  einer  Va- 
riable x^  oder  nach  einer  in  §  101  zu  erläuternden  Ausdrucks- 
weise eine  Function  eitler  Variable  x  so  zu  bestimmen,  dass 
diß  zu  einer  Anzahl  von  Werthen  der  Variable  zugehörigen 
Werthe  gegeben  sind,  wird  eine  Aufgabe  der  Einschaltung  oder 
der  Interpolation  genannt.  Dieser  Benennung  liegt  die  Vorstellung 
zu  Grunde,  dass  die  Werthe  der  Function,  die  zu  den  nicht 
vorher  bezeichneten  Werthen  der  Variable  gehören,  zwischen 
den  gegebenen  Werthen  der  Function  eingeschaltet  werden 
sollen.    Eine  solche  Aufgabe  ist  so  lange  nnbestinunt,  als  über 
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die  Beschaffenheit  der  zu  suchenden  Function  keine  näheren 
Bestimmungen  hinzugefügt  werden.  Die  Au^be,  aus  den  ge- 
gebenen Werthen  r  (^,), .  .r  (^J  eine  Function  r{x)  zu  finden, 
welche  rational  und  ganz  und  vom  (n — l)ten  Grade  sein  soll, 
erweist  sich  aber  durch  die  Gleichung  (1)  selbst  als  eine  voll- 
kommen bestimmte.  Die  Gleichung  (1)  bildet  eine  zu  dieser 
Aufgabe  gehörige  Interpolaiionsfortnd ,  und  zwar  wird  die 
Gleichung  nach  ihrem  Urheber  die  Interpolationsformel  von 
Lagrange  genannt. 

§  97.    Entwickelniiff   der  Begattven  ganzen  Potensen  «Ines 

Binoms  In  eine  Belhe. 

Am  Schlüsse  des  §  93  ist  gezeigt  worden,  wie  ein  gege- 

bener  echter  Bruch  -  ^  ;   als   ein  Aggregat   von  Partialbrttchen 

dargestellt  werden  kann,  deren  Zähler  Constanten  und  deren 
Nenner  positive  Potenzen  der  in  der  Function  f{x)  enthaltenen 
Factoren   des  ersten  Grades  a:  —  f , , . .  a;  —  ^^  sind,  und  hieraus 

rix) 
ist  für  die  aus  dem  Bruche  -^  '  entspringende  recurrente  Reihe 

der  nten  Ordnung  eine  Zerlegung  in  partielle  recurrente  Reihen 
abgeleitet  worden.  Die  Beschaffenheit  dieser  Reihen  hängt  we- 
sentlich von  der  Potenz  ab,  zu  welcher  das  in  dem  Nenner  des 
zugehörigen  Bruches  aus  der  variabeln  Grösse  x  und  einer  be- 
liebigen festen  Grösse  £  gebildete  Binom  x  —  |  erhoben  ist,  da 
der  constante  Zähler  des  Bruches  sich  allen  Gliedern  der  Reihe 
als  Factor  mittheilt.    Wir  haben  es  daher  mit  denjenigen  Reihen 

zu  thun,  welche  aus  der  Entwickelung  eines  Bruches oder 

der  negativen  ganzen  ( — a)ten  Potenz  des  Binoms  x  —  §  ent- 
stehen. Der  Fall  des  Exponenten  a=sl,  dem  die  geometrische 
Reihe  entspricht,  ist  in  §  90  behandelt  und  seitdem  mehrfach 
angewendet  worden.  Die  Betrachtung  wird  deshalb  mit  dem 
Werthe  des  Exponenten  a=2  beginnen  und  zu  den  höheren 
Werthen  von  a  aufsteigen. 

Es  werde  in  der  Gleichung  (1)  des  §  91  die  Fonction  f{x) 

durch  (x  —  I)*,  r  {x)  durch  die  Einheit  ersetzt,  und  es  sollen,  um 
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die  verschiedenen  Werthe  der  Zahl  a  zu  unterscheiden,  die  mit 

Qoj  Qv  ' '  Qr ^o^y  ^i^j •  •  -^-1*  hezeichnetcn  Grössen  noch  einen 
zweiten  untern  Zeiger  a  erhalten ;  hier  ist  die  Zahl  n  der  Zahl  a 
gleich,  und  es  entsteht  die  Gleichung 

Die  Zahl  t  soll  nur  solche  Werthe  annehmen,   die  gleich 
oder  grösser  als  a   sind.    Da   die   Coefiicienten   der  Function 

{x  —  ^Y  sich  ii^b  dem  in  §46  enthaltenen  binomischen  Lehr- 
sätze folgendermassen  bestimmen 

(2)      {x-:^r=x'-ax'-'  1+  ^^x'-'f+...  +  {irt, 

80  ergiebt  sich  ans  dem  System  (3)  des  §  91  fUr  die  Grossen 
Co,..^j..."-Ö.-i,.da«  System  Gleichungen 


aus  dem  System  (4)  dess.  §  flir  jede  Grösse  ^^  bei  der  t>a 
ist,  die  Gleichung 

und  aus  dem  System  (5)  desselben  §  fllr  die  Grössen  iZ^  a»-  •  •  -^o-i.ü 
das  System  Gleichungen 

(o=-üi«,„+"("2^'^i*<?,_,.+...+(-i)'r«,_+,..+ii'o?. 

(5) ■ 

lo=  (-irr«,.    +I^t^... 

Das  System  (3)  hat  zur  Folge,  dass  die  sämmtlichen  Grössen 
^o,tt'  ^i,tt>-  •  •  "^i®  Qa-%a  gleich  Null  sein  müssen,  und  dass  Q^_i^ 
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stets  gleich  der  Einheit  ist.    Bei  der  Annahme  a  =  2  erhalten 

(4),  (5)  beziehungsweise  die  Gestalt* 

(4*)  0  =  Q,,-2iQ,_,,  +  fQ,_,,, 

Die  Aaflüsang  der  Gleichungen  zeigt,  da  Qg ,  den  Werth  Nnll, 
Q,  2  den  Werth  der  Einheit  hat,  dass  Q,,2=2|  und  allgemein 

Q,.,=  t  ^-'  ist;  ferner  findet  sich  I^^,  =  (t  +  1) ^, Iif,%=  —  t^*', 
und  die  Gleichung  (1)  liefert  die  Entwiokelung 
(6)  (a;-|r*=a;~*+2|a;-*+... 


(5*) 


Durch  die  Voraussetzung  a  =  3  werden  aus  (4)  und  (5)  respec- 

tive  die  Gleichungen 

(4*)      0  =  Q,,  -  3^Q,_,,+Sf  Q,_,,-  f  (2,_3  ,, 

Hier  ist  Öo,3=^>  ^i,!i=  ^»  ^4,3=  ^>  niithin  kommt  ^3^3=31, 
Q^.t=  Of  und  allgemein  ^,  j=-^  ^~\  demgemäss 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgt  daher 

(7)  (^x-^-^=x-'+six-*+6fxr'  +  ...  +  ^S*:=^^-^x-'-'  + 

+  —^ i 

{x  -  D" 

FUr  einen  beliebigen  Werth  der  positiven  ganzen  Zahl  a 
ergiebt    sich    aus   der  Relation   (4)    mit   Httlfe    der   Werthe 

gleich  —  "L-i      ^  '8*1  <^*88  Q, ,  gleich  dem  Product  einer  Zahl  in  die 
Potenz  g*"^^^  wird,  ferner  aus  (5),  dass  JRj'^^,  ^?flf --Bi^i..  respec- 


§  97.  Entwiokelung  der  negativen  Potenzen  eines  ßinoms.  463 

tive  gleich  dem  Prodnet  einer  Zahl  in  eine  der  Reihe  nach  ent- 
sprechende Potenz  der  Grösse  §  sein  mnss,  nämlich 

Die  vollständige  Bestimmang  der  Grössen  Q,^  ist  in  der  Glei- 
chung 

/Q\  y »      tt(tt4-  !)...<  1:'-«+^ 

^^>  v,.a-  1.2.3...(f-a-hl)^ 

enthalten,  deren  Beweis  nicht  schwer  zu  fUhren  ist,  an  dieser 
Stelle  jedoch  der  Kürze  halber  übergangen  wird.  Mit  Hülfe 
von  (8)   können   aus  (5)  vollständige  Ausdrücke   der   Grössen 

8*o!l> 8?5'l, . . . 8fi^,!i, ,  abgeleitet  werden.    Hiemit  ist  der  Weg  an-* 

gegeben,  um  für  alle  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1) 
vorkommenden  Grössen  allgemein  gültige  Ausdrücke  aufzustellen, 
und  die  betreffende  Entwickelung  der  (— a)ten  Potenz  des  Binoms 
{x — §)  in  eine  nach  den  negativen  Potenzen  von  x  fortschreitende 
Reihe  allgemein  durchzuführen. 

§  98.    Orenzwertli  der  Biiiiime  einer  i^ometrieehen  Beibe  bei 

waehsender  Ansahl  der  Glieder. 

Der  Ausdruck  für  die  Summe  der  (^+1)  ersten  Glieder 
einer  geometrischen  Reihe  gewinnt  eine  neue  Bedeutung,  sobald 
die  Voraussetzung  hinzukommt,  dass  die  Anzahl  der  Glieder  (^+1) 
nach  und  nach  immer  grössere  Werthe  annehme.  Der  bezügliche 
Ausdruck  ist  in  der  Gleichung  (5)  des  §  9G  mitgetheilt,  welche, 
sobald  man  wieder  ao^+ö,=ao(iP  — D  setzt  und  hierauf  o<,=  1 
nimmt,  in  die  folgende  übergeht 

«1? Q  X 5 

Nach  einer  am  Ende  des  §  92  gemachten  Bemerkung  gilt 
diese  Darstellung  für  alle  Werthe  der  Veränderlichen  x  mit 
Ausnahme  des  Werthes  a:=$.  Wenn  wir  uns  nun  denken, 
dass  die  Anzahl  (^+1)  der  Glieder  der  auf  der  rechten  Seite 
von  (1)  gebildeten  Summe  grösser  und  grösser  werde,  so  ad- 
diren  sich  zu  den  vorhandenen  Gliedern  der  geometrischen 
Reihe  immer  üeue  Glieder.  Der  auf  der  linken  Seite  von  (1) 
befindliche  Ausdruck  der  Summe  besteht  aber  aus  zwei  Theilen, 


'^ 
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von  dcuen  der  erste-   '^;-  die  Zahl  t  gar  nicht  enthält  und  des- 
halb  bei  wachsendem  t  angeändert  bleibt,   während  der  zweite 


t'+i  -'-1 


0  ? 


bei  wachsendem  t  sich  fortwährend  ändert.    Wir 


wollen  nun  unser  Augenmerk  darauf  richten,  wie  sich  der 
letztere  Ausdruck  bei  einer  stets  wachsenden  Zahl  t  verhalte^ 
und  unterscheiden  bei  der  ferneren  Untersuchung  der  Gleichung 

(1)  zwei  Fälle. 

Es  sei  zuerst  ^  gleich  einer  beliebigen  redien  Grösse^  r^ 
ebenfalls,  und  x  bekomme  einen  beliebigen  reellen ^  aber  von  ^ 
nothwendig  verschiedenen  Werth.  Dann  enthält  die  rechte  wie 
die  linke  Seite  von  (1)  nur  reelle  Grössen.    Der  Ausdruck 

(2)  -r«^     ^ 


besteht  aus   dem  Product  der  von  t  unabhängigen  bestimmten 

r  i 

Grösse ^  in  die  (t+\)io  Potenz  des  Bruches  -  .   Derge- 

nannte  Bruch  hat  unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  einen 
reellen  Werth,  der  positiv  oder  negativ,  jedoch  niemals  gleich 

der  positiven  Einheit  sein  kann.     Wenn  die  Grösse    -    positiv 

und  grösser   als  die  Einheit  ist,   so  behält  die  Potenz  i~| 

stets  das  positive  Vorzeichen,  und  ihr  Werth  wird  bei  wach- 
«endem  t  grösser  als  jede  beliebig  gegebene  Grösse.  Der  be- 
treffende Satz  ist  in  §  19  für  die  Annahme  bewiesen,  dass  ein 
die  Einheit  übertreffender  rationaler  ganzzahliger  Bruch  auf 
immer  höhere  positive  ganze  Potenzen  erhoben  wird;  doch  kann 
der  gelieferte  Beweis  unmittelbar  auf  jeden  die  Einheit  über- 
treffenden bestimmten  positiven  Werth  übertragen  werden.    So- 

bald  die  Grösse  —  positiv  und   kleiner  als  die  Einheit  ist,   so 

1 1 V"*"*  1 

behält  die  Potenz!     1    ,  die  gleich.    r/+i  ist,  stets  das  positive 

(l) 

Vorzeichen  und  wird  bei  wachsendem  t  kleiner  als  jede  noch  so 
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kleine  beliebig  gegebene  Grösse,  da  die  in  die  Einheit  zu  di- 

-j  I     nach  dem  angefahrten  Satze  über  jedes 

Mass  hinaus  wächst.    Bei  einem  negativen  Werthe  des  Bruches 

f 

—  ergiebt  die  Gleichung 

,3,  (I)'"  =(_„.«  (_|)'*',. 

/VV/+1 

dass  das  Vorzeichen  der  Potenz  i  - }     ,   je  nachdem  ^  + 1  eine 

gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,   fortwährend  abwechselt,' 
und    dass   der  absolute   Werth   der   Potenz  über  jedes   Mass 


wächst,  wofern  —  -  ein  unechter  Bruch  ist,   dagegen  kleiner 

wird   als  jede  beliebig  kleine  gegebene  Grösse,  wofern 

ein  echter  Bruch  ist.     Für  den  Fall,  dass  x  =  —  |  ist,  nimmt 

die  Potenz  I  -  j      abwechselnd  den  Werth  der  positiven  und  der 

negativen  Einheit  an.    Hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Aus- 

druckes  (2)  fttr  wachsende  Werthe  der  Zahl   ^,   wenn  —  positiv  ' 

und  grösser  als   die  Einheit  ist,   stets   sein  Vorzeichen  behält 

und  numerisch   über  jedes  Mass   wächst,   wenn  -—  positiv  und 

kleiner  als   die  Einheit  ist,   stets   sein  Vorzeichen   behält   und 

numerisch  beliebig  klein  wird,  wenn  —  negativ  und  numerisch 

grösser  als  die  Einheit  ist,   sein  Vorzeichen  wechselt   und  nu- 

merisch  über  jedes  Mass  wächst,  wenn  —  negativ  und  numerisch 

kleiner  als  die  Einheit  ist,   sein  Vorzeichen  wechselt   und  (lu- 

merisch  beliebig   klein  wird,   und   endlich,   wenn  -  =  —  1  ist, 

sein  Vorzeichen  wechselt,   ohne   seinen   numerischen  Werth   zu 
ändern. 

Der  Werth  des  Ausdruckes  (2)   zeigt  also   unter   den   er- 
wähnten Voraussetzungen  die  Beschaffenheit,    bei  stets   wach- 

Liptohita,  Analysis.  30 


466  Geometrische  Reihe  mit  wachsender  Gliedersahl.  §  98. 

senden  Werthen  der  Zahl  i  in  dem  Falle  von  einer  bestinmUen 
Grösse  beliebig  wenig  aheuweichen^  oder,    sich  einem  bestimnüen 

Grenewerthe  beliebig  eu   nähern^  wenn  der  Bruch  —  numerisch 

unter  der  Einheit  liegt,  und  zwar  ist  dieser  Grenzwerth  die 
NuU,    Dagegen  hat  derselbe  Ausdruck  diese  Eigenschaft  nicht, 

wofern  der  Bruch  —  numerisch  über  der  Einheit  liegt  oder  der 

negativen  Einheit  gleich  ist.  Weil  nun  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (1)  erhalten  wird,   indem   man  zu   dem  von  i  unab- 

hängigen  Werthe  -  _^  v  den  Werth   des  Ausdruckes  (2)  hinzu- 

addirt,  so  nähert  sich  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  dann 
und  nur  dann  einem  bestimmten  Grenzwerthe,  wenn  dies  für 
den  Ausdruck  (2)  der  Fall  ist,  und  weil  der  Grenzwerth  des 
Ausdrucks  (2)  die  Null  ist,   so  ist   der  Grenzwerth   der  linken 

Seite  von  (1)  der  Werth -^. 

X — c 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  stehende  Summe  der  (^+1) 
ersten  Glieder  einer  geometrisclwn  ReHse  hat  deshalb  bei  reellen 
Werthen  von  r^,  x  und  ^  die  EigenscJ^ft,  sobald  die  Aneald  der 
Glieder  (/+1)  fortwährend  wächst^  sich   in   dem  Falle  und  nur, 

in  dem  Falle  einem  Grenzwerthe  zu  nähern,   dass  der  Bruch   - 

X 

numerisch  kleiner  ist  als  die  Einheit;  dieser  Grenzwerth  wird 
alsdann  durch  den  Bruch  —^  ausgedrückt. 

In  dem  §  21,  welcher  den  Abschnitt  II,  Elemente  der  Al- 
gebra, beginnt,  ist  hervorgehoben,  dass  die  Untersuchung  der 
Resultate,  welche  aus  einer  beschränkten  Zahl  von  Grössen 
durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Anwendungen  der  vier  Grund- 
Operationen  entstehen,  den  Gegenstand  der  Algebra  bildet 
Demnach  gehört  die  Betrachtung  der  Summe  einer  beschränkten 
Zahl  von  Gliedern  einer  geometrischen  Reihe  der  Algebra  an. 
Die  Bestimmung  des  Grenzwerthes,  dem  sich  die  Summe  einer 
geometrischen  Reihe  bei  wachsender  Zahl  ihrer  Glieder  nähert, 
verlässt  dagegen  den  Boden  der  Algebra.  Genau  ebenso  steht 
es,   wie    im  voraus   bemerkt  wird,  mit    der  Betrachtimg  der 
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Samme  der  (^+1)  ersten  Glieder  einer  reenrrenten  Reihe  der 
nten  Ordnung,  deren  Ansdruck  in  (6)  des  §  92  aufgestellt  ist. 
Ans  diesen  Ursachen  liegt  der  Inhalt  des  gegenwärtigen  Ab- 
schnittes zum  Theil  auf  dem  algebraischen  Gebiete  und  zum 
Theil  ausserhalb  desselben. 

Eine  Summe  von  Gliedern,  deren  Anzahl  wachsend  gedacht 
wird/  nennt  man  eine  unendlich  ausgedehnte  Summe.  Die  Frage 
danach,  oh  die  Summe  der  von  einem  bestimmten  Gliede  anfan- 
genden in  der  gegebenen  Ordnung  auf  einander  folgenden  Glieder 
bei  wachsender  Anzahl  sich  einem  bestimmten  Grenewerth  nähere^ 
wird  mit  dem  Ausdruck  bezeichnet,  ob  die  unendlich  ausgedehnte 
Summe  der  Beihe  convergent  sei.  Fflr  den  Fall  dass  dies  zu- 
trifft, heisst  der  betreffende  Grenzwerth  die  Summe  der  unend- 
lichen Beihe  und  die  Aufsuchung  der  Summe  die  Summation 
der  unendlichen  Beihe,  Für  den  Fall,  dass  die  Reihe  nicht  con- 
vergent ist,  sagt  man,  dass  die  unendliche  Beihe  keine  Summe 
hat.  Die  fUr  die  geometrische  Reihe  gefundenen  Resultate 
lassen  sich  demnach  so  ausdrücken,  d<iss,  wenn  bei  der  obigen 
Bezeichnung  r^,,  x  und  f  reelle  Grrössen  sind,  die  Summe  der  un- 
endlich ausgedehnten  geometrischen  Beihe  dann   und  nur  dann 

convergirty  sobald  der  Bruch  —einen  unter  der  Einheit  liegenden 

numerischen  oder  absoltden  Werth  hat,  und  dass  alsdann  die 
Summe   der  unendlichen  geometrischen   Beihe  durch  den  Bruch 

— —^  dargestellt  wird. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  einer  unendlichen  geometrischen 
Reihe  liefert  die  Verwandlung  eines  ganzzahligen  Bruches,  der 
auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht  einen  Nenner  hat,  welcher 
andere  Primfactoren  als  die  Zwei  und  die  Fünf  enthält,  in  einen 
Decimalbruch.  Ein  Bruch  von  jener  Art  kann  keinem  endlichen 
Decimalbruche,  das  heisst,  keinenf  Bruche  gleich  werden,  dessen 
Zähler  eine  beliebige  ganze  Zahl  und  dessen  Nenner  eine  be- 
stimmte Potenz  der  Zehn  ist,  und  es  ergiebt  sich  leicht,  dass 
das  der  Rechnung  mit  Decimalbrttchen  entsprechende  Divisions- 
verfahren  auf  einen  periodischen  Decimalbruch  führt.    So  bringt 

der  Bruch  -  den  periodischen  Decimalbruch  hervor 
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J  =  0,142857  142857... 
7         ' 

Es  ist  aber  dieser  Decimalbrach   nichts  anderes   als  die 

geometrische  Reihe 

142857    .    142857     .  .     142857 

H TS h  . .  .  + 


10*^  10^^       10^'+'^' 

142857 


deren    Summe,    da    in    den    obigen    Formeln    r„  =  -       «     , 

o  10 

x=\y  B= — jr  zu  setzen  ist,  flir  eine  wachsende  Anzahl  von 

Gliedern  gegen  den  Grenzwerth 

142857 
10«  142867         1 


10^- 1        7 


10* 


convergirt. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Gleichung  (1)  unter  der  zweiten 
Voraussetzung,  dass  ^  gleich  einer  beliebigen  camplexen  Grösse, 
r„  gleich  einer  beliebigen  conipleccen  Grösse  sei  und  dass  x  eben- 
falls einen  beliebigen,  aber  nothwendig  von  |  verschiedenen  cofPi- 
plexen  Werth  annehme.  Die  complexen  Grössen  mögen  in  die 
Gestalt  gebracht  werden 

(4)  f=(T(co8qp+tsin9)),  ro  =  c(cos/'+f8in/'),  a;  =  5(cos^4-t-sin^), 
wo  die  positiven  Grössen  er,  c,  s  die  absoluten  Beträge  von  ^, 
r^,  X  darstellen,  und  die  Winkel  y,  f,  &  bis  auf  ein  beliebiges 
Vielfache  einer  ganzen  Kreis-Peripherie  vollständig  bestimmt 
sind.  Jedes  Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  befind- 
lichen geometrischen  Reihe  zerfallt  jetzt  in  einen  reellen  und 
einen  imaginären  Theil,  und  zwar  kann  man  die  Trennung  der- 
selben sehr  leicht  bewirken,  da  nach  einer  vielfach  angewen- 
deten Regel 

(5)  r,a:~'=CÄ~^(cos  {f-d')+i  sin  {f-  »)) 
r^f^x=co'~^^s  (cos  {f-{'(p  —  2^)-\'i  sin  {f+  q)  —2^)) 

r„§'a;~'~^=C(T's""'"''  (cos  {f+  tcp  -  {t+\)^) 

+  ismif+t(p'-it-\'l)»)) 
ist.   Auf  diese  Weise  wird  die  rechte  Seite  von  (1)  gleich  dem 
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Aggregat  einer  Summe  von  (^+1)  reellen  Gliedern  und  einer 
mit  der  imaginären  Einheit  i  nmltiplieirten  Summe  von  (^+1) 
reellen  Gliedern, 

(6)     (c"^sco8(/'— d)+ca~^«cos(/*+qp-- 2;>)  + 

+ca's^'~'  eo&(f+tq)'-{t+ 1) »)) 

-\-i{c"^SBin(f—9)+ca~^s&in(f+q)  —  2d')+  .... 

+  ca's'''~'^  Bin  (f+tqf—it+l)»)). 

Für   die   beiden  Bestandtheilc   der  linken  Seite   von   (1) 
finden  sich  vermöge  der  Bezeichnungen  (4)  die  Ausdrtlcke 

/yx  /o C(c08/+t8in/) 

a — 5       s  (cos  &  +  i  sin  &) — o  (cos  qp  +  i  sin  qp)' 
1+1    — /— 1     • 


(8)  -  ?1«  ^      ^ 


^-5 

_  ^'^*l!r*  (cos(/;— (^+ IK^— 5P))  +_i^i^{f—ii±})_{^'Z^)))^ 

s  (cos  d"  +  i  sin  ^)  —  a  (cos  (p  +  i  sin  9)) 

Wird  in  jedem  derselben  der  reelle  und  der  rein  imaginäre 
Theil  getrennt,  so  stellt  das  Aggregat  der  beiden  reellen  Theile 
die  in  (C)  enthaltene  Summe  von  (t  4- 1)  reellen  Gliedern,  und 
das  Aggregat  der  beiden  rein  imaginären  Theile  die  in  (6) 
enthaltene  mit  der  imaginären  Einheit  i  multiplicirte  Summe 
von  (^  +  1)  reellen  Gliedern  dar. 

Um  zu  beurtheilen,  wie  der  Ausdruck  (8)  sich  bei  wach- 
senden Werthen  der  Zahl  t  ändere,  kann  man  den  in  §  30  be- 
gründeten Satz  benutzen,  dass  der  absolute  Betrag  eines  Pro* 
ducts  gleich  dem  Producte  der  absoluten  Beträge  der  Factorcn 
ist.  Der  Factor  co&(f—(t+  l)(&—(f'))  +  i%\n(f—{t+  \)(^-'q>)) 
hat  seinen  absoluten  Betrag  gleich  der  Einheit,  der  Factor 

— c 
s  (cos  ^  +  i  sin  ^)  —  a  (cos  (p  +  i  sin  rp) 

den  von  t  unabhängigen  absoluten  Betrag 

^ 

y{s  cos  & —  a  cos  y)"  4-(s  sin  & — o  sin  y)* ' 

der  reelle  positive  Factor  (y'"*'^s~"'~^  =  l-  j      drückt  selbst  sei- 
nen absoluten  Betrag  aus.     Nun  haben  wir  bemerkt,  dass  die 
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-J       einer  positiven  j*eellen  Grösse  -  bei  wachsenden 

Werthen  der  Zahl  t  über  jedes  Mass  wächst,  wenn  -  grösser 
ist  als  die  Einheit,  dass  sie  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse 
herabsinkt,  wenn  -  kleiner  ist  als  die  Einheit,  nnd  gleich  der 

s 

Einheit  bleibt,  wenn  -  gleich  der  Einheit  ist.    Hiemach  ist  mit 

Sicherheit  zu  schliessen,  dass  der  absolute  Betrag  des  Aus- 
dmckes  (8)  fttr  eine  wachsende  Zahl  t  kleiner  wird   als  eine 

beliebig  kleine  gegebene  Grösse,  wofern  die  positive  Grösse  - 

8 

unter  der  Einheit  liegt.  Weil  aber  der  absolute  Betrag  einer 
complexen  Grösse  niemals  kleiner  sein  kann  als  der  numerische 
Werth  ihres  reellen  Theiles  und  auch  als  der  numerische  Werth 
ihres  von  dem  Factor  i  befreiten  imaginären  Theiles,  so  muss 
unter  der  angegebenen  Bedingung  bei  dem  Ausdrucke  (8)  so- 
wohl der  numerische  Werth  des  reellen  Theiles  wie  auch  der 
numerische  Werth  des  von  dem  Factor  %  befreiten  imaginären 
Theiles,  sobald  die  Zahl  t  ohne  Ende  wächst,  beliebig  klein 
werden  oder,  was  dasselbe  ist,  sich  der  Null  als  Grenzwerth 
nähern.  Die  in  (6)  dargestellte  Summe,  welche  fttr  jede  Zahl  t 
gleich  dem  Aggregat  der  Ausdrücke  (7)  und  (8)  ist,   wird  also 

bei  wachsenden  Werthen  der  Zahl  ^,  sobald  -    gleich    einem 

echten  Bruche,  das  heisst,  sobald  der  absolute  Betrag  s  der 
complexen  Grösse  x  grösser  als  der  absolute  Betrag  o  der  com- 
plexen Grösse  ^  ist,  gleich  dem  Aggregat  des  Ausdruckes  (7) 
und  eines  Ausdruckes,  dessen  reeller  und  imaginärer  Theil 
sich  der  Null  als  Grenzwerth  nähern.  Folglich  convergirt  so- 
wohl die  reelle  wie  auch  die  in  die  imaginäre  Einheit  i  muUi- 
plicirte  in  (6)  entf^altene  unendlich  ausyeddmte  Summe,  oder,  was 
dasselbe  ist,  es  convergirt  die  unendlich  ausgedehnte  Summe  (6), 
sobald  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  x  grösser  ist 
als  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  §,  und  die  Sum$H€ 
der  unendlichen  Reihe  (6)  wird  alsdann  durch  dm  Ausdruck 
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r»  c  (cos  /*+  imnf) 


(9) 


X — 5      s  (coe  «^  +  t  rin  ^)  —  a  (cos  y  +  i  sin  y) 
_  cg(eos  (/•—  ^+t  8iii(/'— ^))  -  ca  (cos  {f^  y)  +  i  sin  (/— 9)) 

(*cos  & — acosy)*+  {s  sin  & — asin  y)' 
cs(c(m(f — &) — cacosif — 9) 


(f) 


{s  cos  «^  —  a  cos  9)'  +  (s  sin  ^  —  s  sin  9)' 
.         {cs8iB(f — &) — caänif — (p) 
{s  cos  & — aoos  q^y  +  (^sin^ —  asin^)* 
dargestdlt. 

Eine  fortgesetzte  Erörterung  ergiebt,  dass  der  reelle  und 
der  imaginäre  Theil  des  Ausdruckes  (8)  bei  wachsender  Zahl  i 
sich  nicht  festen  Grenzen  nähern,  sobald  der  Quotient  der  ab- 
soluten Beträge  —  über,  der  Einheit  liegt  oder  der  Einheit  gleich 

ist     Wenn  —  über  der  Einheit  liegt,    so  wächst  der  Factor 

'+1  ^ 

mit  der  Zahl  t  über  jedes  Mass.      Wenn  —  gleich  der 

s 

Einheit  ist,  so  muss,  um  die  Voraussetzung  zu  bewahren^  dass 
X  nicht  gleich  ^  sein  darf,  der  Winkel  ^  einen  von  dem  Win- 
kel (p  verschiedenen  Wertb  erbalten  und  dann  schwankt  der 
Ausdruck  (8)  bei  wachsendem  t  fortwährend  in  seinem  reellen 
und  seinem  imaginären  Theile,  ohne  sich  einer  festen  Grenze 
zu  nähern. 

Die  Bedingung  für  die  Convergenz  der  unendlich  ausge- 
dehnten geometrischen  Reibe  (6),  dass  der  absolute  Betrag  der 
complexen  Grösse  x  grösser  sei  als  der  absolute  Betrag  der 
complexen  Grösse  |  lässt  sich  mit  Hülfe  der  G^aitös'schen  Inter- 
pretation der  complexen  Grössen  anschaulich  machen.  Wenn 
man  durch  den  Punkt  der  Ebene,  welcher  der  complexen 
Grösse  ^  entspricht,  um  den  Punkt,  welcher  dem  Werthe  Null 
entspricht,  als  Hittelpunkt  einen  Kreis  beschreibt,  so  müssen 
alle  Punkte,  die  zu  einer  jene  Bedingung  erfüllenden  complexen 
Grösse  x  gehören,  ausserhalb  jenes  Kreises  liegen,  da  der  Ra- 
dius des  beschriebenen  Kreises  durch  den  absoluten  Betrag  der 
Grösse  f,  und  der  Abstand  eines  Punktes,  welcher  der  com- 
plexen Grösse  x  entspricht,  von  dem  Mittelpunkt  des  beschrie- 
benen Kreises  durch  den  absoluten  Betrag  der  Grösse  x  gemessen 
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wird.  In  dem  zuerst  besprochenen  Falle,  wo  ^  und  x  reelle 
Grössen  sind,  kommt  bei  der  geometrischen  Deutung  nur  die 
Bestimmung  hinzu,  dass  der  zu  der  Grösse  %  gehörende  Punkt 
und  die  zu  den  Werthen  der  Grösse  x  gehörenden  Punkte  auf 
der  Axe  der  reellen  Werthe  zu  liegen  haben. 


(1)    1  ._(i±ii5^  _ -'!_  -•^.  -  =a;-'+2^x-»+..+<r'^-'-' 


I  99.    Svmmatton  einer  unendlich  ausgedehnten  reonrrenten 

Beihe  von  beliebigrer  Ordnung. 

Für  die  recurrenten  Reihen,  welche  aus  der  Entwickelang 

der  negativen  Potenzen  eines  Binoms  [x — f)""*,  (äj— $)  ,  .  .  . 
entstehen,  können  mit  Hülfe  des  §  97  Ausdrücke  der  Summe 
der  (^4-1)  ersten  Glieder  gebildet  werden.  Zum  Beispiel  folgt 
aus  der  dortigen  Gleichung  (6)  unmittelbar  die  Gleichung 

__r"il 

und  ein  ähnliches  Resultat  lässt  sich  fUr  den  Exponenten  Drei 
aus  (7)  und  für  einen  beliebigen  Exponenten  a  aus  (1)  und  (8) 
ableiten.  Die  Frage  nach  der  Bedingung,  unter  der  die  so  eben  auf 
der  rechten  Seite  von  (1)  hingeschriebene  Summe  bei  wachsendem 
i  gegen  einen  bestimmten  Grenzwerth  convergirt,  kann  hier,  wie 
es  bei  der  geometrischen  Reihe  geschehen  ist,  durph  die  Erör- 
terung des  zweiten  Bestandtheils  der  linken  Seite  von  (1)  bß- 
antwortet  werden;  da  aber  dieselbe  Frage  im  Abschnitte  V 
wieder  auftreten  wird,  so  unterdrücken  wir  die  betreflFende  Er- 
örterung und  erwähnen  nur,  dass  die  Bedingung  der  Gonvergenz 
entsprechend  ausfällt  wie  bei  der  geometrischen  Reihe,  und 
dass,  wenn  diese  Bedingung  befriedigt  ist  oder  wenn  der  ab- 
solute Betrag  der  Grösse  x  grösser  ist  als  der  absolute  Betrag 
der  Grösse  §,  der  zweite  Bestandtheil  der  linken  Seite  von  (1) 
sich  der  Null  nähert,  und  daher  die  rechte  Seite  von  (1)  gegen 

einen  Grenzwerth  convergirt,  welcher  durch  den  Bruch  .  __vTt 

ausgedrückt  wird. 

Aus  der  Gleichung  (l)  und  den  Bestimmungen  (8)  und  (9) 
des  §  97  ergiebt  sich  die  Gleichung 
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(2) 


1    ^'.(if    +--^e,..(i) 


(*-!)'  (^  -  IT 

m 

g  (g  + 1) .  .t  _  w-«+i    -1-1 
"^  1.2..(<— a+1)^  ^       ; 

Die  Bedingung  für  die  Convergenz  der  anf  der  rechten 
Seite  befindlichen  Summe  ist  auch  hier  wieder  dieselbe,  und 
sobald  sie  gilt,  nähert  sieh  der  zweite  Bestandtheil  der  linken 
Seite  ftir  eine  wachsende  Zahl  t  der  Null,  und  der  Grenzwerth 
für  die  anf  der  rechten  Seite  von  (l)  befindliche  Summe  ist  der 

Bruch  -. 

Mit  diesen  Htllfsmitteln  kann  die  Convergenz  einer  unend- 
lich ausgedehnten  recurrenten  Reihe  beurtheilt  werden,  die  aus 

der  Entwickelung  eines  beliebigen  echten  Bruches  A-.  ent- 
standen ist.  Wir  bedürfen  aber  hiezu  der  Zerlegung  der  Func- 
tion fix)  in  ihre  einfachen  Factoren.  Die  bezügliche  Zerlegung 
der  Function  f(x)  sei  durch  die  Gleichung  (16)  des  §  93  dar- 
gestellt,  femer  nach   den   dortigen  Vorschriften  die  Zerlegung 

des  Bruches     \-l  in  solche  Partialbrüche  bewerkstelligt,  deren 

Zähler  Constanten,  deren  Nenner    die  Potenzen  (x—^i),  ... 

(x  —  ^,)"S  . . ,  {x  —  ^j), . , .  {x  —  ^^y^  sind,  und  deren  Gestalt  in 
der  Gleichung  (18*)  des  §  93  angedeutet  ist.  Für  jeden  ein- 
zelnen Partialbruch  lässt  sich  nun  die  nach  den  negativen  Po- 
tenzen der  Variable  .r  fortschreitende  Entwickelung  gemäss  dem 
Vorbilde  der  obigen  Gleichung  (2)  ausführen,  indem  der  zuge- 
hörige constante  Zähler  auf  beiden  Seiten  als  Factor  hinzuge- 
fügt wird.  Das  Aggregat  der  sämmtlichen  auf  {t  +  1)  Glieder 
ausgedehnten  Entwickelungen  wird  dann  gleich  dem  Aggregat 
der  (^  +  1)  ersten  Glieder  der  in  (1)  des  §  91  definirten  re- 
currenten Reihe,  welches  Aggregat  in  (6)  des  §  92  so  darge- 
stellt ist 


474  Unendlioh  ausgedehnte  reourrente  Reihe.  §  99. 


(3) 


fix)  fix) 


Aach  lä88t  sich  die  Zasammensetzniig  de»  Bestandtheiles  ^—-^ 

der  linken  Seite  von  (3)  aus  den  einzelnen  Partialbrüchen  und 
die  Zusammensetzung  des  zweiten  Bestandtheils  der  linken  Seite 
aus  den  Restbrttchen  der  einzelnen  Partialentvrickelungen  leicht 
übersehen. 

Die  Bedingungen  für  die  Convergeuz  der  einzelnen  par- 
tiellen recurrenten  Reihen  sind  nun  die  folgenden:  für  die- 
jenigen Reihen,  welche  zu  den  Nennern  a;— fj,  ...(rc — IJ** 
gehören,  muss  der  absolute  Betrag  der  Grösse  x^  das  heisst, 
falls  man  x  reell  annimmt,  der  absolute  Werth  der  Grösse  x 
grösser  sein   als   der    absolute  Betrag  der  Grösse  ^,;   für  die 

Reihen,  welche  zu  den  Nennern  a;  —  ^j,  . .  (a;  —  f,)**"  gehören,  muss 
der  absolute  Betrag  der  Grösse  x  grösser  sein  als  der  absolute 
Betrag  der  Grösse  ^j,  u.  s.  f. 

Es  muss  daher^  damit  die  Summen  aller  einzelnen  Reihen 
convergirenj  der  absolute  Betrag  der  Chösse  x  grösser  sein  als 
jeder  der  absoluten  Beträge  der  Grössen  f,,  ^a»  •  •  •  &•  Falls 
dieser  Bedingung  Genüge  geleistet  ist,  so  haben  wir  gefunden, 
dass  die  Summe  jeder  partiellen  recurrenten  Reihe  bei  wach- 
sender Zahl  t  gegen  einen  Grenzwerth  convergirt,  welcher  durch 
den  Bruch  dargestellt  wird,  aus  dessen  Entwickelung  die  Reihe 
entstanden  ist.      Das  Aggregat  der  in  Rede  stehenden  Partial- 

brüche  ist  aber  der  Bruch  ,.4-x  selbst.   Hieraus  darf  geschlossen 

/  w 

werden,  dass  das  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  befindliche  Aggre- 
gat der  (t+l)  erstell  Glieder  einer  recurrenten  Reihe  bei  wach- 
sender Zahl  t  convergirty  sobald  der  absolute  Betrag  der  Grösse  x 
grösser  ist  als  der  absolute  Betrag  von  jeder  der  Grössen 
^n  ^«>  •  •  •  ^A»    wnrf   dass  die  Summe  der    betreffenden   unendlich 

ausgedefhnten  Reihe  gleich  dem  Werthe  des  Bruches    j-\  ^• 

Bei  dem  in  §  95  angeführten  Beispiele  gelten  die  Werthe 
f ,  ==  1,  ^^  =  2  +  i  1/5, 1,  =  2  —  i  ]/5,  deren  absolute  BetrUge  re- 
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speeÜYe  gleich  1,  3,  3  sind.  Die  zagehörige  reenrrente  Reihe 
der  dritten  Ordnung  convergirt  deshalb,  sobald  der  absolute  Be- 
trag der  Grösse  x  die  Zahl  Drei  übertrifft. 

Wenn  man,  wie  im  vorigen  §,  für  die  Grössen  5,,  ?»>  •  •  •  h 
und  die  Grösse  x  die  Gauss'Qche  geometrische  Interpretation 
anwendet,  so  mtlssen  die  Punkte,  die  solchen  Werthen  der 
Grösse  x  entsprechen,  flir  welche  die  aufgestellte  Bedingung  be- 
friedigt ist,  ausserhalb  des  grossesten  von  allen  Kreisen  liegen, 
die  um  den  Punkt,  welcher  die  Null  repräsentirt,  als  Mittel- 
punkt beschrieben  sind  und  durch  die  Punkte  hindurchgehen, 
die  zu  den  Grössen  ^i,  ^„  . . .  l^  gehören. 


Abschnitt  IV. 

ExponentialfonctioDen  und  Logarithmen,  trigonome- 
trische Functionen  nnd  inverse  trigonometrische 

Functionen. 

Gapitel  I. 

Exponentlalfnnctlonen  nnd  Logarithmen. 
§  100.    ExponeBtialfkinottoneii« 

Die  Rechnung  mit  den  Potenzen,  deren  Basis  C  eine  be- 
liebige bestimmte  positive  Grösse  ist,  und  deren  Exponenten 
positive  oder  negative  rationale  ganzzahlige  Brllche  sind,  grün- 
det sich  auf  den  Nachweis,  dass  die  reelle  positive  nte  Wurzel 
aus  der  Grösse  C  eindeutig  bestimmt  ist.  Dieser  Nachweis  ist 
in  §  20  geführt,  und  an  denselben  schlicsst  sich  die  Definition 


a 


einer  Potenz  C  als  eindeutig  bestimmte  positive  Grösse;  hier 
bedeutet  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  a  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl.  Wenn  w,  eine  zweite  positive  ganze  Zahl, 
und  &i  feine  zweite  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  so 
sind  die  Regeln  itir  die  Rechnung  mit  den  Potenzen  von  der 
Basis  C  und  von  rationalen  gebrochenen  Exponenten  in  den 
Gleichungen  enthalten,  die  sich  in  (10)  des  §  19  und  in  (2)  des 
§  20  finden,  und  folgendermassen  lauten 

(1)  &.&"  =  &   '\ 

a 

~  ^  _  *L 

(2)  -^-=0""^ 

C"' 
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\d'r=c"\ 


(3) 

Die  Potenz  C  ist  die  einzige  positive  reelle  Wurzel  der 
reinen  Gleichung  des  nten  Grades 

a 

und  die  Potenz  C  ist  gleichzeitig  sowohl  die  einzige  positive 
reelle  Wurzel  der  reinen  Gleichung  des  nten  Grades 

i/;"  =  (r 

wie  auch  die  ate  Potenz  der  Grösse  C  .  In  so  fem  bildet  die 
Rechnung  mit  den  Potenzen,  deren  Exponenten  ganzzahlige  Brüche 
sind,  einen  Theil  der  Algebra.  Man  kann  nun,  wie  sogleich 
gezeigt  werden  soll,  den  Begriff  der  Potenz  einer  Basis  G  dahin 
ausdehnen,  dass  der  Exponent  eine  beliebige  rationale  oder 
irrationale  bestimmte  reelle  Grösse  sein  darf;  dieser  erweiterte 
Regriff  geht  dann  über  das  Gebiet  der  Algebra  hinaus. 

Der  zu  dem  bezüglichen  Zwecke  führende  Process  besteht 
in  einer  Anwendung  des  Gedankengauges,  auf  dem  die  Rech- 
nung mit  Grössen,  die  nicht  rationale  ganzzahlige  Brüche  dar- 
gestellt sind,  überhaupt  beruht,  und  der  in  den  §§15  und  IG 
auseinander  gesetzt  ist.  Wir  kehren  nunmehr  zu  dem  dama- 
ligen Ausgangspunkte  zurück  und  machen  dieselbe  Annahme 
wie  in  §  15,  dass  eine  Reihe  von  rationalen  ganzzahligen  Brüchen 

(5)  y',  y,  ■ . . 

gegeben  sei,  welche  durch  die  Befolgung  bestimmter  Vorschriften 
unbeschränkt  fortgesetzt  werden  kann  und  so  beschaffen  ist, 
dass  ihre  Individuen  einen  bestimmten  Werth  numerisch  niemals 
überschreiten,  und  dass  sich  immer  für  einen  beliebig  gegebe- 

nen  kleinen  Zahlenwerth  co  ein  Bruch  y     bezeichnen  lässt,  dessen 

mit  irgend  einem  späteren  Bruche  der  Reihe  /'''^    genommener 

Unterschied  y  —  y^^^*\  abgesehen  von  seinem  Vorzeichen,  unter 
dem  Werthe  w  liegt.  Die  Brüche  der  Reihe  (5)  mögen  nach 
einander  der  bestimmten  reellen  positiven  Grösse  C  als  Expo- 
nenten beigelegt  werden,  wodurch  die  entsprechende  Beihe  von 
bestimmten  Grössen 
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(6)  ()^\  C^\  ... 

entsteht.  Die  Grösse  G  muss  von  der  Einheit  verschieden  sein, 
wenn  nicht  alle  diese  Grössen  selbst  den  Werth  der  Einheit 
haben  sollen.  Im  übrigen  darf  C  ebenso  gut  über  als  unter  der 
Einheit  liegen;  um  eine  feste  Vorstellung  zu  haben,  wird  von 
jetzt  ab  angenommen,  dass  C  grösser  als  die  Einheit  sei.  Man 
kann  nun  beweisen,  dass  aus  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  der 
Brüche  y\  y'\  . . .   eine   entsprechende  Eigenschaft  der  Grössen 

C  ,  C  , . . .  folgt.  Da  sich  zu  jedem  beliebig  kleinen  gegebe- 
nen Zahlenwerth  co  eine  solche  ganze  Zahl  M  wählen  lässt, 

dass  der  Bruch  ^^  noch  kleiner  ist  als  w ,   so  steht  nichts  im 

Wege,  bei  der  von  den  Brüchen  (5)  zu  erftlllenden  Forderung 
den    beliebig   kleinen   gegebenen  Zahlenwerth  lo  durch    einen 

passend  gewählten  Bruch  —  zu  ersetzen.  Es  darf  also  ver- 
langt werden  und  ist  in  Folge  der  getroffenen  Voraussetzung 
immer  möglich,  für  jeden  dem  Bruche   ^  beizulegenden  kleinen 

Werth  eine  Zahl  p  so  zu  bestimmen,  dass,  wie  auch  immer  die 
positive  Zahl  s  angenommen  werde,  die  Bedingung 

(7)  ___<y         _y  <-_ 

erftillt   ist.    Da  die  Grösse  C  über  der  Einheit  liegen  soll,  so 

1 

n 

befindet  sich  die  Grösse  C    ebenfalls  über  der  Einheit,  und  die 


a 


Potenz  C    über  oder  unter  der  Einheit,  je  nachdem  die  ganze 

Zahl  o  positiv  oder  negativ  ist,  während  die  Grösse  (f=l  ist 
Demnach   folgt   aus  der  obigen  Gleichung  (2),  dass,  wenn  ftir 

zwei  Brüche-  und  — *-  die  Differenz *    positiv  ist  oder 

n  w,  n        n,    "^ 

o 

die  Ungleichheit  —  >    *   gilt,  der  Quotient    ^  über   der   Ein- 

n  iv< 

heit  liegen  oder  C  >C    sein  muss.  Vermöge  dessen  zieht  die 
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angestellte  BcdingaDg  (7)  die  Ungleichheit 

nach  sich.  Auf  Grnnd  derselben  haben  die  Indiriduen  der  Reihe 
(6)  die  Eigenschaft,  dass  der  Quotient  des  Individuums  C^      utid 

irgend  eines  Inditidmtms  (f        von  höherer  Stellen^aU  emschen 

M  M 

den  Grössen  C       undC    eingeschlossen  Weiht. 

Die  Grösse  G  mnss,  da  C  grösser  als  die  Einheit  ist,  eben- 
falls grösser  als  die  Einheit  sein;  sie  kommt  aber  der  Einheit 
um  so  näher,  je  grösser  die  Zahl  M  genommen  wird.    Es  sei 

(9)  C'=  1  4-  d 

wo  d  eine  positive  Grösse  bedeutet,  so  folgt  daraus 

C=(l4-cJ)' 
und  man  kann  aus  einer  in  §  19  angestellten  Betrachtung  oder 
aus  dem  in  §  46  bewiesenen   binomischen  LfChrsatze  schliessen, 

dass  (l+J)    grösser  ist  als  der  Ausdruck  l  +  Mö,     Mitbin  er- 
giebt  sich 

(10)  G>  1  +  Md, 


deshalb  ist  J<      _.    ,  und  folglich 

\_ 
(lO»)  C*=l4-d<l  +  -^-. 

Man  darf  daher  aus  (8)  die  Schlüsse  ziehen,  dass 

1 

(11)  c^  <c  c'      <(i+  V")^      ' 

und  dass 

1 

(12)  G'^       <C    G"^       "^V'^    Mr 

ist.  Weil  aber  keiner  der  Brüche  (5)  einen  bestimmten  Werth 
numerisch  überschreiten  darf,  so  kann  auch  keine  von  den 
sämmtlichen  mit  diesen  Brüchen  als  Exponenten  gebildeten  Po- 
tenzen der  Basis  G  einen  gewissen  positiven  Werth  K  über- 
schreiten. Daher  folgen  aus  (11)  und  (12)  beziehungsweise  die 
Ungleichheiten 
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(13)  C^'"   -c^'^"<?--^C^''"<^K, 

Jn.  Jn. 

(14)  C""       -C        <^-^C''       k'^^-K 

M  Jn. 

Die  Differenz  von  zwei  Grössen  atts  der  Reihe  (6)  von  dem 
Zeiger  p  und  dem  Zeiger  p-hs,  der  um  irgend  eine  Zahl  s  grösser 

ist  als }},  C^    —  C^       ,  ist  also  abgesehen  von  ihrem  Vorzeichen 

Meiner  als  der  Werth  --    __        und  kann  datier  durch  die  Wahl 

Jn. 

einer  hinreichend  grossen  Zahl  M  beliebig  Mein  gemacht  werden. 

.  Ebenso  wie  in  §  15  von  den  ganzzahligen  Brüchen  (5)  der 
Ausdruck  gebtaucht  wird,  dass  sie  sich  einem  Grenzwerthe  nähern^ 
so  berechtigt  die  eben  nachgewiesene  Eigenschaft  der  bestimm- 
ten Grössen  (6)  zu  der  Aussage,  dass  dieselben  sich  ebenfalls 
einem  Grenzwerthe  nähern.  Es  ist  in  §  16  ein  eigenes  Zeichen 
für  den  Grenzwcrth  der  Reihe  von  ganzzahligen  Brüchen  (5), 
nämlich  ®,  eingeführt  und  die  Rechnung  mit  Grenzwerthen  be- 
gründet worden.  In  demselben  Sinne  darf  ein  Zeichen  für  den 
Grenzwerth  der  Reihe  von  bestimmten  Grössen  (6)  eingeführt 
werden.  Das  übliche  Zeichen  hietttr  ist  das  Zeict^en  einer  Potenz 
von  der  Basis  C  und  dem  Eaipothenten  @, 

(15)  (f. 

Insofern  also,  als  durch  &  eine  beliebige  bestimmte,  positive 
oder  negative^  rationale  oder  irrationale  Grösse  ausgedrücM  ivird^ 

stellt  das  vermöge  der  Reihe  (6)  definirte  Zeichen  C  die  erwähnte 
Verallgemeinerung  des  Begriffs  einer  Potenz  dar. 

In  §  15  wurde  hervorgehoben,  dass  die  auf  einander  fol- 
genden Brüche  (5)  entweder  die  Beschaflfenheit  haben,  ihrem 
nwneriscl^en  Werthe  nach  allmählig  unter  jede  noch  so  Meine 
Grösse  herabzusinken,  oder  die  Beschaffenheit,  beliebig  weit  fort- 
gesetzt niemals  numerisch  Meiner  zu  werdefi  ah  eine  gewisse  feste 
Grösse^  und  dass  in  defn  zweiten  Falle  die  sämmtlichen  Brüche 
vofi  einer  bestimfnten  Stelle  ab  entweder  positiv  oder  negativ  sein 
müssen.  Dem  ersten  Falle  entspricht  die  Bezeichnung,  dass  der 
Grenzwerth  @  die  Null  sei,  dem  zweiten  Falle,  je  nachdem  die 
eine  oder  die  andere  Voraussetzung  zutrifft,  die  Aussage,  dctös 
der  Grenzwerth  &  positiv  sei,  oder  dass   der  Grenzwerth  ®  ne- 
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gativ  sei.  Man  kann  dod  leicht  benrtheilen,  wie  sich  die  Grössen 
(6)  bei  jeder  der  drei  Annahmen  verhalten.  Wenn  die  Brüche 
(5)  sich  der  NuU  als  Grenewerth  nähern ,  so  können  sie  ent- 
weder von  einer  bestimmten  Stelle  ab  positiv  bleiben  oder  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab  negativ  bleiben  oder  fortwährend 
ihr  Vorzeichen  wechseln ;  immer  mttssen  die  Werthe  der  Brüche 
von   einer  gewissen  Stellenzahl  p  ab   zwischen   den   Grenzen 

—  -zjr=  und  +  -jj^  liegen,  wo  Jlf,  wie  vorhin,  eine  beliebig  grosse 

positive  ganze  Zahl  bedeutet^  Hieraus  folgt  aber  vermöge  einer 
schon    angewendeten   Schlussweise,     dass    die    gleichstelligen 

—  JL  Jl 

Grössen   der  Reihe  (6)  zwischen  den   Grenzen  C        und  G 

IT 

eingeschlossen  sind.    Nun  stellte  sich  heraus,  dass  G     kleiner 

Q \ 

ist  als  die  Grösse  1  H ^^r-,   mithin   liegen  die   in  Rede  ste- 
in 

henden  Grössen  der  Reihe  (6)  zwischen  den  Grenzen  1  H =5— 

und j^ — —^  welche  beide  von  der  Einheit  beliebig  wenig 

1+-  — 
^    M 

verschieden  sind,  und  nähern  sich  deshalb  der  Einheit  als  ihrem 

Grenzwerthc,    Sobald  die  Brüche  (5)  von  einer  bestimmten  Stelle 

ab  positiv  sind  und  einen  gewissen  festen  van  der  Ntdl  verscJUe- 

denen  Werth  stets  übertreffen^  so  liegen  die  gleichstelligen  Grössen 

der  Reihe  (6)  ans  den  erörterten  Gründen  über   einem  gewissen 

die  Einheit  Obertreffenden  Werthe.     Sobald   die  Brüche  (5)  von 

einer  bestimmten  Stelle  ab   negativ   sind  und  numerisch  einen 

gewissen  festen  van  der  NuU  verschiedenen  Werth  stets  übertreffen, 

so  befinden  sich  die  gleichstelligen  Grössen  der  Reihe  (6)  unter 

einem  geunssen  unterhalb   der  Einheit   liegenden  Werthe.     Diese 

Ergebnisse  lassen  sich  in  den  Satz  zusammen  fassen,   dass  die 

—öl 

Grösse  G  ,  bei  der  G  einen  bestimmten  positiven  die  Einheit 
übertreffenden  Werth  hat ,  und  die  stets  positiv  ist,  für  jeden  po- 
sitiven Werth  von  ®  grösser  als  die  Einheit^  für  jeden  negativen 
Werth  von  ®  Jcldner  als  di^  Einheit,  und  für  den  Werth  @=0 
gleich  der  Einheit  ist. 

Lipsoblts»  AiuÜTtii.  31 
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Nachdem  die  Potenz  mit  dem  beliebigen  Exponenten  (j 
definirt  ist,  darf  auch  der  Werth  der  Grösse  C^mitdenWerthen 

der  einzelnen  in  (6)  anf  einander  folgenden  Potenzen  (7  ,  C  ,... 
verglichen  werden,  und  dann  berechtigen  die  obigen  Ungleich- 
heiten 03)  und  (14)  zu  der  Aussage,  doss^  wofern  der  Bruch '/^^ 
der  bestimmten  Grösse  ®  beliebig   nahe  kommt,   der  numerische 

Werth  der  Differenz  G  —  Cf  ^  beliebig  klein  unrd.  Hieraus 
ergiebt  sich  weiter,  dass,  wenn  ewei  bestimmte  Grössen  ®  und  @, 
eine  numerisch  beliebig  kleine  DifferqpjB  haben,  auch  der  numerische 

Werth  der  Differenz  C^^  —  G   beliebig  klein  wird. 

Um   die  Kegeln   fUr  die  Rechnung  mit  Potenzen  von    be- 
liebigen  Exponenten   zu  erhalten,   werde,    wie   in   §  15,   eine 
zweite  Reihe  von  Brüchen 
(16)  €',  «", . . . 

betrachtet,  welche  mit  der  Reihe  der  Brüche  (5)  die  gleichen 
Anforderungen  erfüllt.    Der  Grenzwerth,   dem   sich   die  Brüche 

(16)  nähern,  heisse  (5.  In  Folge  der  getroffenen  Voraussetzun- 
gen nähern  sich  die  Grössen 

(17)  G'\g'\., 

einem  Grenzwerthe,  der  mit  G  zu  bezeichnen  ist.  Wir  bilden 
jetzt  drei  neue  Reihen  von  Grössen;  indem  jedes  Glied  von  (6) 
mit  jedem  gleichstelligen  Gliede  von  (17)  multiplicirt  wird,  ver- 
möge der  Formel  (1)  die  Reihe 

(18)  C        ,  C         9  •  •  •} 

indem  jedes  Glied  von  (6)  durch  jedes  gleichstellige  Glied  von 
(17)  dividirt  wird,  vermöge  der  Formel  (2)  die  Reihe 

(19)  C"    \G^     '  ,... 

und  indem  jedes  Glied  von  (6)  auf  eine  Potenz  erhoben  wird, 
deren  Exponent  durch  das  gleichstellige  Glied  von  (16)  bezeich- 
net ist,  vermöge  der  Formel  (3)  die  Reihe 

(20)  G'\G'  \... 

Nun  ist  aus  den  gleichstelligen  Gliedern  der  Reihen  (5) 
und  (16)  die  Reihe  der  Exponenten  in  (18)  durch  Addition', 
die  Reihe  der  Exponenten  in  (19)  durch  Stibtraction,  die  Reihe 
der  Exponenten  in  (20)  durch  Multiplication  entstanden.  Die  ge- 
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nannten  Reihen  fallen  daher  respective  mit  den  drei  Reihen  zn- 
sammen,  die  in  §  16  mit  (1),  (2),  (3)  bezeichnet  sind.  Von  jeder 
dieser  Reihen  ist  dort  nachgewiesen,  dass  ihre  Glieder  sich 
einem  bestimmten  Grenzwerthe  nähern,  nnd  die  bezüglichen  drei 
Grenzwerthe  haben  die  Bezeichnung  erhalten 

(21)  ®+(£,  ®— (g,  ®ffi. 

Hiernach  müssen  sich  auch  die  Glieder  der  Reihe  (18), 
die  Glieder  der  Reihe  (19),  die  Glieder  der  Reihe  (20)  einem 
Grenzwerthe  nähern,  nnd  zwar  sind  die  Grenzwerthe  respective 
durch 

(22)  C®+«,  (f-^  (f" 

ZU  bezeichnen.  Wenn  man  jetzt  nach  dem  Vorgange  des  §  16 
die  Bezeichnung  der  Operationen,  welche  mit  den  einzelnen  In- 
dividuen einer  Reihe  vorgenommen  sind,  auf  den  Grenzwerth 
überträgt,  so   gilt   die  Aussage,  dass   das  Product  des  Grenz- 

werthes  u  und  des  Grenzwerthes  G  gleich  dem  Grenzwerthe 
der  Glieder  von  (18),  der  Quotient  bei  der  Division  des  Grenz- 
werthes C;  durch  den  Grenzwerth  C  gleich  dem  Grenzwerthe 
der  Glieder  von  (19)  und  der  auf  den  Grenzwerth  @  als  Ex- 
ponenten erhobene  Grenzwerth  @  gleich  dem  Grenzwerthe  der 
Glieder  von  (20)  ist;  die  Ausdrücke  der  in  Rede  stehenden 
Grenzwerthe  sind  in  (22)  angegeben.  Bedienen  wir  uns  hingegen 
einer  andern  Sprache,  so  sind  @  und  (£  die  Zeichen  für  beliebig 
bestimmte  positive  oder  negative  Grössen,  und  es  entstehen  die 
für  die  Rechnung  mit  Potensen  von  beliebigen  positiven  oder  ne- 
gativen Exponenten  gdtenden  drei  Regeln 

(23)  d^.d'^cf*'', 

(24)  ^=0«-*. 

(25)  (C®)"*=C®«, 

welche  bcjsiehungstveise  dieselbe  Gestalt  haben ,  wie  die  obigen  für 
rationale  gebrochene  Ea^onenien  aufgestellten  drei  Regeln  (1),  (2),  (3). 

E^  ist  zuerst  in  §  1 6  darauf  hingewiesen  und  dann  in  §  20 
noch  einmal  betont  worden,  dass  fUr  irgend  zwei  bestimmte  ge- 
gebene Grössen  @  und  (8  die  DiflFerenz  @  —  6  entweder  einen 
positiven  Werth  oder  einen  negativen  Werth  oder  den  Werth 
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Null  hat,  nnd  dass  je  nach  diesen  drei  Fällen  entweder  ®  grösser 
als  S,  oder  &  kleiner  als  (&,  oder  ®  =  (&  sein  mass.    Da  sich 

nun  gezeigt  hat,  dass  die  Potenz  (/  "  ,  je  nachdem  @  — (5>0, 
@-(S<:0  oder  @  — (8  =  0  ist,  einen  Werth  erhält,  der  über 
der  Einheit  liegt,  oder  unter  der  Einheit  liegt,  oder  der  Einheit 
gleich  ist^   so  erlaubt  die  Gleichung  (24)  den  Schluss,  dass^  je 

nachdem  @  >(£,©<  @,  @  =  (J  w^,  entweder  die  Potenz  (^  grösser 

eis  die  Potenz  C  ^  oder  die  Potenz  C   kleiner  cds  die  Potenz  C  ^  oder 

die  Potenz  C   gleich  der  Potenz  C    ausfällt. 

1 101.    Fortsetxanff •    Allgemeiner  Begriff  der  Fwiotton  einer 

variabeln  Orösse. 

Nachdem  für  eine  bestimmte  positive  die  Einheit  über- 
treffende Basis  C  und  fUr  eine  beliebig  positive  oder  negative 

bestimmte  Grösse  @  als  Exponent  die  Grösse  C^  vollständig 
definirt  wojdon  ist,  kann  der  Exponent  als  eine  bdidrig  vet- 
änderliche  positive  oder  negative  Grösse  aufgcfasst  werden.  Zu 
jedem  positiven  oder  negativen  Werthc  ®  der  Variable  x  gehört 

dann  ein  eindeutig  definirtcr  Werth  C  ,  und  diese  Beziehung 
lässt  sich  unter  einem  neuen  Gesichtspunkte  betrachten. 

Der  Abschnitt  II  enthält  in  §  22  die  Definition  eitwr  alge- 
braischen rationalen  ganzen  und  einer  algebraischen  rationalen  ge- 
Ifrochenen  Function  einer  Variable  x;  der  Werth  einer  rationalen 
ganzen  Function  ist  für  jeden  Werth  der  Variable  x  bestimmt, 
der  Werth  einer  rationalen  gebrochenen  Function,  die  stets  als 
der  Quotient  von  zwei  rationalen  ganzen  Functionen  dargestellt 
werden  kann,  ist  für  alle  Werthe  der  Variable  x  mit  Ausnahme 
von  denjenigen  Werthen  bestimmt,  illr  die  der  Nenner  jenes 
Quotienten  gleich  Null  wird.  Von  den  trigonometrischen  Func- 
tionen eines  WinJcels,  dem  Sinus  und  dem  Cosinus  desselben,  ist 
seit  §  30  häufig  die  Rede  gewesen.  Wir  haben  aber  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  der  Ausdruck  Function  in  einem 
viel  weiteren  Umfange  gebraucht  wird,  worauf  schon  in  §96 
hingedeutet  ist.  Wenn  zu  jedem  reellen  Werth  einer  Variable 
X,  der  zwischen  zwei  bestimmten  Werthen  a  und  b  Uegt^  das  heisst^ 
die  Bedingung  a<x<^b  erfüllt^  eine  bestimmte  Grösse  zugeord-- 
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net  istj  welche  durch  die  Ausführung  gegebener  Vorschrifteti  ge- 
funden wird  und  für  andere  und  andere  Werthe  der  Variable  x 
andere  und  andere  Werthe  annehmen  Icann,  so  sagt  manj  dass  der 

• 

Werih  der  betreffenden  Grösse  von  der  variablen  Grösse  x  ab- 
hängt, oder,  dass  diese  Grösse  eine  Function  der  Variable  x  ist. 
Der  Werth  der  Variable  x  wird  auch  das  Argument  der  Func- 
tion genannt.  Da  nun  ftlr  jeden  reellen  positiven  oder  negativen 
Werth  von  x  die  Grösse  G''  einen  vollkommen  bestimmten  Werth 
erhält^  so  ist  C""  eine  für  alle  reellen  Werthe  von  x  deßnirte 
Function  der  Variable  x;  dieselbe  wird  die  Exponenticdfunction 
mit  der  Basis  C  genannt.    Nach  den  Ausführungen  des  vorigen 

§  nimmt  die  Function  C"^  nur  positive  Werthe  an;  sie  ist  ver- 
möge der  Voraussetzung,  dass  die  Basis  G  grösser  als  die  Ein- 
heit sein  soll,  für  jedes  negative  x  kleiner  als  die  Einheit,  fttr 
jedes  positive  x  grösser  als  die  Einheit,  und  för  a;  =  0  gleich 
der  Einheit;  sobald  man  von  einem  bestimmten  Werthe  der  Va- 
riable X  zu  einem  grössern  Werthe  derselben  übergeht,  so  wächst 

auch  die  Function  G^.    Femer  wird  der   Werth   der  Differenz 

(7*^* —  (7*  beliebig  Mein,  sobald  die  Grösse  x^  —  x  positiv  ist  und 
beliebig  Mein  wird.  Auch  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass,  wo- 
fern die  Variable  x  positive  Werthe  annimmt,  die  grösser  sind 

als  irgend  eine  gegebene  Grösse,  die  Function  (7'  ebenfalls  jede 
gegebene  Grösse  übertrifft,  und  dass,  wenn  die  Variable  x  ne- 
gative Werthe  annimmt^  die  numerisch  grösser  sind  als  irgend 

eine  gegebene  Grösse,  die  Function  C'  unter  jede  noch  so 
kleine  Grosso  herabsinkt.  Denn,  wenn  31  eine  positive  ganze 
Zahl  bedeutet,  so  ist  nach  einer  schon  benutzten  Bemerkung,  da 

die  Basis  G  über  der  Einheit  liegt,  die  Potenz  G^=  (1  -*-  O—  1)* 
grösser  als  der  Werth  1 -l- Jlf  (C— 1),  welcher  mit  wachsendem 

M  über  jedes  Mass  hinauswächst ;  deshalb  muss  der  Werth  G 
für  eine  wachsende  Zahl  M  über  jedes  Mass  hinaus  zunehmen, 

M  1 

dagegen  der  Werth  G~   =  -^  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse 

herab  abnehmen. 

Hieraus  folgt  aber  die  behauptete  Eigenschaft  der  Function 

C',  da  jeder  noch  so  grosse  positive  Werth  von  x^  wofern  er 
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keine  ganze  Zahl  ist,  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
positiven  ganzen  Zahlen  liegen  moss,  und  da  für  jeden  nega- 
tiven numerisch  noch  so  grossen  Werth  von  x  das  entsprechende 
gilt.    Die  Hauptregeln  fllr  die  Rechnung  mit  der  Exponential- 

function  (f  sind  in  den  Gleichungen  (23),  (24),  (25)  des  vori- 
gen §  enthalten,  und  werden,  sobald  @  =  ^,  S  =  ^,  gesetzt 
wird,  zu  den  folgenden 

(1)  C'  (f'=(f'"\ 

(2)  -F^Cf-'S 

(3)  (CT=C"\ 

p 

Die  Multiplication  von  Exponentialfunctionen  mit  verschiedenen 
positiven  Basen  G  und  D  und  demselben  Exponenten  x  erfolgt 
nach  der  leicht  zu  begründenden  Regel 

(4)  CrD'=(CD)'. 

1 102.    ZKiffarlthmeii. 

Zu  jedem  positiven  oder  negativen  Werthe  der  Variable  x 
gehört  ein  bestimmter  positiver  Werth  u  der  mit  einer  bestimm- 
ten, die  Einheit  übertreffenden  Basis  G  gebildeten  Exponential- 

function  G  .  Man  kann  sich  nun  umgekehrt  eine  positive  Grösse 
u  gegeben  denken  und  untersuchen,  ob  für  dieselbe  eine  posi- 
tive oder  negative  Grösse  x  existirt,  durch  welche  die  Gleichung 

(1)  u  =  C' 

befriedigt  wird.  Keinenfalls  existiren  j^wei  von  einander  ver- 
schiedene Grössen  x  und  x^,  welche  die  gestellte  Aufgabe  lösen. 
Denn  wären  durch  zwei  solche  Grössen  die  beiden  Gleichungen 

w = C' und  w  =  C^*  erftlllt ,   so  würde  die  Division  der  ersten 

durch  die  zweite  zu  der  Gleichung  1  =  C'~'*  ftihren,  und  diese 
schlösse  einen  Widerspruch  in  sich;  es  müsste,  weil  x  und  x^ 
von  einander  verschieden  angenommen  sind,  die  Differenz  x—x^ 

positiv  oder  negativ  sein,  die  Grösse  (/"'*  würde  aber  im  ersten 
Falle  über  der  Einheit,  im  zweiten  Falle  unter  der  Einheit 
liegen,  und  könnte  daher  niemals  der  Einheit  gleich  sein.  Um 
die  gewünschte  Antwort  zu  finden,   legen  wir  der  Variable  x 
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Reihen  von  auf  einander  folgenden  Werttien  bei  und  vergleichen 

die  hervorgehenden  Werthe  der  Exponentialfunction  C'  mit  dem 
gegebenen  Werthe  u. 

Es  werde  x  zuerst  gleich  der  Reihe  der  positiven  und  ne- 
gativen ganzen  Zahlen  gesetzt;  dann  entstehen  die  Werthe  der 

Function  C' 

(2)  . . .)  G  ,  O  I  1)  0     j  G    )  •  •  •  9 

welche  eine  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  fortschreitende 
geometrische  Reihe  ausmachen.  Die  Glieder  sind  sämmtlich 
positiv,  sie  wachsen  nach  der  einen  Seite  hin  in  der  Weise, 
dass  sie  jede  noch  so  grosse  gegebene  Grösse  übertreffen^  und 
nehmen  nach  der  anderen  Seite  so  stark  ab,  dass  sie  kleiner  wer- 
den als  jede  noch  so  kleine  gegebene  Grösse.  Der  gegebene  po- 
sitive Werth  u  muss  daher  entweder  einem  Gliede  der  Reihe  (2) 
gleich  sein,  oder  zwischen  zwei  Glieder  der  Reihe  fallen.  Ge- 
schieht das  erste,  so  ist  der  Exponent  x  gefunden  und  gleich 
einer  bestimmten  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahl  X,  trifft 
das  zweite  ein,  so  darf  man  aus  der  Ungleichheit 

schliessen,  dass,  wenn  es  einen  Exponenten  giebt,  welcher  die 
Gleichung  (1)  erfUUt,  derselbe  zwischen  den  ganzen  Zahlen  l  und 
^  +  1  liegen  muss. 

Man  kann  nun  in  ähnlicher  Weise  fortfahren ,  wie  in 
§14  bei  dem  Nachweise  der  Existenz  der  aus  einem  gegebenen 
positiven  Bruche  zu  ziehenden  positiven  wten  Wurzel  zu  Werke 
gegangen  ist.  Zwischen  die  ganzen  Zahlen  l  und  A  +  1  werden 
auf  einander  folgende  Brüche  von  einem  beliebig  angenommenen 
Nenner  z  eingeschaltet,  und  mit  diesen  Exponenten  die  Werthe 

(4)  &^\  C       ,C       ,  . .  .  (7      ,C      ,C 

gebildet,  welche  wieder  eine  geometrische  Reihe  darstellen. 
Ihre  Grösse  steigt,  wenn  man  die  Glieder  von  rechts  nach  links 
durchläuft.     Mithin  muss  die  positive  Grösse  u,   welche  wegen 

(3)  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  Gliede  liegt,  auch 
entweder  einem  Gliede  gleich  sein,  oder  zwischen  zwei  auf 
einander  folgende  fallen.    Demnach  ist  der  gesuchte  Exponent  x 
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entweder  gleich  einem  Brache  l-\ — ,  oder  man  hat  die  Un- 
gleichheit 

(5)  C  >u>C      , 

am  derentwillen,  wenn  es  einen  der  Gleichung  (1)  genügenden 
Exponenten  giebt,   derselbe  zwischen  den  von  der  Zahl  t  ab- 

X*               X'  + 1 
hängenden  Grenzen  Ah —  und  l H liegen  mass. 

Da  die  Grösse  des  Nenners  t  keiner  Einschränkung  unter- 
worfen ist,  so  kann  nach  und  nach  zu  immer  grossem  Werthen 
desselben  übergegangen  werden.     Sobald  flir  einen  bestimmten 

X'  +  1  X' 

Werth  von  t  die  Werthe  l  H und  Ä  H —  bestimmt    sind, 

TT  ^ 

und  fiir  einen  grossem  Werth  T^<p  die  entsprechenden  Werthe 

l+- undA  +  —   bestimmt    werden,   so   sind   die  beiden 

(p  (p 

letztern    innerhalb  der   beiden   erstem   eingeschlossen  und  fs 

entstehen  wie  in  §  14  aus  den  obem  und  den  untem  Werthen 

Twei  lleihen,  deren  Glieder  sich  demselben  (rrenewerthe  näJwm. 

Indem  dieser  Grenzwerth  als  eine  bestimmte  Grösse  aufgefasst 

wird,  darf  sein  Werth  mit  den  für  ein  bestimmtes  t  gebildeten 

X'  -f  1  X* 

Werthen  l H und  Ah —    verglichen    werden    und    liegt 

zwischen  den  letztern.  Von  den  beiden  in  (5)  für  u  angegebe- 
nen Grenzen    wird   die  obere  aus  der  unteren  erhalteui  indem 

man  die  letztere  mit  der  Grösse  C    multiplicirt  In  Betreff  der 

j 

Grösse  G     wurde  in  §  100  nachgewiesen,  dass  sie  kleiner  ist 

als  der  Werth  1  H ,  welcher  für  einen  hinreichend  grossen 

Werth  der  Zahl  t  kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine  gege- 
bene Grösse.   Hieraus  und  aus  dem  Umstände,  dass  der  Werth 

G'  stets  kleiner  ist  als  die  gegebene  Grösse  u,  darf  man 
folgern,  dass  die  Differenz  zwischen  den  beiden  in  (5)  enthal- 
tenen Grenzen  der  Grösse  u  itir  eine  hinreichend  grosse  Zahl  v 
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beliebig  klein  wird;  mithin  gilt  dasselbe  sowohl  von  dem  na- 
merischen  Werthe  der  positiven  Differenz 

(6)  u-C       , 

wie  aach  von  dem  numerischen  Werthe  der  negativen  Differenz 

(7)  u—C 

Die  Forderung  (l)  besteht  darin,  dass  die  Differenz 

(8)  *  tt-C' 

gleich  Null  werde.  Die  Differenz  (6)  und  die  Differenz  (7) 
nehmen  aber  für  einen  genllgend  grossen  Werth  der  Zahl  % 
einen  beliebig  Meinen  numerischen  Werth  an,  das  heisst  einen 
solchen,  dessen  Grenzwerth  die  Null  ist.  Also  kann  der  ge- 
suchte Exponent  x'  hei  einem  hinreichend  grossen    Werthe  der 

Zahl  T  sowohl  durch  den  Werth  Ah —  une  auclh  durch  den  Werth 

X 

X'+  1 
X  H ,   welcher  von  dem  erster  cm  um  die  entsprechend  kleine 

1 
Grösse  —  differirt,  mit  beliebiger  Genauigkeit  dargestellt  werden; 

X*                  V  + 1 
der  Grenzwerth,  wdchem  sich  die  Werthe  Ah —   und  l H 

T  T 

beständig  nähern,  ist  der  gestechte  Exponent  x,  und  somit  ist  die 
Existenz  desselben  nachgewiesen. 

Bei  der  eben  behandelten  Aufgabe  unrd  der  Eocponent  x 
der  Logarithmus  der  positiven  Grösse  u  in  dem  System  mit  der 
Basis  C  genamü  und  durch  das  Zeichen 

(9)  a;=Log  u 

bezeichnet.  Vermöge  der  angestellten  Erörterung  ist  die  Func- 
tion Log  u  der  Variable  u  für  alle  positiven  Werthe  der  Variable 
eindeutig  definirt,  so  dass  zu  jedem  positiven  Werthe  von  u 
ein  und  nur  ein  Werth  der  Function  gehört.  Man  pflegt  den 
gegebenen  Werth  ti,  dessen  Logarithmus  gesucht  wird,  als  die 
Zahl  oder  den  Numerus  zu  bezeichnen.  Einem  unter  der  Ein- 
heit liegenden  positiven  Werthe  von  u  entspricht  ein  negativer 
Logarithmus,  einem  über  der  Einheit  liegenden  Werthe  von  u 
ein  positiver  Logarithmus,  der  Logarithmus  der  Einheit  ist  die 
Null.  Zu  fortwährend  wachsenden  Werthen  von  u  gehören  Lo- 
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garithmen,  welche  jede  positive  Zahl  Uberechreiten,  zu  Wertben 
von  Uy  die  sich  fortwährend  abnehmeDd  der  Null  nähern,  Lo- 
garithmen, die  negativ  sind  und  deren  numerischer  Werth  nach 
und  nach  jede  Zahl  übertrifft. 

Die  Hauptregeln  für  die  Rechnung  mit  Logarithmen  sind 
eine  unmittelbare  Folge  der  Hauptregeln  für  die  Rechnung  mit 
der  Exponentialfunction,  die  in  (1),  (2),  (3)  des  §  101  mitgetheilt 
sind.  Es  sei  der  Gleichung  (9)  entsprechend  für  eine  beliebige 
positive  Grösse  u, 

(10)  x,  =  Log  u^, 

in  Folge  dessen  verwandeln  sich  jene  Gleichungen  in  diese 

Weil  nun  zu  jeder  positiven  Grösse  ein  und  nur  ein  Ix)ga- 
rithmus  gehört,  so  muss  in  jeder  der  vorstehenden  Gleichungen 
der  der  Basis  C  beigelegte  Exponent  der  Logarithmus  des  auf  der 
linken  Seite  befindlichen  positiven  Werthes  sein.  Die  drei 
Exponenten  sind  beziehungsweise  x  +  x^  =  Log  u  +  Log  u,, 
X—  Xi  =  Log  u  —  Log  Uj,  xx^  =  x^  Log  u;  mithin  gelten  die 
drei  Hauptregeln  der  Rechnung  mit  Logarithmen 

(11)  Log  (wwj  =  Log  w  4-  l^g  u„ 

Log(^)  =  Log  tf  —  Log  tt„ 

Log  (u^')  =  x^  Log  u. 
An  diese  Gleichungen  knüpft  sich  die  grosse  praktische 
Bedeutung,  welche  die  Rechnung  mit  Logarithmen  für  die  Aus- 
führung von  Multiplicationen,  von  Divisionen  und  von  Poten- 
zirungen  besitzt.  Wenn  man  flir  dieselbe  Grösse  u  in  einem 
System  von  der  Basis  C  und  einem  System  von  der  Basis  D 
den  Logarithmus  bestimmt,   und  neben  die  obigen  Gleichungen 

u=^C',  x  =  Log  M,  die  Gleichungen  u  =  D\    ^  =  log  u  setzt, 

so  ist  aus  der  Gleichung  G  =  2)'^'  ^  die  Gleichung  w  =  D'  **  , 

und  aus  der  Verbindung  der  letztem  mit  der  Gleichung  u=^D   die 

Beziehung  ^  =  x  Log  C  zu  schliessen,  oder  Log  w  =  -  -^-    Als 

die  Basis  des  zum  praktischen  Gebrauche  bestinmiten  Systems 
wird  die  Zahl  Zelm  genommen.    Bei  der  Bildung  des  Logarith- 
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mos  einer  Zahl  u  in  diesem  System  hat  die  in  (3)  definirte 
ganze  Zahl  A  den  Namen  der  Characteristik  des  Logarithmus, 
der  jedesmal  zu  der  ganzen  Zahl  l  hinzuzuaddireude  echte  Bruch 
wird  als  Dccimälbruch  dargestellt,  und  der  Zafder  des  betreffen- 
den DecifndlbrticJis  heisst  die  Mantisse  des  Logarithmus.  Da  zu 
jeder  in  dem  dekadischen  System  ausgedrückten  Zahl  die 
Gharacteristik  des  betreifenden  Logarithmus  leicht  angegeben 
werden  kann,  so  bedarf  es  nur  der  Herstellung  von  Tafeln  fUr 
die  Mantissen  der  Logarithmen,  und  diesem  Zwecke  dienen  die 
üblichen  Logarithmentafeln.  Damit  der  Logarithmus  einer  Zahl  u 
als  das  Aggregat  einer  ganzen  Zahl  und  eines  Decimalbruches 
erscheine,  hat  man  den  oben  mit  t  bezeichneten  Nenner  successive 
gleich  10,  10*,  ...  bis  zu  einer  beliebig  hohen  Potenz  der  Zahl 
Zehn  zu  nehmen.  Es  handle  sich  zum  Beispiel  um  den  Logarith- 
mus der  Zahl  13.  Hier  ist  die  Gharacteristik  A  =  1 ;  ferner  er- 
geben sich  die  Werthe  flir 

TT  =  10  ,  A'  =  1 

T=10%  X'  =  \\ 

T=10%  A'=113 

ir  =  10*,  A'=1139 

T=10%  A'=  11394 
etc.  etc. 

Man  sieht,  dass,  wenn  die  Zahl  r  gleich  der  Potenz  lO**  ge- 
setzt wird,  die  zugeordnete  Zahl  X'  die  Mantisse  des  auf  a  De- 
cimalstellen  berechneten   Logarithmus   bildet.     Bricht  man  die 

Berechnung  hier  ab,    so   muss  das  Resultat  genügen,  dass  der 

X* 
gesuchte    Logarithmus    zwischen    den    Grenzen    l  H und 

10 
X*  ^\ 
A  -f     -  —  liegt.     Wenn  aber    die  Berechnung    bis   zu  einem 

grössern  Werthe  der  Zahl  t,  etwa  i:  =  10,  fortgesetzt,  und  dem 
entsprechend  eine  auf  b  Decimalziffern  bezügliche  Mantisse  fx' 
aufgesucht  wird,  dann  sind  damit  fUr  den  gesuchten  Logarithmus 

die  Grenzen  l  +  -^  und  X  -h  — y-  gewonnen,  welche  inner- 
halb der  früher  gefundenen  Grenzen  liegen.  Diese  annähernde 
Bestimmung  kann  durch  die  Yergrösserung  der  Anzahl  der  De- 
cimalziffern beliebig  weit  getrieben  werden. 
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Capitel  II. 

Trlgonomefrisehe  Fmietloneii  und  inrerse  trigonometrische 

Fnnetionen. 

§  108.    TrlgOBometrlBOhe  Fnnotlonon. 

Es  war  nothwcndig,  die  Grundcigenschaften  der  trigono- 
metrischen Functionen  Sinns  und  Cosinus  eines  Winkels  in  §  30 
und  den  darauf  folgenden  §§  zu  besprechen,  um  davon  bei  ver- 
schiedenen Gelegenheiten  eine  Anwendung  machen  zn  können. 
Wir  beschränken  uns  deshalb  an  dieser  Stelle  auf  die  Hinzn- 
fUgung  einiger  Bemerkungen. 

Da  festgesetzt  worden  ist,  dass  der  Winkel,  auf  den  sich 
eine  trigonometrische  Function  bezieht,  durch  die  Länge  des 
entsprechenden  Bogens  in  einem  mit  der  Längeneinheit  als  Ra- 
dius beschriebenen  Kreise  gemessen  werden  soll,  so  bedarf  es, 
um  die  Messung  ausführen  und  in  Zahlen  darstellen  zu  können, 
einer  Erklärung  darüber,  was  unter  der  Länge  eines  Kreisbogens 
zu  verstehen  sei.  Die  Längeneinheit,  welche  bei  der  Messung 
benutzt  wird,  ist  an  und  für  sich  ein  Massstab  fttr  begrenzte  ge- 
rade Linien.  Es  lässt  sich  nun  beweisen,  dass,  wenn  auf  einem 
gegebenen  Kreisbogen  zwischen  den  Endpunkten  desselben  nach 
einander  mehrere  Punkte  eingeschaltet  werden  und  jeder  Punkt 
mit  dem  nächsten  durch  eine  gerade  Linie  verbunden  wird, 
die  Summe  der  Längen  der  at(f  einander  folgenden  Sehnen,  oder 
die  Summe  der  Seiten  des  dem  Kreisbogen  einge^hriehenen  Poly- 
gons sich  einem  festen  Grenzwerthe  nähert,  sobald  nach  und 
nach  die  Zahl  der  eingeschalteten  Punkte  vergrössert  und  gleich- 
zeitig die  Länge  der  einzelnen  Sehnen  verkleinert  wird.  Der 
Chremwerth  der  Summe  der  Seiten  des  dem  Kreisbogen  einge- 
schriebenen Polygons  ist  das  Mass  für  die  Länge  des  Kreisbogens. 
Auch  findet  man,  dass,  wenn  in  den  sämmtlichen  innerhalb  des 
Kreisbogens  angenommenen  Punkten  und  den  beiden  Endpunkten 
Tangenten  an  den  Kreis  gelegt  werden  und  auf  jeder  Tangente 
von  dem  Berührungspunkte  aus  ein  Stück  abgeschnitten  wird, 
das  bis  zu  dem  Schnittpunkte  mit  der  nächsten  Tangente  reicht, 
die  Summe  der  Längen  dieser  Stücke  von  Tangenten  oder  die 
Summe  der  Seiten  des  dem  Kreisbogen  umgestochenen  Polygons 
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sich  ebenfalls  einem  festen  Grenewerthe  nähert,  der  mit  dem  zu- 
erst bezeichneten  Grenzwerthe  zasammenfällt,  und  daher  eben- 
falls  ein  Mass  für  die  Länge  des  betreffenden  Kreisbogens  ergiebt 
Beide  Definitionen  lassen  sich  auch  für  die  Bestimmung  der 
Länge  der  ganzen  Kreisperipherie  benutzen  und  liefern  unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Kreisradius  gleich  der  Einheit  an- 
genommen ist,  eine  Definition  des  doppelten  Werthes  der  Zahl 
TT  =3,  141 5926.. 

Wenn  bei  einem  Bogen/  der  kleiner  ist  als  die  halbe 
Kreisperipherie^  die  beiden  Endpunkte  durch  eine  Sehne  ver- 
bunden, und  wenn  in  den  beiden  Endpunkten  des  Bogens  Tan- 
gepten  an  den  Kreis  gelegt  und  bis  zu  ihrem  gemeinsamen 
Schnittpunkte  verlängert  werden,  so  folgt  aus  der  so  eben  auf- 
gestellten Definition  mit  Hinzuziehung  des  Lemmas,  dass  in 
einem  jeden  Dreiecke  die  Summe  von  zwei  Seiten  grösser  ist 
als  die  dritte  Seite,  der  Satz,  dass  die  Länge  des  Kreisbogens 
grösser  ist  als  die  Länge  der  eugehorigen  Sehne,  und  kleiner  ah 
die  Summe  der  Längen  der  beiden  in  den  Endpunkten  construir- 
ten  Tangenten.  Um  diesen  Satz  in  Zeichen  auszudrücken,  sei 
der  Kreisradius  gleich  der  Einheit,  die  Länge  des  «betrachteten 
Kreisbogens  gleich  2  y,  dann  wird  die  Sehne  durch  den  doppel- 
ten Werth  der  Function  sin  y  und  jede  der  Tangenten  durch 

sm  f/ 
den  Quotienten  — -     dargestellt,   und  man  erhält,    mit  Weg- 

lassung  des  Factors  2,   ftlr  jeden  zwischen  der  Null  und  der 

7t  

Grösse  -^  liegenden  Werth  von  y  die  Ungleichheit 

(1)  siny<y< — -• 
^  ^      ^      cosy 

Die  trigonometrischen  Functionen  sin  y  und  cos  y  sind  ver- 
möge der  Gleichungen 

(2)  cos  (y  +  27r)  =  cos y,  sin  (y+2n)  =  sin y 
periodische  Functionen  des  Arguments  y  mit  der  Periode  2/r,  und 
flir  alle  positiven  und  negativen  Werthe  des  Arguments  eindeu- 
tig bestimmt.  Für  denselben  Umfang  zweier  Argumente  y  und  y, 
gelten  die  Additionsformeln 

(3)  cos  y  cos  y,  —  sin  y  sin  y,  =  cos  (y  +  y  J 

sin  y  cosy,  -*-  sin  y  co8yj  =  sin  (y  +  yt), 
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welche  durch  Benatzung  der  imaginären  Einheit  i  sich  zn  der 
Gleichung  vereinigen 

(4)  (cosy +  f  siny)  (cosy.+i  sin  yj  =  cos{y+y,)  +  isin (y+y,). 

Vermöge  der  Grundgleichung 

(5)  cos"  y  +  sin"  y  =  1 

wird  die  Function  cos  y  aus  der  Function  sin  y,  und  ebenso  die 
Function  sin  y  aus  der  Function  cos  y  durch  die  Ausziehung 
einer  Quadratwurzel  erhalten.    Nachdem  festgesetet  worden  ist, 

dass  fUr  positive  unter  —  liegende  Werthe  des  Arguments  y  die 

Functionen  sin  y  und  cos  y  positive  Werthe  haben,  mithin  die 
in  den  Gleichungen 

(6)  cos y  =  l/i  —  sin' y,  sin y  =  Vi  — cos" y 
auftretenden  Quadratwurzelgrössen  positiv  sein  sollen,  ergiebt 
sich  der  Verlauf  der  Functionen  Cosinus  und  Sinus,  der  einem 
Fortschreiten  des  Arguments  nach  grösseren  oder  nach  kleineren 
Werthen  entspricht,  und  daher  auch  die  zugehörige  Bestimnmng 
der  flir  die  Quadrat wurzelgr(')ssen  in  (6)  zu  nehmenden  Vorzei- 
chen mit  Nothwendigkeit  aus  den  Additionsformeln  (3). 

Durch  die  Gleichung  (6)  geht  die  Ungleichheit  (1),  bei  der 

y  zwischen  den    Grenzen   0  und  —  angenommen   ist,   in   die 

Gestalt 

siny 


(7)  8iny<y<--y 

über  und  lehrt,  dass  für  einen  positiven  gegen  die  Null  abneh- 
menden Wcrth  von  y  die  Function  sin  y  ebenfalls,  positiv  blei- 
bend, sich  der  Null  als  Grenzwerth  nilhert,  und  dass  auch  um- 
gekehrt bei  einem  positiven  gegen  die  Null  abnehmenden  Werthe 
der  Function  sin  y  der  zugeordnete  Werth  der  Grösse  y  positiv 
bleibend  sich  der  Null  als  Grenzwerth  nähert.  Für  die  Func- 
tion cosy  folgt  alsdann  aus  der  Gleichung  (6),  dass  sie  bei 
einem  positiven  gegen  die  Null  abnehmenden  Werthe  von  y 
positiv  ist  und  sich  wachsend  der  Einheit  als  Grenzwerth  nähert. 
Sobald  daher  zu  einem  festen  Argument  y  ein  positives  aber  ab- 
nehmend sich  der  Null  näherndes  Argument  y,  hinzu  addirt 
wird,  so  lässt  sich  aus  dem  erörterten  Verhalten  der  Functionen 
cos  y^  und  sin  y^  und  der  Betrachtung  der  Additionsformeln  (3) 
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der  Scbln8B  ziehen,  dass  der  Werth  cos  (y  +  y, )  von  dem  Werthe 
cosy  und  der  Werth  8in(y  +  y,)  von  dem  Werth  siny  nur  be- 
liebig wenig  abweicht.  Die  Formeln,  vermittelst  deren  aus  dem 
Cosinus  und  dem  Sinus  eines  Arguments  durch  Quadratwurzel- 
ausziebung  der  Cosinus  und  der  Sinus  des  halben  Arguments 
entstehen,  sind  in  §  34  benutzt  worden,  um  die  üarstellbarkeit 

des  Cosinus  und  Sinus  ftlr  jedes  Argument  —fzr  nachzuweisen, 

bei  dem  q  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  t  eine  belie- 
bige ganze  Zahl  bedeutet.  Weil  aber  jeder  gegebene  reelle 
Werth  y  durch   hinreichende  Vergrösserung  des  Exponenten  q 

in  zwei  beliebig  zu  verengernde  Grenzen  —fir  ^^^    — i=i 

eingeschlossen  werden  kann,  und  weil  so  eben  bewiesen  ist,  dass 

in 


dem  entsprechend  sowohl  cos  y  von  dem  Werthe  cos  — pr  "°^ 


dem  Werthe  cos  ^ — r-r— >  wie  auch  sin  y  von  dem  Werthe  sin   ^, 

und  dem  Werthe  sin^^ — ^~—  nur  beliebig  wenig  abweicht,   so 

genügt  die  entwickelte  Methode  in  der  That  zu  einer  beliebig 
genauen  Darstellung  des  Sinus  und  Cosinus  itir  jedes  bestimmte 
negative  oder  positive  Argument. 

Ausser  den  trigonometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus 
gebraucht  man  in  der  Analysis  besonders  häufig  die  Tangente 
und  die  Cotangente,  während  die  Secante  und  die  Cosecante 
seltener  vorkommen.  Die  Tangente  und  die  Cotangente,  welche 
durch  die  Gleichungen 

(8)  tangj^==-— ^,  cotangy  =  -;r^ 

cos  y  sin  y 

definirt  werden,  sind,  weil  cos  y  und  sin  y  periodische  Functionen 
des  Arguments  y  mit  der  Periode  2  /r  sind,  ebenfalls  periodische 
Functionen  des  Arguments  y  mit  der  Periode  2n;  ein  wesent- 
licher Unterschied  zwischen  ihnen  und  den  Functionen  Sinns 
und  Cosinus  liegt  aber  darin,  dass,  während  die  letztem  nur 
solche  Werthe  annehmen,  die  zwischen  der  negativen  und  der 
positiven  Einheit  eingeschlossen   sind,   die  erstem  alle  mög- 
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liehen  negativen  und  positiven  Werthe  erhalten  können.  Der 
Nenner   der  Function  tang  y  ist  die  Function  cos  y,  and  diese 

verschwindet  für  die  Werthe  -^,  -^- . . . ,  wie  auch  für  die  Werthe 

— -^, s"  •••1  ^^^  denen  der  Zähler  siny  entweder  gleich 

der  positiven  oder  der  negativen  Einheit  ist,  weshalb  die  Func- 
tion tang  y  für  die  betreffenden  Werthe  selbst  nicht  definirt  ist 
Wenn  man  das  Argument  y  von  einem  Werthe,  der  um  beliebig 

wenig  über  — r-  liegt,  bis  zu  einem  Werthe,  der  um  beliebig 

wenig  unter  —  liegt,  fortschreiten  lässt,  so  bewegt  sich  in  Folge 

des  früher  erwähnten  Verhaltens  der  Functionen  cos  y  und  sin  y 
die  Function  tang  y  fortwährend  wachsend  von  einem  numerisch 
beliebig  grossen  negativen  bis  zu  einem  beliebig  grossen  positi- 
ven Werthe.    Sobald  das  Argument  y  von  einem  beliebig  wenig 

unter  —  liegenden  Werthe   zu  einem   beliebig  wenig  über  - 

liegenden  Werthe  übergeht,  so  macht  die  Ftmetion  tang  y  einen 
Sprung  von  einem  beliebig  grossen  positiven  zu  einem  numeriscli 
beliebig  grossen  negativen  WertJ^e,  und  von  nun  an  wiederholt 
sich  itir  ein  zunehmendes  Argument  die  frühere  Bewegung.  In 
Folge  der  Gleichungen 

(9)  cos  (y  H-  tt)  =  —  cos  y,  sin  (y  +  /r)  =  —  sin  y 
gilt  die  Gleichung 

(10)  tg(y+7r)  =  tgy; 

mithin  ist  die  Function  tgy  nicfU  nur  eine  periodische  Function 
mit  der  Periode  2  tc  sondern  auch  eine  periodische  Function  mit 
der  Periode  ti,  und   durchläuft  ihre  sämnUlichen  Werthe  ohne 

Unterbrechung   in  jedem  der  Intervalle  des  Arguments  van  — — 

bis  +  — ,  von  +--bis  +  -^— , . . .  wte  auch  von —  bis — jr-, . . 

Der  Nenner  der  Function  cotang  y  ist  die  Function  sin  y,  welche 
für  die  Werthe  des  Arguments  0,  n:^  'In^.. .  und  —  tt,  —  2  tt,  . . . 
verschwindet,  bei  denen  der  Zähler  cos  y  entweder  gleich  der 
positiven  oder  der  negativen  Einheit  ist,  so  dass  die  Function 
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cotang  ff  Air  diese  Werthe  nicht  definirt  ist.  Wenn  das  Argu- 
meut  y  von  einem  beliebig  kleinen  positiven  Werthe  bis  zu 
einem  beliebig  wenig  unter  n  liegenden  Werthe  zunimmt,  so 
bewegt  sich  die  Function  cotang  y  stets  abnehmend  von  einem 
beliebig  grossen  positiven  Werthe  bis  zu  einem  numerisch  be- 
liebig grossen  negativen  Werthe,  und  macht,  wofern  hierauf  das 
Argument  einen  beliebig  wenig  über  n  liegenden  Werth  annimmt, 
einen  Sprung  au  einem  beliebig  grossen  positiven  Werthe  zurück. 
Aus  den  Gleichungen  (9)  wird  für  die  Function  cotang  y  die 
Gleichung 

(11)  cotang  (y  +  tt)  =  cotangy 

abgeleitet;  die  Function  cotang  y  ist  daher  ebenfalls  eine  perio- 
dische Function  mit  der  Periode  n,  und  £fwar  durchläuft  sie  ihre 
sämmtlichen  Werthe  ohne  Unterbrechung  in  jedem  der  Intervalle 
von  0  bis  Tty  von  n  bis  2n^ . . .  wie  auch  von  — n  bis  Oy  von 
—  2n  bis  — ^,. . . 

Die  Eigenschafken  der  Function  cotang  y  können  unmittel- 
bar aus  den  Eigenschaften  der'Function  tang  y  erhalten  werden, 
da  die  zweite  entsteht,  indem  man  den  Werth  der  ersteren  in 
die  Einheit  dividirt.  Doch  haben  wir  es  vorgezogen,  beide 
Functionen  fUr  sich  zu  betrachten,  weil  es  bei  jeder  derselben 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  die  Bereiche  des  Arguments  zu 
unterscheiden,  für  welche  die  Function  ohne  Unterbrechung  fort- 
schreitet, und  weil  die  Unterbrechungen  bei  der  einen  immer 
gerade  an  denjenigen  Stellen  des  Arguments  stattfinden,  wo  die 
andere  durch  den  Werth  Null  hindurchgeht  und  keine  Unter- 
brechung erleidet 

§  104.    Znvenio  trlsonometrüiohe  Fimotlonen.  BegrUT  der 

ümkehninflr  «iner  Fnnotlon. 

Ein  Trieb  unserer  Erkenntniss  geht  dahin,  nachdem  eine 
bestimmte  Aufgabe  gelöst  ist,  die  gefundene  Antwort  zu  dem 
Gegenstande  einer  neuen  Frage  zu  machen  und  die  Lösung  der 
umgekehrten  Aufgabe  zu  suchen.  Durch  Umkehrung  ist  aus  der 
Addition  die  Subtraction,  aus  der  Multiplication  die  Division 
hervorgegangen.  Auf  dieselbe  Weise  entspricht,  wie  in  §  14 
bemerkt  worden  ist,  der  Erhebung  einer  Grösse  auf  die  nte 
Potenz  die  Ausziehung  der  nten  Wurzel  aus  einer  Grösse.  Denkt 

UpMhita,  Analydi.  82 
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man  sich  eine  auf  die  nte  Potenz  zu  erhebende  positire  Grösse 
als  veränderlich  and  bezeichnet   sie  mit  x, .  so  ist  die  Potenz 

u=x'  eine  rationale  gange  Function  der  Vjxriable  a?,  gleichzeitig 
gehört  zn  jedem  gegebenen  positiven  Werthe  u  ein  eindentig 

bestimmter  positiver  Werth  ^  =  l/t<,  welcher  eine  irrationale 
Function  der  Variable  u  genannt  wird.  Ebenso  hängt  nach  §  102 

mit  der  Exponentialfunctian  u  ^(f  die  logarithmische  Function 
Log  X  zusammen.  Diese  Beziehung  kann  allgemein  ausgedrückt 
werden,  indem  mau  den  in  §  101  erörterten  Begriff  der  ÄMiängig- 
keit  einer  Grösse  von  einer  andern  veränderlichen  Chrösse  zu  Grande 
legt.  Weni^  eine  Crosse  u  von  einer  veränderlichen  Grösse  x  ab- 
hängigt  oder  als  eine  Function  der  Variable  x  gegeben  ist,  and 
wenn  man  zu  einem  jeden  vorkommenden  Werthe  der  Grösse  u 
den  zugehörigen  Werth  x  oder,  falls  es  mehrere  solche  Werthe 
giebt,  die  zugehörigen  Werthe  x  bestimmen  kann,  so  heisst  die 
Grösse  x  ebenfalls  eine  Function  der  Variable  ti,  und  zwar  die 
zu  der  ursprünglich  geg^enen  tkinction  eugehorige  umgeiefirte 
Function. 

Demgemäss  gehört  zu  jeder  der  trigonometrischen  Func- 
tionen sin  f/,  cos  y,  tang  y,  cotang  y  eine  umgekehrte  oder  inverse 
trigonometrische  Function.  Die  betreffende  Function  giebt  den 
Bogen  oder  Arcus  an,  welcher  einem  vorgeschriebenen  Sinus 
oder  Cosinus,  einer  vorgeschriebenen  Tangente  oder  Cotangente 
corrcspondirt,  und  die  einzelnen  Functionen  führen  respective 
die  Namen  Arctis  sinus,  Arcus  cosinus,  Arcus  tangentis,  Arcus 
cotangentis. 

Die  Function  sin  y  durchläuft,  wenn  das  Argument  y  von 

—  -    bis    -  geht,  die  Werthe   von   der  negativen  bis  zu  der 

positiven  Einheit  stets  wachsend,  und  nimmt  ausser  diesen  keine 
anderen  Werthe  an.    Es  muss  daher  ein  Werth  v,  welchem  die 
Function  sin  ^  gleich  sein  soll,  zwischen  den  Grenzen  — 1  und 
+  1  liegen,  und  iUr  einen  solchen  Werth  kann  die  Function 
(1)  arcsint;  =  y 

nur  einen  etcischen  den  Grenzen  —  -r-  und  —  liegenden  Werth 

annehmen.    Bei   dieser  Beschränkung  moss  in  Folge  der  Un- 
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gleichfadten  (7)  des  vorigen  §,  wie  dort  bemerkt,  zu  einem  be- 
liebig kleinen  Werthe  von  v  ein  beliebig  kleiner  Werth  arc  sin  v 
gehören,  der  mit  t;  dasselbe  Vorzeichen  hat  Die  Function  cos  y 
durchläuft,  wenn  das  Argument  y  von  0  bis  tt  geht,  die  Werthe 
von  der  positiven  bis  zu  der  negativen  Einheit  stets  abnehmend, 
und  nimmt  ausser  diesen  keine  andere  Werthe  an.  Es  muss 
daher  ein  Werth,  dem  die  Function  cos  y  gleich  sein  soll,  zwi- 
schen den  Grenzen  —  1  und  + 1  liegen,  und  flir  einen  solchen 
Werth  kann  die  Function 

(2)  arc  cos  t;  =  y 

nur  einen  zwischen  den  Greneen  0  und  n  liegenden  Werth  an- 
nehmen.   Die  Function  tang  y  bewegt  sich,  wie   oben   gezeigt 

worden  ist,  sobald  das  Argument  y  von  —  —  bis  +  -^  mit  Aus- 

schluss  der  Grenzen  fortschreitet,  immer  zunehmend  von  einem 
numerisch  beliebig  grossen  negativen  bis  zu  einem  beliebig 
grossen  positiven  Werthe.  Für  jeden  gegebenen  negativen  oder 
positiven  Werth  t;  erhält  deshalb  die  Function 

(3)  arc  tangt?  =  y 

nur  einen  /wünschen  den  Grenzen  —  —  und  -*-  —  befindlichen  Werth. 

Auch  itlr  diese  Function  folgt  unter  der  bezeichneten  Beschrän- 
kung aus  den  erwähnten  Ungleichheiten  (7)  des  vorigen  §,  dass 
zu  einem  beliebig  kleinen  Werthe  von  v  ein  beliebig  kleiner 
Werth  arc  tg  t;  gehört,  der  mit  v  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Die 
Function  cotang  y  bewegt  sich ,  sobald  das  Argument  y  von  0 
bis  n  mit  Ausschluss  der  Grenzen  fortschreitet,  immer  abneh- 
mend von  einem  beliebig  grossen  positiven  zu  einem  numerisch 
beliebig  grossen  negativen  Werth.  Für  jeden  gegebenen  positiven 
oder  negativen  Werth  v  erhält  deshalb  die  Function 

(4)  arc  cotang  v  =  y 

nur  einen  zwischen  den  Grenzen  0  und  n  handlichen  Werth» 

In  §  34  ist  auseinander  gesetzt  worden,  auf  welche  Weise 
der  zwischen  den  Grenzen  0  und  2n  befindliche  Winkel  oder 
Bogen  mit  beliebiger  Genauigkeit  bestimmt  werden  kann,  sobald 
sein  Cosinus  und  Sinus  gegeben  sind.  Das  eingeschlagene 
Verfahren  fällt  aber  mit  der  Bestimmung  der  Functionen  Arcus 
sinus  und  Arcus  cosinus  zusammen;  es  kann  auch  auf  die  Func- 
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tionen  Areas  tangentis  und  Arcus  cotangentis  angewendet  werden, 
and  eignet  sich  za  dem  Beweise  des  Satzes,  dass  für  einen 
zwischen  den  Grenzen  —  1  und  4- 1  enthaltenen  Werih  v  die  in- 

nerhdlb   der  Grenzen  —  -  und  +  -^  eingeschlossene  Function 

Arcus  sinus  und  die  innerhalb  der  Grenzen  0  und  n  eingeschlos- 
sene Function  Arcus  cosinus,  für  einen  heliabigen  positiven  oder 

negativen  Werth  v   die  innerhalb  der  Grenzen   —       und  +  -  - 

eingeschlossene  Function  Arcus  tangentis  und  die  innerhalb  der 
Grenzen  0  und  tv  eingeschlossene  Function  Arcus  cotangentis  ein- 
deutig bestimmt  ist. 

Die  amgekehrten  trigonometrischen  Functionen  sind  bis 
jetzt  Einschränkungen  unterworfen  worden,  welche  sie  zu  ein- 
deutig bestimmten  Functionen  machen ;  ohne  derartige  Einschrän- 
kungen haben  sie  diese  Eigenschaft  nicht.  Die  Function  sin  y 
nimmt  für  alle  Argumente  denselben  Werth  an,  die  in  einer 
der  beiden  Formen 

(5)  y-*-2^7r,  (2t-hl)7C—y 

enthalten  sind,  die  Function  cos  y  erhält  denselben  Werth  flir 
alle  Argumente  von  einer  der  beiden  Formen 

(6)  y  +  2^7r,  — y-t-2/7r, 

die  Functionen  tang  y  und  cotang  y  bleiben  ungeändert  für  alle 
Argumente  von  der  Form 

(7)  y  +  ^/r, 

wo  t  überall  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. Sobald  für  einen  gegebenen  Werth  t?  ein  Werth  y  der 
Function  arc  sin  v  gefunden  ist,  so  kommen  zu  demselben  alle 
in  (5)  dargestellten  Werthe  als  Werthe  der  Function  hinzu;  die 
Function  arc  sin  v  ist  deshalb  eine  vieldeutige  Function.  Unter 
den  sämmtlichen  Werthen  giebt  es  aber  nur  einen  zwischen  den 

Tt  71 

Grenzen  — —  und  -f  -^  enthaltenen  Werth,  und  dies  ist  der  vor- 

hin  verlangte  Werth.  In  gleicher  Weise  ist  die  Function  arc  cos  v 
eine  viddetäige  Function,  bei  der  mit  jedem  Werthe  y  zusammen 
die  sämmtlichen  in  (6)  dargestellten  Werthe  auftreten.  Ebenso 
sind  die  Functionen  arc  tang  v  und  arc  cotg  v  vieldeutige  Ffinc- 
tione7i,  da  zu  jedem  Werthe  y  die  sämmtlichen  in  (7)  darge- 
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stellten  Werthe  als  gleicbberechtigt  hinzakoronien.  Innerhalb 
der  oben  bezeichneten  Grenzen  existirt  aber  fUr  jede  dieser 
Functionen  immer  nur  ein  Werth^  und  sie  wird  zu  einer  ein- 
deutigen Function. 

Aus  den  Additionsformeln  der  trigonometrischen  Functionen, 
die  im  vorigen  §  unter  (3)  angegeben  sind,  lassen  sich  Glei- 
chungen zwischen  umgekehrten  trigonometrischen  Functionen 
ableiten,  die  sehr  beachtenswerth  sind.  Wir  wollen  dieselben  flir 
die  Function  Arcus  sinus  entwickeln.    Es  sei 

(8)  siny  =  t;,  siny,  =  t;j, 
so  folgt 

(9)  cos  y  =  1/ 1  —  v*,  cos  y^  =  l/l  — vj, 

mithin  nimmt  die  erwähnte  zweite  Gleichung  (3)  des  vorigen  § 
die  Gestalt  an 

(10)  sin  (y 4-  y.)  =  t; VT^^l  +  v.Vl—v^  . 

Nun  ist  aber  wegen  (8)  y=are  sin  v,  y^  =  arc  sin  t^,,  und  ebenso 
gilt  wegen  (10)  die  Gleichung 

(11)  y  +  Vi  ^  arc  sin  (r  1/ 1 — vj  -f  v,  1/ 1 — t?'), 
welche  sich  in  die  folgende  verwandelt 

(12)  arc  sin  v  +  arc  sin  v^  =  arc  sin {vVl — vj  + 1?,  Vi — v"). 
Durch   diese  Gleichung  wird   die  Summe  von  ewei  Functionen 
Arcus  sinus^  die  zu  gegebenen  Werthen  v  und  r,  gehöre»,  als  ein 
Arcus  sinus  dargestellt,  der  eu  dem  aus  v  und  v^  alg^raisch  zu- 

sammengesetzten  Werthe  v  V 1—  rj  +  v^  Vi— v*  gehört.  Auf  gleiche 
Weise  erhält  man  für  die  Differenz  zweier  Functionen  den  Ausdruck 

(13)  arcsint; — arcsinri=arcsin(t;l/l— rj — v^l/l — v,). 

In  Folge  der  Ungleichheiten  (7)  des  vorigen  §  wird,  wie  schon 
hervorgehoben,  die  Function  Arcus  sinus  für  ein  gegen  die  Null 
abnehmendes  Argument  selbst  beliebig  klein.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  für  abnehmende  Werthe  der  Differenz  t?  —  t?^  die  Dif- 
ferenz arc  sin  v  —  arc  sin  v^  sich  ebenfalls  der  Null  nähert. 
Dieselbe  Aussage  gilt  unter  den  oben  bezeichneten  Einschrän- 
kungen für  die  übrigen  umgekehrten  trigonometrischen  Functionen 
und  wird  genau  entsprechend  bewiesen. 


Abschnitt  V. 

Unendliche  Snmmen  nnd  Prodncte. 

Capitel  I. 

Allg:emeine  Eigenschaften  Ton  unendlichen  Snmmen  und 

Prodncten. 

§  105.    Deilnittonen. 

Die  allgemeine  Untersuchung  des  Grenzwerthes,  dem  sich 
eine  Summe  gegebener  Grössen  bei  wachsender  Anzahl  der 
Summanden  nähert,  und  des  Grenzwerthes,  dem  sich  ein  Pro- 
duct  gegebener  Grössen  bei  wachsender  Anzahl  der  Factoren 
nähert,  ist  ein  Eigenthum  der  neueren  Analysis.  Allein  die 
Keime  zu  den  Begriffen,  die  hiebei  in  Anwendung  kommen, 
liegen  in  der  Lehre  von  der  Rechnung  mit  irrationalen  Grössen, 
und  die  Strenge,  mit  welcher  die  Griechen  diese  Lehre  ausge- 
bildet haben,  wird  für  jene  Untersuchungen  ein  beständiges 
Vorbild  sein.  Beispiele  für  die  Betrachtung  von  Summen,  deren 
Gliederzahl  über  jedes  Mass  hinaus  zunimmt,  haben  im  Vorher- 
gehenden die  geometrische  Reihe  und  die  recurrcnten  Reihen 
der  verschiedenen  Ordnungen  geliefert.  Bei  allen  diesen  Reihen 
war  man  im  Stande,  die  Summe  einer  bestimmten  Anzahl  vom 
ersten  Gliede  ab  auf  einander  folgender  Glieder  durch  einen 
übersichtlichen  Ausdruck  darzustellen.  Man  vermochte  zu  er- 
kennen, wie  sich  der  betreffende  Ausdruck  ändere,  sobald  die 
Anzahl  der  zusammenaddirten  Glieder  wächst,  man  konnte 
demnach  beurtheilen,  unter  welchen  Bedingungen  der  Ausdruck 
sich  einem  festen  Grenzwerthe  nähere,  und  für  diese  Voraus- 
setzung den  Grenzwerth  selbst  angeben,  womit  denn  der  Grenz- 
werth  der  vorgelegten  unendlichen  Summe  gefunden  war. 

Die  Ermittelung  eines  geschlossenen  und  zur  Discnssion 
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geeigneten  Aasdruckes  für  die  Summe  einer  Reihe,  die  auf  eine 
beliebige  endliche  Anzahl  von  Gliedern  ausgedehnt  ist,  hat  für 
das  Studium  der  Reihe  einen  entschiedenen  Werth.  Allein  die 
Fälle,  in  denen  eine  solche  endliche  Summation  ausgeführt  wer- 
den kann,  sind  vergleichungsweise  selten,  und  es  ist  nothwen- 
dig,  das  Vorhandensein  eines  Grenzwerthes  bei  einer  unendlich 
ausgedehnten  Summe  so  zu  definiren,  dass  es  gleichgültig  bleibt, 
ob  die  endliche  Summation  bewerkstelligt  ist  oder  nicht.  Ge- 
nau ebenso  steht  es  mit  der  Definition  für  das  Vorhandensein 
des  Grenzwerthes  für  ein  unendlich  ausgedehntes  Product.  Wir 
formuliren  die  beiden  Definitionen  folgendermassen. 

(I)  Es  sei  das  JBüdungsgesete  für  eine  unbegrenzt  forteu- 
seteende  Beihe  von  bestimmten  reellen  Grössen 

(1)  Cq,  Cj,  Cj,  . . . 

gegeben,  die  Summe  der  auf  einander  folgenden  Grössen  habe  die 
Bezeichnung 

(2)  «0  =  ^01  «i=Co  +  Cn  ««  =  Co  +  C, +C„... 

Wenn  die  Werthe  der  Summen  5„,  5,, ,  .  stets  numerisch 
unter  einer  bestimmten  Crrösse  bleiben  und  wenn  es  möglich  ist^ 
für  einen  beliebig  Meinen  numerischen  Werth  w  die  AneaJd  g+1 
der  Glieder  der  Summe  s^  so  gross  anjsunehmen,  dass  die  Diffe- 
renz s^^^  —  s    für  jeden  Werth    der  ganzen  Zahl    t  numerisch 

kleiner  bleibt  als  der  Werth  w,  so  nähert  sich  die  beirrende 
Summe  bei  wachsender  Glieder  zahl  einem  festen  Grenzwerfhe^  oder 
sie  ist  convergentj  und  dieser  Grenzwerth  bezeichnet  den  Werth 
der  unendlich  ausgedehnten  Summe. 

(n)  Es  sei  das  Bildungsgesetz  für  eine  unbegrenzt  fortzu- 
setzende Reihe  von  bestimmten  reellen  Grössen,  unter  denen  keine 
gleich  Null  ist, 

(3)  Äß,  »j,  Ä,, .  . . 

gegeben,  dctö  Product  der  auf  einander  folgenden  Grössen  habe 
die  Bezeichnung 

(4)  P.  =  KPi  =  KK  P«  =*oÄ;,  i,,... 

Wenn  die  Werthe  der  Producte  p^,  p„  . . .  stets  numerisch 
unter  einer  bestimmten  Grösse  bleiben,  und  wenn  es  möglich  ist, 
für  einen  beliebig  kleinen  numerischen  Werth  lo  die  Anzahl  q+l 
der  Factor en  des  Products  p    so  gross  anzunehmen ,   dass  der 
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P 
Quotient  — —   ßr  jeden  Werth  der  ganzen  ZcM  t  von  der  pa- 

sÜiven  EinJmt  um  weniger  abweicht  als  um  den  Werth  la,  so 
nähert  sich  das  betreffende  Product  bei  wachsender  Zahl  von  Fac- 
toren  einem  festen  Grenewerthe^  oder  ist  convergent^  und  dieser 
Grenewerth  bezeichnet  den  Werth  des  unendlich  ausgedeHmten 
Products. 

Die  Anforderungen,  welche  bei  der  Definition  der  Conyer- 
genz  einer  Summe  an  die  auf  einander  folgenden  Werthe 
^09  ^u  •  •  •  gestellt  worden  sind,  entsprechen  genau  den  Anfor- 
derungen, denen  in  §  15  die  auf  einander  folgenden  Brüche 
y\  7*\  •  •  •  genügen  müssen,  damit  die  Aussage  gelte,  dass  sie 
sich  einem  Grenzwerthe  nähern.  Die  Betrachtungen  des  §  15 
beginnen  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  rcUionale  ganesdhlige 
Brüche  vorhanden  sind,  und  die  erwähnten  /,  /',.-.  haben 
die  Bedeutung  von  solchen  Brüchen.  Nachdem  aber  die  Beck- 
nung  mit  bestimmten  rationalen  oder  irrationalen  Grossen  be- 
gründet ist,  darf  eine  Folge  von  bestimmten  Grrössen,  welche  ent- 
sprechende Bedingungen  erfüllen,  zu  der  Definition  eines  Orenz- 
werthes  verwandt  werden.  Dies  ist  in  §  66  bei  dem  Nachweise 
der  Existenz  einer  Wurzel  für  eine  Gleichung  eines  beliebig 
hohen  Grades,  und  in  §  100  bei  der  Definition  der  Exponential- 
fanction  geschehen.  In  gleicher  Weise  wird  von  den  auf  ein- 
ander folgenden  Werthen  s^,  s^j  5,, . . .  angenommen,  dass  sie 
überhaupt  bestimmte  Grössen  sind.  Wegen  der  in  (2)  enthal- 
tenen Gleichungen 

hat  die  Differenz  s     — s  die  Bedeutung 

^   ^  q+t  q  q+l  ^+2  q+r 

sie  repräsentirt  also  das  Aggregat  der  Glieder,   welche  zu  der 

Summe   der   q+l  ersten   Glieder  s    hinzukommen,  damit  die 

^  q 

Summe  der  q+t+l  ersten  Glieder  s  ^^  hervorgehe.     Da  die 

Zahl  t  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  darf,  so  ist  auch  der 
Werth  t=l  zulässig,  bei  dem  die  rechte  Seite  von  (5)  sich 
auf  das  eine  Glied  c       reducirt.    Aus  der  Bedingung,  dass  die 

Grössen  ^o,  s^^s^,...  stets  numerisch  unter  einer  festen  Grösse  blei- 
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ben,  folgt  vermöge  der  betreffenden  Gleichung  s     —8  =c 

dass  die  sämmtlichen  Glieder  der  Beihe  numerisch  unter  einer 
festen  Grösse  bleiben.  Auf  Grund  der  ferneren  flir  die  Conver- 
genz  der  Summe  aufgestellten  Bedingung  lässt  sich  ausserdem 
ftir  ein  beliebig  kleines  ct^  die  Zahl  q  so  gross  wählen,  dass 
der  Werth  c      numerisch  unter  co  liegt.    Das  heisst,  es  müssen 

die  einzelnen  Glieder  der  Beihe  (1),  wofern  die  zugehörige  unend- 
liche Summe  convergirty  bei  wachsender  Stellenzahl  numerisch  be- 
liebig Mein  werden.  Dagegen  darf  man  aus  dem  Umstände^  dass 
die  einzelnen  Glieder  einer  Reihe  bei  wachsender  Stellenzahl  sich 
der  Null  nähern,  noch  keineswegs  den  Schlf4ss  ziehen j  dass  die 
Summe  der  Beihe  bei  unendlicher  Ausdehnung  convergire. 

Die  Differenz  s  ^,  —  s  =c^,  +  c^„4-...+c_   soll  fttr 

jeden  Werth  der  Zahl  t  numerisch  kleiner  bleiben  als  eine  be- 
liebig kleine  gegebene  Grösse  o).  Diese  Bedingung  hat  den  In- 
halt, dass  nachdem  zu  einer  beliebig  kleinen  aber  im  einzelnen 
Falle  bestimmt  gegebenen  Grösse  lo  die  Anzahl  q+\  von  Gliedern 
der  Reihe  passend  gewählt  ist,  das  Aggregat  von  noch  so  vielen 
neu  hinzutretenden  Gliedern  c  ,,  +  c  .„4-...  +  C  ..  niemals  nu- 

merisch  so  gross  werden  darf,  dass  die  Summe«      der  (q+t+l) 

ersten  Glieder  von  der  Summe  s    der  (q+l)  ersten  Glieder  um 

mehr  oder  um  so  viel  abweicht  als  um  die  Grösse  cci.  Die 
Hinzufllgung  von  beliebigen  vielen  in  der  gegebenen  Ordnung 
folgenden  Gliedern  der  Beihe  ist  alsdann  nicht  im  Stande,  auf 
die  Bestimmung  des  Werthes  der  Summe  einen  Einfluss  zu  üben, 
durch  den  sich  der  Werth  um  mehr  als  um  die  Grösse  ta  än- 
dert. Mithin  wird  der  betreffende  Grenzwerth  durch  die  Summe  s„ 

so  dargestellt,  dass  die  Abweichung  oder  der  begangene  Fehler 
numerisch  kleiner  ist  als  die  Grösse  (o.  Da  femer  die  Grösse  (o 
eine  beliebig  kleine  sein  soll,  so  kann  man  statt  der  zuerst  gewähl- 
ten Grösse  lo  später  eine  kleinere  Grösse  lo*  setzen,  hierauf  eine 
zu  dieser  passende  Zahl  q  =  q'  bestimmen,  und  dieses  Verfahren 
beliebig  oft  wiederholen. 

Um  die  gegenwärtig  angestellten  Erörterungen  auf  ein 
schon  behandeltes  Beispiel  anzuwenden,  betrachten  wir  eine 
geometrische  Reihe,  wie  sie  in  §  98  aufgetreten  ist,  und  setzen 
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voraosy  dass  r^,^,x  reelle  Grössen  seien.    Dann  bestehen  die 
Gleichongen 

^^^  ^«  =  ~i' ^^^'x*' ^«^  x^' * •  • 

vermöge  derselben  ist  8   gleich  der  Samme  der  (q  +  l)  ersten 
Glieder 

(6)  8    =^+^^  +  -^1-*  +  ..  +  ^, 


X 


femer  die  Differenz  8  ^^  —  8   gleich  dem  Ausdrucke 

Es  wurde  vorhin  gezeigt,  dass  die  einzelnen  Glieder  der 
Reihe  bei  wachsender  Stellenzahl  sich  der  Null  nähern  müssen^ 
damit  die  Summe  der  Reibe  convergire.     Die  Fordemngy  dagg 

das  Glied  o     —  -^^^  bei  einem  hinreichend  grossen  Wertbe 

X 

der  Zahl  q  numerisch  beliebig  klein  werde,  bewirkt  nun,  dass 
der  numerische  Wcrth  des  Bruches  —  unter  der  Einheit  liegen 

/VX^  +  I 

muss,  da  die  Potenz  l-^l  in  diesem  Falle  die  gewünschte 
Eigenschaft  hat,  dagegen  bei  wachsenden  Werthen  von  q  wach- 
sen  würde,  wenn  —  numerisch  über  der  Einheit  läge,  und  nu- 

X 

merisch  sich  nicht  ändern  würde,  wenn  -^  gleich  der  positiven 

X 

oder  der  negativen  Einheit  wäre.     Sobald  aber  -^  einen  unter 

X 

der  Einheit  liegenden  absoluten  Werth  hat,  so  besitzt,  wie  so- 
gleich gezeigt  werden  soll,  auch  die  Differenz  (7)  die  Eigen- 
schaft, ftir  einen  angemessen  gewählten  Werth  der  Zahl  q  nu- 
merisch kleiner  zu  werden  als  eine  beliebig  kleine  gegebene 
Grösse  co,  und  damit  ist  die  in  (I)  angegebene  Bedingung  ftb*  die 
Convergenz  der  geometrischen  Reihe  erfüllt  Aus  der  Gleichung 
(1)  des  §  98  folgt  fttr  die  Differenz  s  ^^—8    die  Bestimmung 
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Wofern  nach  der  gemachten  Voraussetzang  die  Grösse  -^ 

X 


ff+*+i 


—  1 

einen  kleineren  numerischen  Werth  als  die  Potenz  l-^j  , 
folglich  die  Differenz  I  —  l  — 1  —  1  einen  kleineren  nume- 
rischen Werth  als  die  Grösse  2  l— j  •  Aus  diesem  Grunde 
muss  der  numerische  Werth  der  Differenz  (8)  geringer  sein,  als 

2 


'.'.(I) 


der  numerische  Werth  des  Ausdruckes ^— ^ — ,  von  dem  es 

feststeht,  dass  er  bei  der  geltenden  Voraussetzung  flir  einen 
wachsenden  Werth  der  Zahl  q  numerisch  unter  jede  noch  so 
kleine  Grösse  herabsinkt.  Demnach  ist  die  ausgesprochene  Be- 
hauptung erwiesen,  und  die  Bedingung  fllr  die  Convergenz  der 
voi^elegten  geometrischen  Reihe  aufs  neue  abgeleitet. 

Bei  der  geometrischen  Reihe  stellte  sich  heraus,  dass,  wo- 
fern die  einzelnen  Glieder  die  Bedingung  ertUUen,  bei  wachsen- 
der Stellenzahl  gegen  die  Null  abzunehmen,  der  numerische 
Werth  des  Quotienten  von  jedem  Gliede  durch  das  vorhergehende, 

der  mit  —  bezeichnet  worden  ist,  unter  der  Einheit  liegen  muss, 

X 

und  dass  alsdann  auch  die  Summe  der  unendlich  ausgedehnten 
Reihe  convergent  ist.  Ein  Beispiel  einer  Reihe,  bei  welcher 
zwar  die  einzelnen  Glieder  sich  der  Null  nähern,  die  Summe 
einer  wachsenden  Anzahl  von  Gliedern  jedoch  nicht  gegen  einen 
festen  Grenzwerth  convergirt,  liefern  die  in  die  Einheit  dividirten 
natürlichen  Zahlen.    Es  sei 

und  daher 

(10)  s  =1  +  ^  +  -^  +  ..+ 


«  2      3  q-^-l 

Die  Summe  s    hat  die  Eigenschaft,  flir  beständig  zuneh- 
mende Werthe  der  Zahl  q  jeden  noch  so  grossen  positiven  Werth 
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ZU  ttbertreffen.  Man  kann,  um  den  Beweis  zu  ftthren,  die  in 
den  Nennern  erscheinenden  Zahlen  so  eintheilen,  dass  die  auf 
einander  folgenden  Potenzen  der  Zahl  Zwei  die  Grenzen  bilden. 
Auf  die  Zahl  Zwei  folgen  die  zwei  Zahlen  3,  4,   auf  die  Zahl 

Vier  die  vier  Zahlen  5,  6,  7,  8,  n.  s.  f.    Es  ist  aber  der  Brach  — 

3 

grösser  als  der  Brach  -,   mithin  das  Aggregat  ö+ i  grösser 

als  der  Werth  2.  -  =-^9    ebenso  sind   allgemein  alle  in  dem 

Aggegrate  — j-^ h  -1— i + . . .  +  -,  vorkommenden  Brüche 

2*  '  +  1      2+2  2 

grösser  als  der  letzte  Brach,  and  deshalb  ist  der  Werth   des 

•  2—1 

Aggregats  grösser  als  das  Prodact  der  Anzahl  2      in  den  Werth 

des  Braches  -r-,  das  heisst  ebenfalls  grösser  als  der  Werth  —  • 

2  ^ 

Hieraas  folgt  die  Ungleichheit 

11.1.  J---^ 

indem  die  auf  der  linken  Seite  befindliche  Samme  aasser  den  ersten 
beiden  Gliedern  1  und  —  noch  X  —  1  Aggregate  enthält,  deren 

jedes  grösser  ist  als  der  Werth  -  •    Also  übertrifft  der  Werth 

der  Summe  s^,  wenn  die  Anzahl  q-¥l  gleich  der  Potenz  2  ge- 
setzt wird,    welche  auf  der  linken  Seite  von   (11)  steht,  die 

Grösse  1  +  ^,  die  bei  einem  stets  zunehmenden  Werthe  des 

Exponenten  l  grösser  wird  als  eine  noch  so  grosse  Zahl;  eine 
beständig  zunehmende  Zahl  q  überschreitet  aber  nach  und  nach 
jede  noch  so  hohe  Potenz  der  Zahl  Zwei,  daher  wächst  die 
Summe  $    bei  stets  wachsendem  q  über  jede  Grenze  hinaas, 

und  das  sollte  bewiesen  werden. 

In  Bezug  auf  die  für  die  Convergenz  eines  Products  gege- 
bene Definition  können  wir  uns  kürzer  aussprechen.     Für  den 

P 
Quotienten  ^^-  gilt  in  Folge  von  (4)  die  Gleichung 


(U)  !  +  _  +  _  +  _.+  ...+       >i  +  _ 


$  lOß.  Ünendliohe  Sammen  und  Prodnoie.  SOd 

P 

die  zu  ähnlichen  Beobachtungen  veranlasst ,  wie  die  Gleichung 
(5).  Die  Zahl  t  darf  wieder  gleich  der  Einheit  sein ,  mithin 
muss  der  Werth  des  Quotienten  (12),  welcher  zu  ^=1  gehört, 
das  heisst  die  Grösse  Ic      selbst,   für   ein  hinreichend   grosses 

q  der  positiven  Einheit  beliebig  nahe  kommen,  folglich  von  einem 
bestimmten  Zeiger  ab  jedenfalls  positiv  sein,  und  es  müssen  die 
bis  zu  diesen  Stellen  ausgedehnten  Producte  sämmtlich  dasselbe 
Vorzeichen  haben.  Wir  können  uns  also  die  zu  einem  gege- 
benen Werthe  oi  gehörige  Zahl  q  so  gross  gewählt  denken,  dass 
die  Producte  »  , .  für  keinen  Werth  der  Zahl  t  das  Vorzeichen 

mehr  ändern.    Aus  der  Bedingung,  dass  das  Product  p    stets 

numerisch  kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte  Grösse  P,  und  der 

p 
Bedingung,  dass  der  Quotient      ^      bei  einem  angemes?enen 

grossen  Werthe  der  Zahl  q  ftlr  jeden  Werth  der  ganzen  Zahl 
i  von  der  positiven  Einheit  um  weniger  abweichen  soll  als  um 

p 
Men  beliebig  kleinen  Werth  oi,  oder  dass  die  Differenz  —^^ —  1 

numerisch  unter  u)  liegen  soll,  folgt  nunmehr,  dass  der  absolute 
Werth  der  Differenz»  ^,—  »  kleiner  sein  muss  als  der  absolute 

Werth  des  Products  p  co,  mithin  auch  kleiner  als  das  Product 
der  festen  Grösse  P  in  die  beliebig  kleine  Grösse  tu.  Diese  Differenz 
bleibt  daher  selbst  numerisch  beliebig  klein,  und  deshalb  ist 
für  das  Vorhandensein  des  Grenzwerthes  der  Producte  p  dieselbe 

Bedingung  erfüllt,  welche  bisher  als  die  Grundlage  flir  das 
Vorhandensein  eines  Grenzwerthes  angenommen  ist 

1 106.  K«imseloh«n  für  dl«  Oonvergtnz  iinandlioher  Bmiimm. 

Für  viele  Arten  von  Reihen  lässt  sich  die  Convergenz 
ihrer  Summe  durch  eine  ZurückfUhrung  auf  das  Verhalten  einer 
geometrischen  Reihe  beurtheilen.  Namentlich  ist  dies  der  Fall, 
sobald  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  c^,  c^  c,, . . .  in  Producte 
zerlegt  werden  können 
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bei  denen  e^^  €^, . . .  positive  oder  negative  Grössen  bedeuten,  die 
sämmtlich  numerisch  unter  einem  festen  Werthe  bleiben,  und 
zugleich  ^09  Qif'  positive  Grössen  sind,  Air  welche  der  Quotient 
einer  Grösse  durch  die  vorhergehende  bei  wachsender  Stellen- 
zahl sich  immer  mehr  einem  entweder  über  oder  unter  der 
Einheit  befindlichen  Grenzwerthe  nähert.  Hier  gelten  die  fol- 
genden Sätze: 

(I)  Wenn  die  Grössen  e^,  e^,...  sich  nicht  der  NüU  nähern^ 

und  der  Quotient  -^^  bei  wachsender  Zahl  t  sich  beständig  einer 
Grenee  nähert^  die  grösser  ist  als  die  Einheit^  so  ist  die  Summe 

fiir  eine  wachsende  Zähl  q  nicht  convergent, 

(II)  TTenn  die  Grössen  e^j  «tr-  sämmtlich  numerisch  unter 

einer  festen  Grcr^e  bleiben,  und  der  Quotient  — ^  bei  wachsender 

Zahl  t  sich  beständig  einer  Greme  nähert^  die  kleiner  ist  als  die 
Einlmt,  so  ist  die  Summe 

für  eine  wachsende  ZaM  q  convergent. 

g 
Die  Grenze,  welcher  sich  der  Quotient  —  -  mehr  und  mehr 

nähern  soll,  heissc  g.  Dann  muss  sich  für  eine  beliebig  kleine 
gegebene  Grösse  6  die  Zahl  g,  so  gross  annehmen  lassen,  dass 

der  Quotient  -^*^^-  für  jeden  Werth  der  positiven  ganzen  Zahl 

t,  die  Null  mitgerechnet,  zwischen  den  Grenzen  g  —  0  und  g+S 
eingeschlossen  bleibt.  Die  kleine  Grösse  B  kann  femer  stets  so 
gewählt  werden,  dass,  wenn  g>l  ist,  auch  g-^6>l  ist,  und 
dass,  wenn  g<Zl  ist,  auch  g  +  0<l  ist.  Bei  der  Voraussetzung 
des  Satzes  (I)  dass  g>l  sei,  nimmt  man  ^r  —  ö >  l,  und  hat  dem- 
gemäss,  indem  für  t  die  auf  einander  folgenden  Zahlen  gesetzt 
werden,  die  Ungleichheiten 

(2)     .^.ti>g,_e,  i?.±i>^_e,...  ^*±H:L>^_e, 
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aus  denen  durch  Multiplication  die  Ungleichheit 

(3)  !^>(^_ö)', 

and  ferner,  da  die  Grössen  Q^y  Qi^--  sämmtlich  positiv  sind, 
die  Ungleichheit 

(3*)  V.+1  >  P,.  (^  -  «)' 

folgt.  Weil  die  Basis  g  —  0  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  über- 
trifft die  Potenz  (g  —  6)  flir  einen  hinreichend  grossen  Werth 
von  t  jede  gegebene  Grösse,  durch  die  Multiplication  mit  der 
positiven  Grösse  q     wird  diese   Eigenschaft  nicht  aufgehoben 

und  besteht  daher  auch  ftir  die  Grösse  o  ^,^,.  In  dem  Product 

c  ^,^,  =€  ^,^,  0  ^,_^,  nähert  sich  der  erste  Factor  unter  den 

Voraussetzungen  des  Satzes  (I)  ftir  einen  wachsenden  Zeiger 
nicht  der  Null.  Weil  nun  der  zweite  Factor  mit  wachsendem 
Zeiger  ttber  jedes  Mass  hinaus  zunimmt,  so  kann  das  Product 
der  beiden  Factoren,  nämlich  das  Glied  der  zu  prüfenden 
Reihe  c  ^^^j,  sich  unmöglich,  mit  wachsendem  Zeiger  der  Null 

nähern.  Nach  dem  vorigen  §  ist  dies  aber  eine  ftir  die  Con- 
vergenz  der  Summe  8   erforderliche  Bedingung.    Also  kann  die 

Summe  s  unter  den  Voraussetzungen  des  Satzes  (I)  nicht  con- 

vergiren,  und  das  sollte  bewiesen  werden. 

Bei  der  Annahme  des  Satzes  U,  dass  g<:\  sei,  wird 
gr+ö<:l  genommen,  und  es  ergeben  sich,  indem  wieder  ftir  t 
die  auf  einander  folgenden  Zahlen  gesetzt  werden,  die  Un- 
gleichheiten 

(4)  A.tL<^  +  ö,    V?-<:^  +  ö,...^?*±^<(7  +  ö. 


Aus  denselben  folgt  durch  Multiplication  die  Ungleichheit 
(5)  ^J!±L<(^  +  öy, 

und,  wie  vorhin,  die  Ungleichheit 

(5*)  P,.,,,,  <  ß,  (^  +  e)'. 

Man   bildet  jetzt  mit  einer  über  g,  liegenden  Zahl  q  die 
Differenz 
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und  bemerkt,  dass  der  Dumerische  Werth  derselben  vergrössert 
wird,  sobald  jede  der  Grössen  £,,...  e    ,  durch  ihren  absoln- 

ten  Werth  ersetzt  wird,  da  die  zweiten  Factoren  sämmtlich  po- 
sitiv sind  and  auf  diese  Art  eine  Summe  von  lauter  positiven 
Elementen  entsteht.  Eine  fernere  VergrQsserung  erfolgt,  indem 
statt  den  absoluten  Werthen  der  Grössen  «  ^j,  • . . «  . ,  eine  po- 
sitive Grösse  (£  substituirt  wird,  unter  der  nach  den  Voraus- 
setzungen des  Satzes  (11)  jene  gelegen  sind,  und  indem  zugleich 
statte     ,  ^  . 2>  •  •  •  ^  .i  respective  die  aus  (5*)  folgenden  oberen 

Grenzen  q^^  ((/  +  ö)^\  q^^  {g  +  e)'-''^\  ...Q^^{g+  ö)^*"''ein. 

treten.  Demnach  ist  der  absolute  Werth  der  Differenz  (6) 
kleiner  als  der  Werth  der  Summe  der  geometrischen  Reihe 

(7)   de^^ iff + ö)^'  +(&Q^^(:ff  +  er"'*'  + . ..  +  e^^  (^  +  e)'-"+',. 

welcher  durch  den  Ausdruck 

(8)  ffi,    b  +  6)-- fr  +  «)--« 


«1  1  —  (^  4-  ö) 

dargestellt  wird.  Da  ^  +  ö  eine  positive  unter  der  Einheit  lie- 
gende Grösse  bedeutet,  so  ist  die  Potenz  mit  dem  Exponenten 
g— g^  -h  ^  +  1  kleiner  als  die  Potenz  mit  dem  Exponenten  q—g^, 
und  der  Werth  des  Ausdruckes  (8)  muss  grösser  sein  als  der 
Werth 

bei  welchem  der  zu  subtrahirende  Bestandtheil  des  Zählers  fehlt. 
Nun  Ulsst  sich  die  Zahl  q  so  gross  wählen,  dass  das  Product,  das 

aus  dem  unveränderlichen  Bruche    _.  ^'     .  und  der  {q  —  gjten 

Potenz  der  unter  der  Einheit  befindlichen  Grösse  ^-f-ö  als  zweitem 
Factor  entsteht,  nämlich  der  Werth  (9),  kleiner  wird  als  eine 
beliebig  kleine  gegebene  Grösse  lo.  Dann  bleibt  aber  der  absolute 
Werth  der  Differenz  (6),  wie  gross  auch  immer  die  Zahl  t  ge- 
nommen werde,  nothwendig  kleiner  als  die  Grösse  w,  und  da- 
mit ist  vermöge  der  Definition  (I)  des  vorigen  §  die  Bedingung 
fllr  die  Convergenz  der  Summe  s  erfüllt,  folglich  der  Inhalt  des 
Satzes  (II)  erwiesen. 


§  106.  Kennseiohen  der  Ck>nvergeii2  von  Summen.  6li 

Wird  unter  den  Voraossetznn^en  des  Satzes  (II)  die  Reihe 
antersncht,  bei  welcher  statt  der  Glieder  c^^oy  ^iQu^'  die  be- 
züglichen absoliden  Werthe  derselben  auftreten,  so  ist  an  Stelle 
der  Differenz  (6)  derjenige  Ausdruck  zu  erörtern,  bei  dem  eben- 
falls statt  der  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  deren  abso- 
lute Werthe  genommen  werden.  Die  gegebene  Beweisführung 
hat  nun  gezeigt,  dass  gerade  dieser  Ausdruck  kleiner  bleibt  als 
der  Wertb  (9)  und  deshalb  fUr  eine  genügend  grosse  Zahl  g 
unter  die  beliebig  kleine  Grösse  lo  herabsinkt.  Darin  liegt  zu- 
gleich der  Beweis  des  Satzes 

(III)  Unter  den  Bedingungen  des  Sataes  (II)  ist  atich  die- 
jenige Summe  canvergent,  welche  aus  s^  hervorgeht^  indem  siait  der 

einednen  Glieder  die  absoliden  Werthe  dersdben  genommen  toerden. 

Bis  hieher  ist  in  diesem  Capitel  die  Anschauung  festge- 
halten worden,  dass  die  Glieder  der  zu  summirenden  Reihen 
für  je4,en  einzelnen  Fall  gegeben  sind.  Von  nun  ab  wird  die 
Voraussetzung  zur  Geltung  kommen,  dass  die  Glieder  von  ge- 
wissen veränderlichen  Grössen  abhängig,  und  insofern  selbst 
veränderlich  sind.  Zu  diesem  Zwecke  kntlpft  unsere  Betrach- 
tung noch  ein  Mal  an  die  geometrische  Reihe  und  an  die  Reihen 
an,  die  aus  der  Entwickelung  der  negativen  ganzen  Potenzen 
eines  Binoms  hervorgehen. 


§  107.    PotenxreUieii. 

Wenn  ^  eine  gegebene  constante  und  x  eine  veränderliche 
Grösse  bezeichnet,  so  ergiebt  die  nach  den  fallenden  Potenzen 
von  X  geordnete  Division  des  Binoms  o:— ^  in  die  Einheit,  und 
eine  eben  solche  Division  einer  positiven  ganzen  Potenz   des 

Binoms  (x—^^  in  die  Einheit,  eine  geometrische  Reihe  und  be- 
ziehungsweise recurrente  Reihen,  die  auf  beliebig  viele  Glieder 
ausgedehnt  werden  können.  Nach  §  98  und  §  99  des  Abschnittes  III 
gelten  die  Gleichungen 

X — 5         X  —  5 


Lipschits,  AnalyaU. 
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nnd  zwar  ftir  jeden  Werth  von  x^  mit  Aasnahine  des  Werthes 

Die  Factoren  91^'^^ , .  .  91^^^  ^  sind  reine  Zahlengrössen,  die 

weder  ^  noeh  x  enthalten.  Nun  bat  man  hier  anzweifelhaft 
das  Reeht,  in  einer  jeden  Gleichung  sowohl  auf  der  linken  wie 
auf  der  rechten  Seite  gleichzeitig  statt  x  die  Grösse  ^  nnd 
statt  ^  die  Grösse  x  zu  setzen;  die  Differenz  x — ^  geht  da- 
durch in  die  entgegengesetzte  Differenz  —  a:  +  f  über,  so  dass, 
nachdem  die  Gleichung  (1)  auf  beiden  Seiten  mit  der  negativen 

Einheit,  die  Gleichheit  (3)  mit  der  Potenz  (  —  1)*  multiplicirt  ist, 
'  die  ebenfalls  fUr  jeden  Werth  von  x  mit  Ausnahme  des  Werthes 
T  =  ^  gültigen  Gleichungen  entstehen, 

(x\'^^ 

_  _  f)    i-*'^-4L 

=  (-!)•  f'+  a(-l)'  f'-'x  +  ^^ß  (-!)•  r''"*«'+  • . 

1  •  ^ 

■*"l.2.37..(<-a  +  i)^ 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise  für  die  negativen  gansen  Po- 
tetizen  des  Binoms  x—^  Entmekelungsreihen^   die  nach  den  po- 
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süiven  Totengen  der  Variable  x  fortschreiten.  Diese  Reihen 
können  als  das  Resultat  einer  nach  den  steigenden  Potensen  der 
Variable  x  geordneten  Division  aufgefasst  werden,  die  aneh  auf 
zwei  beliebige  rationale  ganze  Functionen  einer  Variable  x  an- 
wendbar ist  nnd  zu  einer  Erweiterung  des  Abschnittes  III 
fuhren  würde,  welche  wir  nicht  weiter  verfolgen. 

Der  characteristische  Unterschied  zwischen  der  Entwicke- 
lung  der.  negativen  Potenz  (x —  f)"~*,  die  nach  den  fallenden 
Potenzen  der  Variable  Xy  und  der  Entwickelung,  die  nach  den 
steigenden  Potenzen  der  Variable  x  geordnet  ist,  zeigt  sich 
durch  die  Untersuchung  der  Bedingungen,  unter  denen  die  eine 
und  die  andere  Entwickelung  bei  wachsender  Gliederzahl  con- 
vergirt.      Der    Restbruch,    welcher    in    (4)    zu    der    Function 

:z,  in  (5)  zu  der  Function  -. — ^r^,  in   (6)  zu  der  Function 

X       5  \X     5j 

-  hinzukommt,  wird  respective  fus  dem  Restbruche,  der 


in  (1),  (2),  (3)  zu  der  gleichen  Function  hinzukommt,  abgeleitet, 

indem  ~  an  die  Stelle  von  [- j  tritt.    Aus  dem  Umstände,  dass 

die  Restbrttche  in  (1),  (2),  (3)  für  immer  zunehmende  Werthe 
der  Zahl  t  bei   reellen'  Werthen  von  |  und  x  sich    der  Null 

nähern,  sobald       numerisch  unter  der  Einheit  liegt,  bei  com- 

plexen  Werthen  von  §  und  x  sich  der  Null  nähern,  sobald  der 

absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  -  unter  der  Einheit  liegt, 

folgt  unmittelbar,  dass  die  Restbrüche  in  (4),  (5),  (6)  für  immer 
zunehmende  Werthe  der  Zahl  t  bei  reellen  Werthen  von  ^  und  x 

sich  der  Null  nähern,  sobald  ^    numerisch   unter    der   Einheit 

liegt,   bei  complexen  Werthen  von  ^  und  x  sich  der  Null  nähern 

sobald  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  ^  unter  der 

Einheit  liegt.  Daher  convergiren  die  auf  der  rechten  Seite  von 
(4),  (5),  (6)  befindlichen  Reihen  fllr  eine  wachsende  Anzahl  von 
Gliedern  bei  reellen  Werthen  von  ^  und  x  unter  der  Bedingung, 

dass  ~  numerisch  kleiner  ist   als  die  Einheit,  femer  bei  com- 

5 
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plexen  Werthen  von  ^  and  x  unter  der  Bedingang,  dass  der 
absolute  Betrag  von  y  kleiner  ist  als  die  Einheit,  und  zwar 
werden  die  Grenzwerthe  beziehungsweise  durch  die  Functionen 

,l-r  (^-iv'  (^)-  ^"^'**"*- 

Wir  erkennen  jetzt  die  merkwürdige  Thatsache,  dass  sieb 
jede  negative  ganze  Potenz  einer  Function  des  ersten  Grades 
der  Variable  rr,  die  mit  x — ^  bezeichnet  wird,  sowohl  durch 
eine  convergente  unendliche  Reihe  darstellen  lässt,  die  nach  den 
negativen  Potenzen  der  Variable  x  fortschreitet,  wie  auch  durch 
eine  convergente  unendliche  Reihe,  die  nach  den  positiven  Po- 
tenzen der  Variable  x  fortschreitet.  Die  Bedingungen,  unter 
denen  die  eine  und  die  andere  Reihe  anwendbar  sind,  schliesseD 
sich  aber  gegenseitig  aus.  Für  die  Reihe  der  negativen  Po- 
tenzen muss   bei  reellen  Werthen  von  |  und  x  der  numerische 


Werth  des  Quotienten  — ,  bei  complexen  Werthen  von  |  und  x 


X 


der  absolute  Betrag  des  Quotienten   -  kleiner  als   die  Einheit 

X 

sein,  während  für  die  Reihe  der  positiven  Potenzen  bei  reellen 

j 
Werthen  von  ^  und  x  der  numerische  Werth  des  Quotienten    - , 

X 

bei  complexen  Werthen  von  ^  und  x   der  absolute  Betrag   des 
Quotienten  --  grösser  als   die  Einheit  sein  muss.     Sobald  die 

X 

Grösse  |  gegeben  ist,  zerfallen  die  sämnUlicJien  Werthe  der  com- 
plexen Grösse  x  in  solche,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als 
der  absolute  Betrag  von  f,  in  solche,  deren  ahsohäer  Betraff 
grösser  ist  als  der  Betrag  von  ^,  und  in  solche  Werthe,  deren 
ahsohäer  Betrag  dem  absoluten  Betrage  von  ^  gleich  ist.  Für 
die  Werthe  der  ersten  Art  convergirt  die  beze^ichnete  Reihe  der 
j)ositiven  Potenzen,  für  die  Werthe  der  zweiten  Art  die  bezeich- 
nete Reihe  der  negativen  Potenzen,  für  die  Werthe  der  dritten 
Art  keine  von  beiden.  Die  Craf(.95'sche  Interpretation  der  com- 
plexen Grössen,  welche  am  Schlüsse  der  §  98  und  §  99  ange- 
wendet ist,  giebt  hiefUr  das  Bild,  dass,  nachdem  um  den  Null- 
punkt der    repräsentirenden  Ebene  als  Centrum  ein  Kreis  be- 
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schricbeD  ist,  welcher  durch  den  Paukt  ^  ^bindiirchgeht,  die 
Werthc  der  complexen  Grösse  x  durch  Punkte  der  Ebene  ver- 
treten werden,  die  bei  der  ersten  Voraussetzung  innerhalb  des 
beschriebenen  Kreises,  bei  der  zweiten  Voraussetzung  ausser- 
halb desselben  Kreises,  und  bei  der  dritten  Voraussetzung  auf 
dem  Kreise  selbst  liegen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  allgemeinen  Betrachtung 
der  BeiheUj  welche  nach  den  positiven  Potenzen  einer  variabeln 
Grösse  x  geordnet  sind.  Sie  nehmen  in  der  gesammten  Analysis 
eine  ausgezeichnete  Stellung  ein.  Es  seien  h^^  &i, . . .  gegebene  - 
reelle  Grössen,  die  sämmtlich  numerisch  unter  einer  festen 
Grenze  liegen,  mit  denen  die  Summe 

(7)  s^^h^-^-h^x^-l^o?  -^^  ...-Vl^x^ 

gebildet  wird.  Die  variable  Grösse  x  möge  gegenwärtig  eben- 
falls nur  reelle  und  der  Einfachheit  halber  auch  nur  positive 
Werthe  erhalten,  und  es  sei  ein  specieller  Werth  a;=X  be- 
kannt, ftir  den  die  Summe  s^  bei  unendlicher  Ausdehnung  con- 
vergirt.    Dann  besteht  der  folgende  Satz: 

(I)    Sobald  die  in  (7)  d^nirte  Summe  s    hei  einer  stets  eu- 

nehmenden  Glieder  zahl  für  den  reellen  positiven  Werth  x=X 
cofwergirt,  so  convergirt  sie  auch  für  jeden  reellen  positiven 
Werth  Xj  der  kleiner  ist  als  der  Werth  X, 

Weil  nach  §  105  die  Summe  der  Glieder  einer  convergen- 
ten  Reihe,  von  einem  zu  bestimmenden  Zeiger  ab  bis  zu  einem 
beliebig  weit  vorgerückten  Zeiger  genommen,  numerisch  kleiner 
ausfallen  muss  als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse  6^,  und 
weil  die  Reihe  (7)  für  o;  =  X  convergent  sein  soll,  so  kann  der 
Zeiger  q  so  gewählt  werden,  dass  die  Summe 

illr  jeden  Werth  der  positiven  ganzen  Zahl  t  numerisch  kleiner 
bleibt  als  die  beliebig  kleine  gegebene  Grösse  ß. 

Die  Differenz  s^^^—s^  lässt  sich  nun  folgendermassen  dar- 
stellen 
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ferner  ist  in  Folge  der  eingeführten  Bezeichnang 
(9)     ^+l^'"^*=^.f+r  V2^''''  =  ^.,+a-S.f+r-- 


Durch  Substitution  kommt 


^+*^      =^,,+|-^.,+r-r 


^+1  /        V»+*'' 


(10)    V«-«f  =  \rn(x)     +K.+«-^.,+i>(x)      +■•• 

und  durch  Auflösung  der  mit  den  Potenzen  von   y  multiplicir- 
ten  Differenzen  kann  die  neue  Anordnung  erhalten  werden 

(H)  v.-^=^,..((z-y"-(jr) 

-  ^.  v{  (C-  (i)''' )  -^  •  •  ^ "--  •(  {ir-ar ) 

Da  -^  eine  positive  unter  der  Einheit  liegende  Grösse  be- 
deutet,  so  haben  die  sämmtlichen  Differenzen 

wie  auch  die  Potenz  I-  j     positive  Wcrthe.    Die  rechte  Seite 

von  (U)  wird  deshalb  numerisch  vergrösscrt,  sobald  man  jede 
der  Grössen  a     .  „  r;     .„, .  • .  ff      .  durch  den  positiven  Werth  ß 

ersetzt,  welcher  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  jede  der- 
selben numerisch  übertrifft.  Alsdann  zieht  sich  aber  die  rechte 
Seite  von  (11)  zu  dem  Produot 

(12)  «(J) 

zusammen.     Der    numerische   Werth    der    Differenz   s„_^,  —  s 

bleibt  also  fUr  jede  Zahl  t  kleiner,  als  das  Product<9(    -1     , 

welches  beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  und  damit  ist  die 
Behauptung  des  Satzes  (I)  bewiesen. 
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Bei  der  geometriBchen  Reihe  und  den  andern  vorhin  be- 
sprochenen besonderen  Potenzreihen  ist  die  Variable  nicht  blos 
reell  angenommen,  sondern  auch  darch  eine  complexe  Grösse 
ersetzt  worden.  Die  allgemeine  Lehre  der  Potenzreihen  erfor- 
dert die  Vollziehung  desselben  Schrittes.  In  der  Reihe  (7)  wird 
jetzt  statt  der  reellen  Variable  x  die  complexe  Grösse 

(13)  x  +  iy  =  £f 
snbstitnirt,  so  dass  das  Resultat  , 

(14)  5,  =  6o  +  &,  (a;+ty)  +  &.(a;  +  iy)»  +  ...  +  6,(a;-hty)' 

entsteht.    Alsdann  zerfällt  jedes  Glied  von  8^  in  einen  reellen 

und   einen   rein   imaginären  Theil,  mithin  auch  s^  selbst,    und 

die   Aussage,   dass   die  Summe  s^   fHr  eine  wachsende  Zahl  q 

convergire,  hat  die  Bedeutung,  dass  sowohl  die  Summe  der 
reellen  Theile  wie  auch  die  Summe  der  rein  imaginären  Theile, 
nachdem  sie  von  dem  Factor  i  befreit  ist,  convergent  sei.  Um 
die  Trennung  in  den  einzelnen  Gliedern  auszuführen,  bezeichne 
r  den  absoluten  Betrag  der  complexen  Grösse  x-hiy  und  xjß 
einen  innerhalb  der  ganzen  Kreisperipherie  vollständig  bestimm- 
ten Winkel;  so  dass  « 

(15)  x+  iy  =  r  (cos  xp  +  i  sin  xfi) 

ist;  da  &„,  ft^,.. .  reelle  Grössen  sein  sollen,  stellt  in  der  Glei- 
chung 

(16)  5^  =  6^+     6jrcosi/'  +  6gr'cos2V^H-...4-6,  r'  cosqip 

+  i{b^r  sint/^-*-6, r*sin2t//-f  ...  +  6yr^  sin  gi/O 

die  erste  Zeile  der  rechten  Seite  den  reellen  Theil,  die  zweite 
Zeile  den  rein  imaginären  Theil  der  Summe  s^  dar.    Man  kann 

nunmehr  den  Satz  (I)  in  der  folgenden  Weise  ausdehnen: 

(II)    Sobald  die  in  (14)  definirte  Summe  8^  bei  wachsendem 

q  für  diejenigen  Werthe  a;  +  fy  =  X-ftF  canvergirt,  deren  abso- 
luter  Betrag  gleich  R  ist,  so  convergirt  sie  auch  für  jeden  com- 
plexen Werth  X'\-iy^  dessen  absoluter   Betrag  r  Meiner  als  der 
Werth  R  ist. 

Der  Beweis  besteht  in  einer  Zurflckftihrung  auf  den  Satz 
(I).  Für  eine  beliebig  gewählte  Grösse  x  +iy,  deren  absoluter 
Betrag  r  kleiner  als  R  ist,  enthält  die  Gleichung  (15)  einen 
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bestimmten  Winkel  tp.  Hit  diesem  Winkel  bilde  man  die  com- 
plexe  Grösse 

(17)  X+iY=R  (cos  1/;  + 1  sin  i/O- 

Nach  der  Voraussetzung  convergirt  s^  bei  der  Substitution  dieser 

Orösse  statt  der  Grösse  x  -f  f  y,  das  heisst,  es  convergirt  die 
Summe 

(18)  6o+    6,JBco8i/'  +  6,12»cos2t/;+...  +  6,  JB^cosgt// 

+  »(6j  B  sin  ?//  +  6,  J?»  sin  2 1/;  + . . .  +  6,  2J*  sin  qrp). 

Nun  folgt  nach  (I)  aus  der  Convergcnz  des  reellen  Theiles  von 

(18)  die  Convergenz  des  reellen  Theiles  von  (16),  und  ans  der 
Gonvergenz  des  durch  die  imaginäre  Einheit  i  dividirten  imia- 
ginären  Theiles  von  (18}  die  Gonvergenz  des  durch  die  imagi- 
näre Einheit  t  dividirten  imaginären  Theiles  von  (16).  Mithin 
ist  der  Satz  (II)  gültig. 

Es  gewährt  ein  Interesse,  die  Ausdrücke  hinzuzufügen, 
unter  denen  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil  der  hierher 
gehörigen  DiflFerenz  s^^^  —  8^  enthalten  bleiben,  und  aus   deren 

beliebiger  Abnahme  die  Gonvergenz  der  Summe  s^  geschlossen 

wird.  Für  jeden  der  beiden  Theile  ist  der  Ausdruck  zu  bilden, 
welcher  dem  bei  dem  Beweise  des  Satzes  (11)  vorkommenden 
Product  (12)  entspricht.  An  die  Stelle  von  x  und  X  tritt  beide 
Male  rcspective  r  und  R.  Nachdem  dann  die  positive  beliebig 
kleine  Grösse  ß  gewählt  ist,  mnss  eine  Zahl  q  so  gross  ange- 
nommen werden,  dass  sowohl  die  Summe 

(19)  6^^i  ZJ'"*"* cos (q  +  ij^  +  . . .  +  b^^^  B'"^'  cos (q'+ijtp, 
wie  auch  die  Summe 

(20)  6^^,  B'"*"'  sin {q+l)ip  + . . .  +  6^^,  R'''^'  sin {q  +  t)xfß 

für  jeden  Werth  der  Zahl  t  numerisch  kleiner  als  6  bleibt. 
Unter  dieser  Voraussetzung  sind  sowohl  der  reelle  wie  auch 
der  durch  i   dividirte  imaginäre  Theil  der  Differenz  s^^^  —  s 

numerisch  kleiner  als  die  Grösse 

(2.)  ^(if . 

Die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  hängt  wesentlich  davon 
ab,  wie  zu  der  gegebenen  kleinen  Grösse  ß  die  Zahl  q  gefunden 
wird,  oder  in  andern  Worten,  wieviel  Glieder  bei  dem  reellen 


§  107.  Poienzreihen.  521 

und  dem  imaginären  Theile  der  Summe  (18)  erforderlieh  sind, 
damit  der  bei  dieser  Summe  zu  begehende  Fehler  unter  der 
Grösse  6  bleibe.  Die  Art,  in  welcher  die  mit  dem  speoiellen 
Werthe  r  =  R  gebildete  Summe  (18)  convergirt,  bestimmt  also 
den  für  die  Summe  (16)  entscheidenden  Ausdruck  (21).  Man  kann 
indessen  häufig  auch  ohne  vorhergehende  Kenntniss  specieller 
Werthsysteme,  für  welche  die  Sunmie  einer  Potepzreihe  convergirt, 
die  Convergenz  derselben  beurtheilen,  indem  man  den  folgenden 
Satz  anwendet: 

(III)  Wenn  die  absoluten  WertJte  der  Grössen  6„,  b^B^h^  E*, . . . 
sämnUlich  unter  einer  festen  Grösse  85  bleiben,  so  convergirt  die 
in  (14)  deßnirte  Summe  s   für  diejenigen  Werthe  a;  +  iy,   deren 

absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive  Grösse  B. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  genügt  es,  die  in  (16)  ge- 
gebene Darstellung  von  s^  in  die  Gestalt  zu  bringen 

(22)  s^  =  6„  +  6,  jBcosi/'  ^  4-6,  Bcos  2"^W^  J 


2 


4-i(  6,Äsini>^  4-6,Äsin2i/;(-^W..  +  6,ii'8ing?>/^^^ 

und  den  Beweis  des  im  vorigen  §  mitgetheilten  Satzes  (II)  zu 
benutzen.  Weil  die  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  eines 
Winkels  xff  stets  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  + 1  enthalten 
bleiben,  so  liegen  sowohl  die  Grössen 

&o,  6,  B  cos  V^,  6,  -R  cos  2 1/;, . . 
wie  auch  die  Grössen 

Jj  jR  sin  i//,  ft,  jB  sin  2  1/;, . . 
unter  der  in  der  Voraussetzung  bezeichneten  Grösse  S  und  er- 
füllten die  Bedingung,   welche   bei   dem   envähnten  Satze    des 
vorigen  §  für  die  dortigen  Grössen  £„,  €„..  gestellt  ist.  Die  auf 
einander  folgenden  Potenzen  der  unter  der  Einheit  befindlichen 

r 
positiven  Basis  ^  treten  an  die   Stelle   der   Grössen,  die  mit 

Qof  Qt' "  bezeichnet  sind,  und  zwar  ist  es  erlaubt,  bei  der  Auf- 
suchung eines  Werthes,  der  die  dortige  Differenz  (6)  numerisch 
ttbertrifit,  sowohl  den  Grenzwerth  g  wie  auch  die  später  ein- 
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geführte  Grösse  g+ß  durch  die  Grösse-  zu  ersetzen.  Der  reelle 

und  der  von  dem  Factor  i  befreite  inia^näre  Theil  der  zu  der 
Reihe  (22)  geh()rendcn  Differenz  8^^,  —  s^  liegen  in  Folge  jener 

Erörterungen  für  jeden  Werth  der  Zahl  t  numerisch  unter  der 
Grösse 


(23)  » -yAL 


welche  aus  dem  Ausdrucke  (9)  des  vorigen  §  entsteht,  indem 
S  durch  93,  q^^  durch  ijll  ,  und  ^+ö  durch -!^  ersetzt  wird.    Die 

Grösse  (23)  wird  aber  vermöge  der  Potenz  l-^j  beliebig  klein, 

und  deshalb  convergiren,  wie  behauptet  worden,  die  beztiglieben 
Summen,  so  lange  der  absolute  Betrag  r  der  complexen  Grösse 
kleiner  ist  als  die  positive  Grösse  72. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  absoluten  Werthe  der  Grössen 
fc^,  ij  i2,  J,  iJ', . .  sehr  wohl  unter  einer  festen  Grösse  liegen 
können,  ohne  dass  die  Summe  (18)  convergirt^  in  welche  die 
Summe  (16)  bei  r  =  iZ  tibergeht.  Daher  lässt  sich  der  Satz  (III)  nur 
beweisen,  sobald  für  die  Reihe  s^  der  absolute  Betrag  r  kleiner 

als  die  Grösse  R  ist,  mit  Ausschluss  des  Falles  der  Gldcliheü. 
Bei  dem  Satze  (II)  wird  dagegen  die  Convergenz  der  Reihe  (18) 
vorausgesetzt,  uud  es  folgt  die  Convergenz  der  Reihe  s^,  wofern 

der  absolute  Betrag  r  kleiner  als  die  Grösse  R  ist,  mit  Ein" 
scJduss  des  Falles  der  Gleichheit,  Hierin  liegt  der  Unterschied 
der  beiden  Sätze. 

§  108.    Fortfletznnff.    Begriff  der  Stetigkeit  einer  Fnnotlon. 

Der  Werth  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe,  die  nach 
den  positiven  Potenzen  einer  Variable  x  fortschreitet  und  flir 
alle  reellen  numerisch  unter  einer  bestimmten  Grösse  liegenden 
Werthe  der  Variable  convergirt,  ist  fUr  jeden  dieser  Werthe  voll- 
ständig bestimmt,  und  stellt  daher  vermöge  der  in  §  101  gege- 
benen Definition  eine  Function  der  Variable  x  dar.    Alle  so 
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erzeugten  Fanetionen  haben  gewisse  gemeinsame  Eigenschaften, 
za  deren  Darstellung  es  nothwcndig  ist,  einen  bisher  noch  nicht 
erörterten  Begriff  zur  Sprache  zu  bringen,  den  Begriff  der  Ste- 
tigkeit einer  Function.  Die  Definition  desselben  ist  die  folgende: 
Wenn  eine  Function  f{x),  welche  für  alle  der  Bedingung 
a<x<Zb  genügenden  Werthe  von  x  gegeben  ist^  die  Eigenschaft 
hatj  dctös  hei  je  zwei  innerhalb  dieses  IntervdUes  befindlichen 
Werihen  x  und  x  +  h  die  Differensf  der  zugehörigen  Werthe  der 
Function  f{x-{-h)  --  f(x)  für  einen  gegen  die  NuU  abnehmenden 
Werth  der  Grösse  h  selbst  gegen  die  NuU  abnimmt j  so  wird  f(x) 
eine  stetige  Function  dfr  Variable  x  genannt. 

Wir  wollen  uns  jetzt  davon  überzeugen,  üLsa^  jede  positive 
ganze  Potenz  der  Variable  x  stets  den  Anforderungen  der  auf- 
gestellten Definition  genügt  und  somit  eine  stetige  Function  der 
Variable  x  ist.  Für  jeden  Werth  der  Grösse  x  und  der  Grösse 
h  und  jeden  ganzen  positiven  Werth  des  Exponenten  n  gilt  der 
in  §  46  nachgewiesene  binomische  Lehrsatz 

(1)  (x+h)  =x  +na;      äH r — x     ä +...  +  *, 

durch  welchen  die  zu  bildende  Differenz  (x+ä)"— a;"  den  Aus- 
druck erhält 

(2)  (a;+Ä)-  -a:"=na:"-' A  +  *^i!^  rc'-'AV. . .+ A". 

Die  einzelnen  Glieder  sind  Producte  aus  den  ganzzahligen 
Binomialcoefficienten,  aus  positiven  Potenzen  der  Grösse  x  und 
aus  positiven  Potenzen  der  Grösse  A  von  der  Iten  bis  zur  nten. 
Für  einen  numerisch  hinreichend  kleinen  Werth  von  A  wird 
jede  der  Potenzen  von  A  beliebig  klein,  die  andern  Factoren 
wachsen  nicht,  folglich  erhält  das  ganze  aus  einer  beschränkten 
Anzahl  von  Gliedern  bestehende  Aggregat  einen  numerisch  be- 
liebig kleinen  Werth,  weshalb  diß  fltr  die  positiven  ganzen  Po- 
tenzen einer  Variable  x   ausgesprochene  Behauptung  gültig  ist. 

Aus  der  Stetigkeit  der  Potenz  x*  folgt  sogleich,  dass  jede  ratio- 
nale ganze  Function  einer  Variable  eine  stetige  Function  von  x  ist. 
Eine  solche  Function  ist  gleich  der  Summe  einer  beschränkten 
Anzahl  von  ganzen  positiven  Potenzen,  die  in  constante  Co«f- 
ficienten  multiplicirt  sind, 


&24  Stetigkeit.  §  108. 

(3)  f{x)  =  00«"  +  a.  ä"-*  +  .. .  +  a^, 

jeder  Summand  bat  aus  der  angeführten  Ursache  die  Eigen- 
schaft, eine  stetige  Function  von  x  zu  sein,  und  die  zu  bildende 
endliche  Summe  nimmt  an  dieser  Eigenschaft  Theil.  Hiebe!  ist 
die  Grösse  x  keiner  Einschränkung  unterworfen.    Dagegen  liefert 

die  rationale  gebrochene  Function —  ^,  bei  der  ^  einen  beliebigen 

OS       c 

reellen  Wcrth  bedeutet,  das  Beispiel  einer  Function,  welche  so- 
wohl für  alle  Werthe  von  x,  bei  denen  a:—^  positiv  ist,  wie 
auch  ftir  alle  Werthe  von  rc,  bei  denen  x—^  negativ  ist,  stetig 
bleibt,  dagegen  bei  dem  Uebergangc  von  einem  unter  der  Grösse 
I  Jiegenden  Werthe  x  zu  einem  über  der  Grösse  |  liegenden 
Werthe  x-^h  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit   aufweist     Dass 

die  Differenz  — — r — ^ v.  =  7— tt~v\/ ^»    sobald    die 

Grössen  x  +  h—^  und  rc  — f  dasselbe  Vorzeichen  haben  und 
von  Null  verschieden  sind,  bei  numerisch  abnehmendem  h 
sich  der  Null  niihert,  ist  leicht  einzusehen.  Auch  kann  nicht 
bezweifelt  werden,  dass,  wofern  ö  und  e  positive  Grössen  bedeu- 
ten und  x—^=  —  (J,  ic  — ^  +  Ä  =  fc  genommen  wird,  die  Differenz 

1111 
^v:  .-, v  =  -  +  >  ftlr  hinreichend  kleine  Werflie  von  d 

X  —  C+Ä        X  —  c         s        0 

und  £  einen  beliebig  grossen  Werth  erhält.  Daraus  folgt  das 
Behauptete. 

Damit  der  Begriff  der  Stetigkeit  auf  die  Summe  einer  nn- 
endlichen  Reihe  angewendet  werde,  muss  selbstverständlich  vor- 
her die  Convcrgenz  der  Reihe  festgestellt  sein.  Wir  betrachten 
jetzt  die  im  vorigen  §  in  (7)  angegebene  Summe,  fügen  der 
Bezeichnung  den  Werth  der  Variable  x  hinzu,  so  dass 

(4)  8^  (a;)  =  6„  +  &ja:  +  6,a;«+...+6,  a?' 

ist,  und  machen  die  Voraussetzung  des  dortigen  Satzes  (I),  dass 
die  Summe  für  den  reellen  positiven  Werth  x  =  X  convergire. 
Sie  convergirt  dann  nach  diesem  Satze  auch  für  die  redten  po- 
sitiven unter  X  liegenden  Werthe  von  x,  den  Werth  X  mit  ein- 
gerechnet^  und  drückt  eine  bestimmte  Function  von  x  aus.  Es 
lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  unendtielie  Summe  s^  {x)  für  dieses 

Intervall  der  Variable  x^   innerhcUb  dessen   die  Variable  x  dem 
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Werthe  X  beliebig  genähert  werden  darf,  eine  stetige  Function 
der  Variable  x  ist. 

Das  Ziel  wird  erreicht  sein,  sobald  man  fUr  je  zwei  zwischen 
den  Grenzen  0  und  X  liegende  Werthe  x  und  x+h  eine  Zahl 
q  so  bestimmen  kann,  dass  die  Differenz 

(5)  V^(^+*)-V*(^^ 

bei  einem  gegen  die  Null  abnehmenden  Werthe  von  h  numerisch 
beliebig  klein  wird,  wie  gross  auch  immer  die  ganzen  Zahlen 
t  und  t^  gewählt  werden  mögen.  Der  numerische  Werth  der 
Differenz  s^^f(x)-'S^(x)  Hegt  ftir  jede  Zahl  t  unter  der  im  vorigen 

§  mit  (12)  notirten  Grösse  01^)  ,  der  numerische  Werth  der 
Differenz  «,+/,  (ic+Ä)  — 5,  {x+h)  für  jede  Zahl  t^  unter  der  ent- 
sprechend  gebiUleten  Grösse  ß  I — =r~)     •    Sowohl  der  Ausdruck 

yj      une   auch  der  Ausdruck  ^(-  y— )     werden  vermöge  der 
beliebig  Meinen  Grösse  6  beliebig  Mein,  wie  nahe  die  Grösse  -~ 

X  -hh 

oder   ---  an  die  Einheit  gerückt  werde,  und  sind  es  selbst  auch 

dann  noch,  wenn  man  eine  von  ihnen  den  Werth  der  Einheit 
selbst  annehmen  lässt.  Weil  aber  die  Differenz  (5)  gleich  dem 
Aggregat  der  Differenzen 

(6)  s^{x+h)-s^(x) 

+  {s^^^{x^h)-s^{x+h)) 

ist,  und  aus  der  angeführten  Ursache  die  zweite  und  dritte 
Differenz  numerisch  beliebig  klein  ausfallen,  so  kommt  es  nur 
noch  darauf  an,  zu  beweisen,  dass  auch  die  erste  Differenz 

(7)  s^(x+h)'-s^{x) 

beliebig  klein  wird.  Hier  bedenke  man,  dass  die  Zahl  q  zu 
der  gegebenen  kleinen  Grösse  8  passend  gewählt  worden 
ist,  ohne  auf  die  Werthe  x  und  x  -^  h  Rücksicht  zu  nehmen. 
Daher  darf  für  den  Augenblick  s^(x)  als  eine  ganze  Function 

der  Variable  x  vom  gten  Grade  aufgefasst  werden,  und  die  vor- 
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hin  nachgewiesene  Stetigkeit  der  ganzen  Fanctioüen  bringt  es 
mit  sich,  dass  durch  die  Wahl  der  Grösse  h  die  Differenz  (7) 
numerisch  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede  noch  so  kleine 
gegebene  Grösse.  Daraus  folgt  die  Thatsache,  dass  der  nume- 
rische Werth  der  Differenz  (6)  beliebig  klein  wird,  mithin  die 
Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung.  Insbesondere  ist  aber 
hervorzuheben,  dass  vermöge  des  gelieferten  Beweises  die  durch 
die  unendlich   ausgedehnte   Summe  s^  (x)   dargesteUie  Function 

auch  dann  stetig  bleibt,  wenn  der  Werth  der  Variable  x  dem  ge-- 
gebenen  Werthe  X  beliebig  genähert  wird. 

Ftlr    das   Folgende    muss    auch    die    Abhängigkeit   einer 
Grösse  von  zwei  und  von  mehr  als  zwei  veränderlichen  Grössen 
ins  Auge  gefasst  werden.     Die   abhängige  Grösse  heisst  dann 
eine  Function  dieser  veränderlichen  Grössen,  in  Uebereinstimmung 
mit  dem   im    §  22   des  Abschnittes  II  eingeführten  Ausdrucke 
einer  rationalen  Function  von  mehreren  veränderlichen  Grössen. 
Bei  einer  gegebenen  Function  von  zwei  veränderlichen  Grössen 
X  und  y  gehört  immer  su  der  Verbindung  eines  Werthes  von  x 
mit  einem  Werthe  von  y  ein  Werth  der  Function.     Diese  Vor- 
stellung wird  erleichtert,  indem  man  die  beiden  veränderlichen 
Grössen  x   und   y .  als   die   rechtwinkligen   Coordinaten    eines 
Punktes  einer  Ebene  auffasst  und  sich  denkt,  dass  der  für  die 
Werthe   der  Variabein  x  und  y  gegebene  Werth  der  Function 
zu  dem  Punkte  der  Ebene  gehöre,  dessen  Coordinaten  x  und  y 
sind.     Hieraus   entspringt  die  Vorstellung,  dass  die  Function 
für  einen  Theil  der  Ebene  oder  für  Theile  der  Ebene  gegeben 
sei,   in   denen   sich  die  bezeichneten  Punkte  befinden.     Wenn 
eine  Function  von  x  und  y  fllr  alle  Verbindungen  von  je  zwei 
Werthen  gegeben  ist,  bei  denen  x  zwischen  den  Grenzen  a  und 
&,  y  zwischen  den  Grenzen  c  und  d  liegt,  so  erkennt  man,  dass 
diese  sämmtlichen  Verbindungen  die  Coordinaten  von  Punkten 
sind,    die   innerhalb   eines   leicht  zu   construirenden  Rechtecks 
liegen.     Ist  eine  Function  von  x  und  y  für  alle  Verbindungen 
der  Werthe  x  und  y   gegeben,    bei  denen   die   Quadratsumme 
x^  +  y*   kleiner  ist   als   eine    Grösse  iZ",  so  befinden  sich  die 
Punkte,  deren  Coordinaten  x  und  y  sind,  innerhalb  eines  Kreises, 
der  um  den  Coordinatenanfangspunkt  mit   dem   Radius  R  be- 
schrieben ist    Der  Inbegriff  der  Werthverbindungen  von  x  und  y. 
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für  welche  eine  Fanction  gegeben  ist,  wird  nach  der  Analogie 
.  des  Theiles  der  Ebene  ein  Gebiet  genannt. 

Eine  für  ein  gewisses  Gebiet  von  Werthverbindungen  der 
Variabein  x  tmd  y  gegebene  Function  f(x^y)  heisst  eine  stetige 
Function  von  x  und  y,  sobald  der  absolute  Werth  der  Differena 
von  je  ewei  in  dem  Gebiete  vorkommenden  Werthen  der  Function 
f  (x+hyy+k)  —  f(x,y)  bei  stets  abnehmender  Grrösse  der  Werthe 
h  und  k  sich  beliebig  der  Null  nähert.  Weqn  man  x^  y  als  die 
Coordinatcn  eines  Punktes  der  Ebene,  ferner  x+A,  y+k  als  die 
Coordinaten  eines  zweiten  Punktes  der  Ebene  ansieht,  so  nähert 
sich  bei  der  Abnahme  der  Grössen  h  und  k  der  zweite  Punkt 
dem  ersten  Punkte. 

Eine  rationale  ganze  Function  von  zwei  Variabein  x  und  y 
ist  gleich  dem  Aggregat  einer  beschränkten  Zahl  von  Gliedern, 
deren  jedes  durch  Multiplication  einer  ganzen  positiven  Potenz 
von  Xy  einer  ganzen  positiven  Potenz  von  y  und  einer  oonstan- 
ten  Grösse  erhalten  wird,  wobei  die  Null  unter  den  Potenzexpo- 
nenten zugelassen  ist    Durch  die  Anwendung  des  binomischen 

Lehrsatzes  auf  jedes  einzelne  Glied  Ax  %f  ergiebt  sich,  dass  die 

Differenz  Aipc-^Tif  {y-^k)^  —  ax"" %^  bei  abnehmenden  Werthen 
von  h  und  k  numerisch  beliebig  klein  wird,  und  daraus  folgt 
vermöge  derselben  Schlüsse  wie  sie  bei  einer  ganzen  Function 
einer  Variable  benutzt  sind,  dass  jede  rationale  gßnze  Function 
von  ßwei  Variabein  x  und  y  ohne  Einschränkung  der  denselben 
beizulegenden  Werthe  eine  stetige  Function  von  x  und  y  ist. 

Sobald  man  in  eine  rationale  ganze  Function  einer  Variable 
e  statt  z  eine  complexe  Grösse  x  +  iy  substituirt,  so  wird  der 
reelle  Theil  gleich  einer  ganzen  Function  von  x  und  y  und  der 
durch  die  imaginäre  Einheit  i  dividirte  imaginäre  Theil  eben- 
falls gleich  einer  ganzen  Function  von  x  und  y  mit  reellen 
Coefficienten.  Wie  wir  so  eben  fanden,  sind  beide  Functionen 
stetige  Functionen  von  x  und  y.  Die  Coefficienten  der  Ursprünge 
lieh  angenommenen  Function  von  e  dürfen  beliebige  feste  com- 
plexe Grössen  sein.  Wenn  man  daher  die  Bedeutung  der  Coef- 
ficienten  a^^a^^.  ,.a^  in  (3)  dahin  erweitert,  beliebige  complexe 
Grössen  darzustellen,  so  liefert  dieselbe  fUr  das  Ergebniss  der 
bezeichneten  Operation  den  Ausdruck 


bis  Stetigkeit  §  106. 

(8)  /"(a;  +  iy)  =  ao(a;  +  ty)*4-a.(a;  +  ty)"~'+...+  a,. 

Die  Substitution   von  x  +  h  ftlr  x  und  von  y  +  J:  für  y  bringt 
dann  die  Oleichung 

(9)  /•(a;+ty+Ä+a)=ao(a:+ty+7i+t*)"+a,(a:+ty+Ä+fJfe)"~* 

+  ...+a, 
hervor.  Statt  der  in  (8)  vorkommenden  complexen  Grösse 
X  +  iy  ist  in  (9)  das  Aggregat  der  complexen  Grösse  x  -^  iy 
und  der  complexen  Grösse  Ä  +  tt  getreten.  Wir  erblicken 
hier  denselben  Process,  der  in  §  63  vorgenommen  ist,  als  es 
sieb  um  den  Nachweis  der  Existenz  einer  Wurzel  für  jede 
algebraische  Gleichung  handelte.  Der  in  (8)  definirte  Aus- 
druck f{x  +  iy)  wird  eine  rationale  ganee  Function  des  tUen 
Grades  von  der  complexen  Grösse  X'\-iy  genannt,  und  dieEigen- 
schad  derselben,  dass  sowohl  der  reelle  wie  der  imaginäre  Theil 
der  Differenz  f(x  +  iy  +  A  +  »*)  —  f(X'¥  iy\  für  eine  beständige 
Abnahme  der  Grössen  h  und  Je  gegen  die  Null  numerisch  be- 
liebig klein  wird,  hat  die  Bezeichnung  erhalten,  dass  fix-^-iy) 
eine  stetige  Function  der  complexen  Grösse  o;  +  ty  sei. 

Ein  ähnliches  Verhalten  zeigt  die  Summe  (14)  des  vorigen 
§,  die  wir  jetzt  so  bezeichnen, 

(10)  s,  (a;+iy)  =  6o+*,{aJ+ty)  H-6,  {x+iyy  +  ...  +b^  {X'\-iyy  . 

Sie  convergirt  bei  unendlicher  Ausdehnung  ilir  eine  complexe 
Grösse  2:  +  fy,  deren  Betrag  unter  der  dort  eingeführten  Grösse 
M  liegt,  und  man  sagt  alsdann,  dass  (10)  eifie  Fi4$ictio9i  der  com- 
plexen Grösse  X'\'iy  darstelle.  Mit  zwei  complexen  Grössen 
aj  +  ty  und  a; 4- ty+ A4- »Ä,  für  welche  die  Summe  convergirt, 
wird  die  Differenz 

(1 1)  s^^,^  {x  +  iy-hh+ik)  —  s^^^  (x  H-ty) 

aufgestellt,  wo  t  und  t^^  wie  oben,  beliebig  grosse  positive  ganze 
Zahlen  sind.  Wofern  der  reelle  Ufid  der  imaginäre  Tlieil  von 
(11)  hei  stets  abnehmenden  Werthcn  von  h  und  k  numerisch  Jßeliebig 
klein  werden,  so  sind  der  reelle  mid  der  imaginäre  Theil  der  un- 
endlich ausgedehnten  Summe  (\0)  stetige  Functionen  der  VaricAeln 
X  und  y,  oder  die  unendlich  ausgedefinte  Summe  (10)  ist  eine 
stetige  Function  der  complexen  Grösse  x  +  iy. 

Wir  werden  jetzt  die  Differenz  (11)   unter  verschiedenen 
Voraussetzungen  prüfen.   Wie  die  Differenz  (5)  in  das  Aggregat 
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(6)  aufgelöst  worden  ist,  so  giebt  man  der  zu  nntersnehenden 
Differenz  (11)  die  Gestalt 

(12)         8^  (a:  +  iy  +  Ä  +  ik)  —  «^  (a;  +  iy) 

+  (V/i(^  +  ly  +  Ä  +  »*)  —  «^(a;  +  f>  +  Ä  +  ih)) 

—  i^n+i  («  +  iy) — «/^  +  iy))' 

Um  die  zweite  und  die  dritte  der  in  (12)  enthaltenen  Dif- 
ferenzen zu  beurtheilen,  werde  x  +  iy  so,  wie  in  (15)  des 
vorigen  §,  und  x  +  iy  +  h  +  ih  dem  entsprechend  ausgedrückt, 
so  dass 

(13)ir4-iy=r(co8V/+isinV;),  a;+ty+Ä+iÄ;=rj(co8t//,+isinV,) 

ist.  Offenbar  nähert  sich,  sobald  h  und  k  numerisch  gegen  die 
Null  abnehmen,  der  Betrag  r,  dem  Betrage  r  und  gleichzeitig 
der  Winkel  ^p^  dem  Winkel  xp.  Dies  wird  namentlich  durch 
die  Benutzung  der  6^attö$'schen  Interpretation  der  complexen 
Grössen  klar.  Für  den  Punkt  x  +  iy  ist  r  die  Länge  der  nach 
demselben  vom  Nullpunkte  aus  gezogenen  geraden  Linie,  xp 
der  Winkel,  den  jene  Linie  mit  der  positiven  Halbaxe  der 
reellen  Werthe  bildet.  Für  den  Punkt  x  +  iy  -{-h-hik  haben 
die  Grössen  r^  und  xp^  die  entsprechende  Bedeutung.  Wenn  sich 
nun  x-hh  dem  Werthe  x  und  y  +  k  dem  Werthe  y  nähert ,  so 
rückt  der  Punkt  x  +  iy  +  h  +  ik  auf  den  Punkt  x  +  iy  zu,  und 
dann  nähert  sich  auch  der  Abstand  r ,  dem  Abstände  r,  und  der 
Winkel  tp^  dem  Winkel  \p.  Eine  complexe  Grösse  aj-f  ty,  deren 
absoluter  Betrag  r  kleiner  oder  beziehungsweise  gleich  einer 
Grösse  JR  ist,  wird,  wie  schon  erwähnt,  durch  einen  Punkt  der 
Ebene  vertreten,  der  beziehungsweise  innerhalb  oder  auf  der 
Peripherie  eines  Kreises  liegt,  welcher  um  den  Nullpunkt  mit 
dem  Radius  12  beschrieben  ist,  und  nur  complexe  Grössen  von 
der  bezeichneten  Beschaffenheit  kommen  demnächst  zur  Erörte- 
rung. Wir  nehmen  bei  der  Discussion  der  Differenz  (12)  zuerst 
an,  dass  die  Voraussetzung  des  in  dem  vorigen  §  aufgestellten 
Satzes  (III)  bestehe,  nach  welcher  die  sämnUlichen  Grössen 
6o>  6i  12,  ft,  12*,. . .  numerisch  unter  einer  festen  Grösse  S5  liegen. 
Dann  befinden  sich  vermöge  der  dortigen  Betrachtungen  der  reelle 
und    der   imaginäre  Theil   der  Differenz  s^^^^ix -^ iy -{•  h  +  ik) 

—  8^{x'{-iy  +  h  +  ik)  für  jeden  Werth  von  t^  numerisch  unter 

LipMhits,  AnAlTils.  ^^ 
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fe)' 


der  Grösse  — ^^ — -  - ,  und  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil  der 

1  — -* 

Differenz  .s^+,  (a;+fy)  — «^(a:  +  iy)  für  jeden  Werth  von  i  nu- 


(^) 


mcriscb  unter  der  OrCisse  — ^^ — -.    Hier  sind    die   Quotienten 

1-- 

-    und  ^    kleiner   als  die   Einbeit,    folglich    werden    sowohl 


»c^y .. ...  »(i)' 


wie  auch    --^— ^  für  einen  genügend  grossen  Werth  der 

R  R 

Zahl  q  beliebig  klein.  Nachdem  aber  die  Zahl  q  diesem  Zwecke 

entsprechend  gewählt  ist,   kann  bei  der  in  (12)  vorhandenen 

ersten  Differenz 

(12»)  s^{x  +  iy  +  h'\'ih)-sl{x+iy) 

der  numerische  Werth  von  h  und  k  mit  dem  Erfolge  beständig 
verkleinert  werden,  dass  der  reelle  wie  der  imaginäre  Theil  von 
(12*)  sich  beliebig  der  NuU  nähern.  Unter  der  erwähnten  Vor- 
aussetzung gilt  dies  also  ftir  jede  der  drei  in  (12)  vereinigten 
Differenzen,  mithin  auch  für  ihr  Aggregat.  Darum  ist  alsdann 
die  unendlich  ausgedehnte  Summe  (10)  für  alle  complexen  Grosseti 
x+iy^  deren  Jiefrag  r  Meiner  ist  al^  die  Grosse  U,  eine  stetige 
Function  von  x-\-iy.  Der  zugeordnete  Punkt  der  Ebene  x  +  iy  darf 
dann  alle  Oerter  innerhalb  des  Kreises  einnehmen,  der  um  den 
Nullpunkt  mit  dem  Radius  R  beschrieben  ist;  die  Kreisperipherie 
ausgeschlossen. 

Man  hat  die  Differenz  (12)  zweitens  unter  der  Voraus- 
setzung zu  erörtern,  die  dem  Satze  (II)  des  vorigen  §  zu  Omnde 
liegt,  dass  nämlich  die  Summe 

(14)  s^  {R  (cos  1^ +f  sin  i/O) 

=6o+.  6, B cos  1/;+ 6 jlt*  cos 2 i/^-f  . ..  +6,  i^cosgV 
+  t(6,-Rsini//+ Ä^iJ"  sin  2t// +  .. .  +  ft^  T^singi//) 
hei  unendlicher  Ausdehnung  für  jeden  Werth  des  Winkds  tp  con- 
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vergire.  Die  Voraussetzung  des  Satzes  (III),  dass  die  sämmt- 
lichen  Grössen  6^,  h^  Ä,  6,  B%.. .  unter  einer  festen  Grösse  liegen, 
ist  zufolge  einer  in  §  105  enthaltenen  Bemerkung  in  der  gegen- 
wärtig wiederholten  Voraussetzung  des  Satzes  (II)  eingeschlos- 
sen. Wir  können  daher  aus  dem  so  eben  gelieferten  Beweise 
das  Resultat  ableiten,  dass  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil 
der  Differenz  (12)  beliebig  klein  werden,  wofern  die  in  (13)  de- 
finifien  Beträge  r  und  r,  kleiner  als  die  Grösse  B.  sind.  Dagegen 
gestattet  das  angewendete  Beweisverfahren  nicktj  den  Beirag  r 
oder  den  Beirag  r,  der  Grösse  B  gleich  werden  au  lassen. 

Unter  der  gegenwärtig  geltenden,  zu  dem  Satze  (11)  des 
vorigen  §  gehörigen  Voraussetzung  convergirt  die  Summe  (14) 
auch  fUr  die  Substitution  des  aus  (13)  entnommenen  Winkels  tp^, 

(15)  s^  (B(cosi^,+isini//J) 

=6«  +    b^BcoBtpi  +  b^B^cos2x|J^  +  ..  +  6^  1?  cos  qxpi 

+i(6i-BsinV^j  +6gJR'sin2i//j  +..+6^  iJ*  sin  31//,). 

Es  kommt  nun  darauf  an,  vermittelst  der  an  der  betreffenden 
Stelle  des  vorigen  §  ausgeführten  Betrachtung  einen  Werth  zu 
erhalten,  welcher  den  reellen  und  den  imaginären  Theil  der 
Differenz  s^^^ (x+iy+h  +  ik)  —  s^ix  +  iy  +  h-hi k)  numerisch 

übertrifft,  und  einen  Werth,  welcher  den  reellen  und  den  ima- 
ginären Theil  der  Differenz  s^^^{x  +  iy)  — s^{x  +  iy)  numerisch 

tibertrifft.  Für  die  letztere  Differenz  wird  ein  solcher  Werth 
durch  den  mit  (21)  notirten  Ausdruck  des  vorigen  §  dargestellt. 
Wenn  6  eine  beliebige  kleine  gegebene  Crrösse  bedeutet^  so  hat  nian 
dieZaJd  q  so  gross  zu  nehmen,  dass  bei  der  in  (14)  dargestellten 
Summe  s^  {B  (coq  i//  4  i  sin  tp))  weder  der  reelle  noch  der  imagi- 
näre Theil  numerisch  um  mehr  als  die  Crrösse  6  wachsen  A*ann, 
sobald  statt  der  Zahl  q  eine  beliebige  grössere  ZoM  q-^-t  einge- 

lr\'^' 
fuhrt  wird;  dann  ist  jener  Ausdruck  gleich  dem  Product  01-^^1    . 

Um  fttr  die  Differenz  s^^f^{x  +  iy'hh  +  ik)-'S^(x  +  iy  +  h  +  ik) 

dasselbe  zu  leisten,  nehmen  wir  an,  dass  dieselbe  Zahl  q  ausreiche^ 
damit  bei  der  in  (15)  dargestellten  Summe  S^  (B  (cosi/;,  +  tsini/^,)), 

fvie  sehr  auch  der  Winkd  \p^  dem  Winkd  tp  genähert  werden 
möge,  weder  der  reelle  noch  der  imaginäre  TheU  numerisch  um 
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inchr  ah  die  Grösse  0  wachsen  könne,  sobald  statt  der  Zahl  q  eine 
beliebige  grössere  Zähl  q-¥t^  eingeführt  tvird;  dann  ist  der  zu 
dieser  Differenz  gehörende  entsprechende  Atisdrtick  gleich  defn  Pro- 

duct  (^l  jA     •  Auf  diese  Weise  werden  jetzt  ebenfalls  der  reelle 

ond  der  imaginäre  Theil  in  der  zweiten  and  der  dritten  in  (12) 
enthaltenen  Differenz  beliebig  klein,  wobei  es  frei  steht,  über  t^ 
und  i/'i  irgend  wie  zu  verftigen,  femer  den  Betrag  roder  den 
Betrag  r,  an  die  Grösse  12  beliebig  heran  zu  rücken,  und  anch 
diese  Grösse  erreichen  zu  lassen.  Für  die  erste  in  (12)  vor- 
kommende Differenz  bewirkt,  nachdem  die  Zahl  q  in  der  ange- 
gebenen Weise  bestimmt  worden  ist,  die  numerische  Abnahme 
von  h  und  i,  bei  der  r,  gegen  r  und  tp^  gegen  i//  genähert  wird, 
dass  der  reelle  und  imaginäre  Theil  beliebig  klein  werden. 
Es  nähert  sich  daher  auch  unter  den  gegenwärtig  beedchnHen 
Voraussetzungen  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil  der  Differenz 
(12)  der  Null,  und  folglich  ist  die  unendlich  ausgedehnte  Summe 
(10)  für  alle  complexen  Grrössen  a:4-ty,  deren  Betrag  r  kleiner  als 
die  Grösse  R  ist  und  auch  der  Grösse  R  gleich  werde$i  darfj 
eine  stetige  Function  von  x  +  iy.  Der  zugeordnete  Punkt  der 
Ebene  x-^-iy  darf  dann  alle  Oerter  innerhalb  des  Kreises  ein- 
nehmen, der  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  72  beschrieben 
ist,  die  Kreisperipherie  eingeschlossen. 

Man  hat  häufige  Veranlassung,  solche  Poteuzreihen  zn 
untersuchen,  bei  denen  die  Coefficienten  von  einer  besondern 
veränderlichen  Grösse  abhängen.  Es  seien  die  recllm  Cocfß- 
eienten  b^,  6,,...  der  Reihe  (10)  als  Funcfionefi  einer  reellen 
Variable  w  für  ein  gewisses  Intervall  derselben  gegeben,  und 
zwar  als  stetige  Fuficiionen  von  w.  Demgemäss  bezeichnen  wir 
fto,  i,,  • . .  respective  mit  J«  (m?),  ft,  (w), . . .  und  setzen 

( 16)  Sg  (x  +  iy,  w)=b^ (w)  +  ft,  (w) (x  +  iy)  +  ft, («?)  (x  +  iy)*  -I-  . . . 

-f  b^  (w)  (X  +  iyY. 
Die  Functionen  b^  (w)j  b^  (u?), . . .  sollen  so  beschaffen  sein,  dass 
für   alle  vorkommenden.  Werthe  der  Variable  w   die   absoluten 
Werthe  der  mit  der  i)ositiyen  Gr((sse  R  gebildeten  Ausdrücke 

6oN,  *.(t^)Ä,  b,{w)R',.\. 
numerisch  unter  einer  und  derselben  festen  Grtisse  3  bleiben. 
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Dann  lehrt  der  Beweis  des  im  vorigen  §  befindlichen  Satzes 
(III),  dass  die  Differenz 

(17)  s^+t(^  +  iyy^)'-Sqi^  +  iyy^) 

für  jede  complexe  Grösse  x  +  iy,  deren  Betrag  r  Meiner  als  R 
ist,  und  für  jeden  vorJcomfnenden  Werth  der  Variable  w  in  ihrem 
reellen  und  ihrem  imaginären  Theil  Grössen  enthält,  die  nume- 
risch  kleiner   sind    als    der   beliebig  zu   verkleinernde  Werth 


ay 


95 

— >-*^.    Aus  diesem  Grunde  ist  die  unendlich  ausgedehnte  Reihe 

(16)  ftlr  die  erwähnten  Voraussetzungen  convergent.  Dass  sie 
eine  stetige  Function  der  complexen  Grösse  x  +  iy  darstellt,  folgt 
aus  dem  Vorhergehenden.  Wir  werden  jetzt  noch  den  Nachweis 
hinzufügen,  dass  ihr  reeller  und  imaginärer  Theil  eugleich  stetige 
Functionen  der  Variable  w  sind. 

Wenn   man    mit   einem  von  w  verschiedenen  zulässigen 
Werthe  w  +  l  die  Differenz 

(18)  s^^^^ix-^-iy.w  +  ^—s^ix-^iy.w-^l) 

bildet,  so  liegt  ihr  reeller  und  imaginärer  Theil  ebenfalls  nu- 

merisch  unter  der  Grösse  — ^  —  .  Nun  hat  man  für  eineDiffe* 

renz  s^^,^  (x 4-  iy,  w  +  Z)  —  s^^^  (x  +  iy,  w)  wieder  den  Ausdruck 

(19)  s^     {x'\-iyyW'hl)  —  Sg{x-\'iy,w) 

+  «,+,,(^  +  iyi  w  +  l)—s^(x  +  iy,W'\'l) 

— K+i  (^  +  iyj  ^)     —  «g  (^ + *>)  ^))' 

Die  beiden  letzten  hier  auftretenden  Differenzen  erfüllen  die 
Forderung,  dass  ihr  reeller  und  imaginärer  Theil  für  eine  ge- 
nügend grosse  Zahl  q  numerisch  beliebig  klein  werden.  Wofern 
von  der  ersten  Differenz  für  die  Voraussetzung,  dass  der  Werth 
l  sich  beständig  der  Null  nähert,  dasselbe  gezeigt  werden  kann, 
so  gilt  dies  nach  einem  mehrfach  benutzten  Schlüsse  auch  für 
die  in  (19)  dargestellte  Differenz 
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und  die  ausgesprochene  Behauptung  ist  gerechtfertigt  Föhrt 
man  die  erwähnte  erste  Differenz  folgendermassen  aas 

(20)    s^ix  +  iy,w  +  l)  —  s^{x-hiy) 

80  sieht  man,  dass  jede  der  Differenzen  6^  («;  4-  Q  —  b^  (w), 
b^{w  +  l)  —  bi (w), ...  für  die  Voraussetzung,  dass  der  Werth  I 
sich  beständig  der  Null  nähert,  beliebig  klein  werden  muss,  weil 
die  Coefficienten  6^  (u;),  b^  (to), . . .  stetige  Functionen  der  Variable 
to  sind.  Durch  die  vorher  getroffene  Wahl  ist  die  Zahl  q  be- 
stimmt; deshalb  wird  auch  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil 
der  rechten  Seite  von  (20),  wo  jede  der  (ff+l)  Differenzen  in 
eine  bestimmte  Potenz  der  complexen  Grösse  {x-^itf)  multipli- 
cirt  ist,  bei  abnehmendem  l  beliebig  klein.  Das  aber  sollte  be- 
wiesen werden. 

§  100.    Additton,  Bnbtraotion  und  MnltlplloatloB  von 

ime&dliohMi  Summen. 

Die  Eigenschaft  der  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Grössen 
gebildeten  Summen,  nach  einfachen  Vorschriften  addirt,  subtra- 
hirt  und  multiplicirt  werden  zu  können,  lässt  sich  unter  geeigneten 
Modificationen  auf  unendliche  Summen  tibertragen.  Es  sei,  wie 
in  §  105,  eine  Reihe  von  reellen  Grössen  gegeben  c^,  Cj,  c,, . . ., 
und  die  aus  denselben  gebildete  Summe 

(l)  S,;=Co  +  C,+C,  +  ...C, 

convergire  bei  unendlicher  Ausdehnung;  es  sei  ferner  eine  zweite 
Reihe  von  reellen  Grössen  gegeben  c'^,  c'i»c'„...,  und  die  aus 
denselben  gebildete  Summe 

(2)  s'g  =  c\+c\  +  c\  +...c% 

convergire  ebenfalls  bei  unendlicher  Ausdehnung.  Alsdann  ver- 
ursacht die  Anwendung  der  Operationen  des  Addirens  und  des 
Subtrahirens  keine  Schwierigkeit  Wenn  man  durch  Addition 
der  gleichstelligen  Glieder  der  beiden  gegebenen  Reihen  eine 
neue  jReihe 

(3)  Co+c'o,  c,+c\,c,+c'„... 

tind  durch  Subtraction  der  gleichstelligen  Glieder  der  beiden  ge- 
gebenen Reihen  eine  a  weite  neue  Reihe 
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hervorbrififfty  so  convergirt  sowohl  die  Summe  der  Reihe  (3)  wie 
auch  die  Summe  der  Reihe  (4),  und  zwar  ist  der  Greruswerth  der 
erstem  gleich  der  Summe  des  Chrenewerthes  von  s^  und  des  Grens- 

werthes  von  5'^,  femer   der  Grenewerth   der  letztem  gleich  der 

Differenz^  die  durch  Subtraction  des  Grenzwerthes  der  Summe  s* 

von  dem  Grenzwerthe  der  Summe  s^  erhalten  unrd. 

Sobald  man  für  eine  beliebig  gegebene  kleine  Grösse  01 
die  Zahl  q  so  gross  wählt,  dass  sowohl  die  Differenz  s^^—s 

wie  auch  die  Differenz  s'^^,—  s'^  für  jeden  Werth   der  Zahl  t 

numerisch  kleiner  bleibt  als  w,  was  nach  den  getroffenen  Vor- 
aussetzungen möglich  ist,  so  wird  sowohl  der  numerische  Werth 
des  Ausdruckes 

wie  auch  der  numerische  Werth  des  Ausdruckes 

numerisch  kleiner  als  2(0y  mithin  beliebig  klein  bleiben.     Die 

Summe  der  Reihe  (3)  und  der  Reihe  (4)  werde  folgendermassen 

bezeichnet 

(3*)  S^=  c^+  c>  c,  +  c\+...+c^  +  c\, 

(4*)  2)^=c^-c',+c -c\+.  ..+c^-c',, 

dann  gelten  die  Gleichungen 

(5)  ^.  =  ^.+^^ 

(6)  ^.  =  ^.-^V 

und  der  Ausdruck  (5)  fällt  mit  der  Differenz  S^^f—S^,  der  Aus- 
druck (6)  mit  der  Differenz  D^^^ — D^  zusammen.  Daher  con- 
vergirt sowohl  die  Summe  S^  wie  auch  die  Summe  D^  bei  un- 
endlicher Ausdehnung,  und  vermöge  der  Gleichungen  (5)  und  (6) 
entsteht  der  Grenzwerth  von  S^  durch  Addition,  hingegen  der 

Grenzwerth  von  D^  durch  Subtraetion  aus  den  Grenzwerthen  von 

8^  und  s*^y  wie  behauptet  worden  war. 

Die  Ausdehnung  der  Multiplication  auf  zwei  unendliche 
Summen  erfolgt  dadurch,  dass  vermittelst  der  Glieder  Oo,  c„  c^, . . . 
der  ersten  Reihe  und  der  Glieder  o'o*  c\j  c',,..  der  zweiten  Reihe 
die  folgende  Reihe  von  Grössen  dargestellt  wird, 
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(7) 


das  Glied  g^  ist  ein  Aggregat  aller  derjenigen  Prodacte   aas 

einem  Gliede  der  ojrsten  und  einem  Gliede  der  zweiten  Reihe, 
bei  denen  die  Summe  der  beiden  Zeiger  der  Zahl  q  gleich  ist 
Zu  der  Bedingung,  dass  die  Summe  s^  und  die  Summe  s'    con- 

vergiren,  wird  jetzt  noch  die  Bedingung  himugepigt,  dcLSS^  wo- 
fern Q^j  ^„ .  •  •  die  äbsoltden  Werthe  der  Grössen  c„,  c,, . . .,  und 
q'oj  q\j---  öfic  absoluten  Werthe  der  Grössen  c\^  c',,..  bedeuten^ 
auch  die  Summe 

(8)  ^.+^,+... 
und  die  Summe 

(9)  ^'0+^',  +  ... 

bei  unendlicher  Ausdehnung  convergiren.  Unter  dieser  Voraus* 
seteung  ist  auch  die  unendlich  ausgedelmte  Summe 

(10)  -P,  =  //o+i/i+--+9, 

convergent,  und  ihr  Crrenewerth  gleich  dem  Product  der  Grenjs- 
wertlie  von  s„  und  s*. 

Das  Product  der  Summe  s^  mit   der  Summe  s*^  für  einen 

bestimmten  Werth  der  Zahl  q  ist  gleich  der  Summe  aller  Pro- 
ducte  aus  je  einem  Gliede  der  einen  und  je  einem  Gliede 
der  andern  Summe.  Man  kann  diese  Producte  so  anordnen, 
dass  diejenigen  zusammengefasst  werden,  bei  denen  die  Summe 
der  beiden  Zeiger  denselben  Werth  hat,  und  zwar  durchläuft 
der  betreffende  Werth  die  Reihe  der  Zahlen  von  0  bis  2q.  Bei 
dem  Werthe  0  erscheint  das  eine  Product  CoC\  =  gQ^  bei  dem 
Werthe  1  die  Summe  der  beiden  Producte  CqC\'^  c^c\  =  g^y 
und  so  fort  bis  zu  dem  Werthe  q,  bei  dem  die  Summe 
^0 <^\  +  ^1  c'^i  +  •  • .  +  Gg^i  c\  +  c^  e\  =  g^  auftritt,  der  in  (7)  ge- 
gebenen Definition  gemäss.  Von  hier  ab  erscheinen  Sunmien, 
welche  nur  einen  Theil  der  in  g^_^^j  9g^v'"  Siq  enthaltenen 
Producte  umfassen.    Es  findet  sich 
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«f «  q  ^^9%q        «0«  29  ~"  «1 «  27-1-  ••        «29-I«  1 ""%  «  0* 

Zieht  man  alle  Ausdrücke  zosammen,  welche  aaf  der  rechten 
Seite  der  vorstehenden  Gleichungen  zu  subtrahiren  sind,  so  ent- 
steht illr  den  Ueberschuss  der  Summe 

über  das  Product  s^s*^  die  Darstellung 

"*■  ^'0  S  "^  ^'1  S-i"^  •  •  •  +  *  9^1  ^Jfl+r 
Hier  sind  die  absoluten  Werthe  von  s^^  8^,...  5^_,  kleiner 

als  die  Summe  ^o  "*"  ^i  "^  •  •  "^  Qq-v  f^ß^er  die  absoluten  Werthe 
von  5'q,  s'i, . . .  s'^j  kleiner  als  die  Summe  q\  4-  ^\  4- . .  +  q\^v 

mithin  ist  die  rechte  Seite  von  (11)  numerisch  kleiner  als  der 
Ausdruck,  bei  dem  statt  der  Grössen  5„,  s^, . .  und  s\^  «'u  • .  • 
die  bezeichneten  oberen  Grenzen,  und  statt  der  andern  Factoren 
ihre  absoluten  Werthe  selbst  gesetzt  sind, 

(12)  (^0  -^  ^1  +  •  •  •  +  ^,_i)  (^',+1  +  ^',+2  +  •  •  •  +^'2,) 

Die  Summen  (8)  und  (9)  sollen  bei  unendlicher  Ausdeh- 
nung convergent  sein  und  gestatten  deshalb,  vermöge  der  in 
§105  aufgestellten  Definition,  die  Zahl  q  so  gross  anzunehmen, 
dass  die  Summen 

beliebig  kleine  Werthe  erhalten,  während  die  Summen 

^0  +   ^1    +   •  •  •   +  Qq^l 

»öd  ^'0  +  ^'1  +  •  •  •  +  ^  Vi 

stets  unter  festen  Grössen  enthalten  bleiben.  Aus  diesem  Grunde 
bleibt  der  Werth  von  (12)  ebenfalls  beliebig  klein,  mithin  auch 
der   numerische  Werth  der  Differenz  P^^  —  s^  s*^.    Die  Summe 

P^  ist  daher  bei  unendlicher  Ausdehnung  convergent,   und   ihr 

Grenzwerth  stimmt  mit  dem  Product  der  Grenzwerthe  von  8  und 

s'^  überein,  wie  behauptet  worden  war. 
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Die  Summe  der  Reihe,  welche  nach  der  Vorschrift  der 
Gleiehangen  (7)  aus  zwei  gegebenen  Reihen  abgeleitet  ist,  kann 
auch  dann  convergent  sein,  wenn  diese  beiden  Reihen  zwar  can- 
vergentc  Summen  haben,  jedoch  nicht  die  Eigenscliaft  besitzen,  dass 
die  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Glieder  convergente  Summen 
liefern.  Für  die  Voraussetzung  y  dass  5^,  s*^  und  P^  bei  unend- 
licher Ausdehnung  überhaupt  convergiren,  gilt  aber  der  SatZy  dass 
der  Grenzwerth  der  unendlich  ausgedehnten  Summe  P^  gleich  dem 

Product  der  Grenzwerthe  ist,  gegen  welche  die  unendlich  aus- 
gedehnte Summe  s^  und  die  unendlich  ausgedehnte  Summe  s'^  con- 

vergiren. 

Der  Beweis  lässt  sich  vermittelst  der  vorhin  entwickelten 
Eigenschaften  der  Potenzreihen  liefern.  Es  sei  x  eine  anab- 
hängige reelle  variable  Grösse,  die  die  Werthe  von  der  Null 
bis  zu  der  positiven  Einheit  durchläuft.  Mit  derselben  werden 
die  Potenzreihen 

(13)  c^+Ci  x-hc^  a;'  +. .., 

(14)  c'o  +  c',  a;  +  c'ja:*  +  ... 

gebildet,  ans  diesen  entsteht  durch  Anwendung  des  in  den 
Gleichungen  (7)  angegebenen  Multiplicationsverfahrens  die  Po- 
tenzreihe 

(15)  go  +  9i^  +  9i^^+'" 

In  der  Voraussetzung,  dass  die  Summen  s^,  s*^  und  P^  bei  un- 
endlicher Ausdehnung  convergiren,  ist  nach  §  105  die  Bedingung 
mit  enthalten,  dass  sowohl  die  Grössen  c^,  o^, . . .  wie  auch  die 
Grössen  c'^,  c\,...,  wie  auch  die  Grössen  ^ü>^m---  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach  stets  unter  einer  festen  Grösse  bleiben. 
Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  (III)  des  §  107  bei  der  An- 
nahme jß=l,  dass  für  jeden  positiven  unter  der  Einheit  be- 
findlichen Werth  der  Variable  x  sowohl  die  Summe  (13)  wie 
auch  die  Summe  (14)  convergiren,  und  dass  iUr  den  gleichen 
Umfang  der  Variable  x  auch  die  mit  den  absoluten  Werthen  der 
einzelnen  Glieder  gebildeten  Summen 

(13»)  Q^   +Q^  ^+Qi  3?*+  ..., 

(14*)  q\+q\x  +  q\x^+  ... 

convergiren.    In  Folge  des  zuletzt  bewiesenen  Satzes   ist  also 

fllr  die  Voraussetzung  0  <  a;  <  1  der  Grenzwerth  der  con vergen- 
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ten  Sninme  (15)  gleich  dem  Prodnct  des  Grenz werthes  der  Summe 
(13)  und  des  Grenzwerthes  der  Summe  (14).  Nun  lebrt  uns  die 
im  vorigen  §  mit  der  Summe  (4)  angestellte  Betrachtung,  indem 
der  Werth  x=l  angenommen  wird,  dass  die  Summe  einer 
nach  den  positiven  Potenzen  der  Variable  x  geordneten  Beihe, 
die  fllr  alle  Werthe  von  x  =  0  bis  a;  =  1 ,  den  letztern  Werth 
eingeschlossen,  convergirt,  eine  Function  der  Variable  x  darstellt, 
die  fllr  diesen  ganzen  Bereich  der  Variable  x,  den  Werth  a?=l 
eingeschlossen,  stetig  ist.    Weil  also  die  Summen  s^,  s'^  und  P^ 

convergent  sind,  so  drücken  sowohl  die  Summe  (13)  wie  auch 
die  Summe  (14),  wie  auch  die  Summe  (15)  Functionen  der  Va- 
riable X  aus,  die  ftlr  alle  Werthe  der  Variable  x  von  Null  an 
bis  zu  der  Einheit,  diese  selbst  eingeschlossen,  vollständig  be- 
stimmt und  stetig  sind.  Da  ferner  festgestellt  ist,  dass  für  einen 
jeden  unter  der  Einheit  liegenden  Werth  von  x  der  Grenzwcrth 
der  Summe  (15)  gleich  dem  Product  des  Grenzwerthes  der  Summe 

(13)  und  des  Grenzwerthes  der  Summe  (14)  ist,  und  da  jeder 
dieser  Grenzwerthe  sich  stetig  verhält^  das  heisst,  sich  um  be- 
liebig wenig  ändert,  sobald  die  Variable  x  von  einem  beliebig 
wenig  unter  der  Einheit  liegenden  Werthe  zu  der  Einheit  selbst 
übergeht,  so  gilt  die  abgeleitete  Gleichung  auch  fllr  die  Voraus- 
setzung, dass  der  Werth  x  gleich  der  Einheit  selbst  wird,  wo- 
durch sich  die  Summe  (13)  in  den  Grenzwerth  von  s^,  die  Summe 

(14)  in  den  Grenzwerth  von  ä'^,  die  Summe  (15)  in  den  Grenz- 
werth von  P^  verwandelt ;  mithin  ist  der  Grenzwerth  der  Summe 
P^  gleich  dem  Product  der  Grenzwerthe  der  Summe  s^  und  der 
Summe  s'.    Das  aber  sollte  bewiesen  werden. 

Beihen,  deren  Glieder  complexe  Grössen  sind  und  deren 
Summen  bei  unendlicher  Ausdehnung  convergiren,  können  in 
entsprechender  Weise  durch  Addition,  Subtraction  und  Multi- 
plication  verbunden  werden,  und  aus  den  so  eben  für  Beihen 
mit  reellen  Gliedern  bewiesenen  Sätzen  folgen  tür  jene  Beihen 
gleichartige  Sätze.  Man  habe,  indem  in  den  einzelnen  Gliedern 
von  zwei  gegebenen  Beihen  das  Beeile  vom  Imaginären  ge- 
trennt wird, 

(16)  s^=(c,  +  id,)  +  (c,  +  »dj  +  . . ,  +  (c^  +  id^), 

(17)  s',  =  (c'o+id'o)H-(c\-*-id',)H-...  -f-(c;+td',), 
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dann  bedarf  die  Anwendung  der  Addition  und  der  Sobtraclion 
keiner  Erörterung.  Für  die  Anwendung  der  Multiplieation  folgt 
ans  dem  Schema  der  Gleichungen  (7)  das  Schema 

'^„+iA«=(c„+ido)(c'o+fd'o) 

(18)  ' 

+  (c,+  fd,)(c',  +  id'J. 

Hier  liefert  die  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären 
die  Relationen 

(19)  9,  =  c,  c'^  +  . . .  +  c^c^-id,  d',  -f  . . .  +  d^d'o), 

(20)  h^  =  c,d\  +  . . .  +  c^d\  +  (d,  c'^  +  . . .  +  d,  c\). 

Da  also  jede  Grösse  g^  gleich  der  Differenz  von  zwei  Aus- 
drücken und  jede  Grösse  h^  gleich  der  Summe  von  zwei  andern 

Ausdrücken  ist,  welche  vier  Ausdrücke  nach  einander  entste* 
hen,  indem  daa  Multiplicationsverfahren  auf  die  Combination 
von  jeder  der  beiden  in  s^  enthaltenen  reellen  Reihen  c^+c^  +  ... 

und  d^,+di4- . ..  mit  jeder  der  beiden  in  s'^  enthaltenen  reellen 

Reihen  c\  +  c\+  ...  und  d\  +  d\+  ...  angewendet  wird,  so 
leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  reellen  Theile  der  Glieder  von  $^ 

und  die  imaginären  Theile  der  Glieder  von  s^,  absolut  genom- 
men,   convergente  Summen  liefern  und  wenn  für  s*^  dasselbe 

gilt,  die  Summe  f<7o +  tÄo) +  (^, +iA,)-f- . . .  bei  unendlicher 
Ausdehnung  convergirt  und  gleich  dem  Product  der  Grenzwerthe 
von  8   und  s*    sein  muss.     Ebenso   überzeugt  man  sich  durch 

eine  Betrachtung,  wie  sie  vorhin  für  reelle  Reihen  benutzt  worden 
ist,  dass,  wenn  s^y  s*^  und  die  Summe  {g^  +  i  A^)  4-  (g^  + 1 AJ  +  . . . 

bei  unendlicher  Ausdehnung  convergiren,  der  Grenzwerth  der 
letztern  Summe  nothwendig  gleich  dem  Producte  der  Grenz- 
werthe von  s„  und  s'    ist. 

Wenn  bei  einer  Reihe  von  complexen  Grössen  sowohl  die 
Summe  der  reellen  Theile,  absolut  genommen,  wie  auch  die 
Summe  der  imaginären  Theile,  absolut  genommen,  convergirt, 
so  convergirt  auch  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  ein- 
zelnen Glieder,  und  wenn  die  letztgenannte  Summe  convergirt, 
so  convergirt  auch  jede  der  beiden  zuerst  genannten  Summen. 
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Diese  Thatsache  hat  in  dem  Umstände  ihren  Grand,  dass  bei 

jeder  complexen  Grösse  c  +  d  <  der  absolute  Betrag  l/c*  +  d* 
kleiner  oder  höchstens  ebenso  gross  ist  wie  die  Summe  der  ab- 
soluten Werthe  der  Grösse  c  und  der  Grösse  d,  und  dass  der 
absolute  Werth  von  jeder  dieser  letztem  kleiner  oder  höchstens 

ebenso  gross   ist  wie  der  Betrag  j/c*  +  d". 

§  110.  Kennsoiohen  für  die  ConTergenx  nnendlloher  Produote. 

Für  die  unendlichen  Producte,  deren  Convergenz  jetzt 
untersucht  werden  soll,  wird  vorausgesetzt,  dass,  nachdem  ihre 
Factoren  Tc^,  j;^,. . .  in  die  Gestalt  gesetzt  sind 

(1)  Ä;^  =  1  +  c„,  *,  =  1  +  e„  . . . 

die  reellen  Grössen  e^,  e,,  .  . .  von  einem  bestimmten  Zeiger  ab 
sämmtlich  entweder  das  positive  Vorzeichen  oder  das  negative 
Vorzeichen  behalten  und  numerisch  kleiner  als  die  Einheit 
bleiben.  Dass  eine  der  Grössen  h^^  ^,,  . .  gleich  Null  sei,  ist 
'schon  bei  der  Definition  (II)  in  §  105  ausgeschlossen.  Unter 
diesen  Beschränkungen  gelten  die  folgenden  Sätze: 

(I)  *  Wenn  die  am  den  Crrössen  e^,  ß^, . . .  gebildete  Summe 
hei  unendlicher  Ausdehnung  convergirt,  so  convergirt  auch  hei  un- 
endlicher Ausdehnung  das Product  j»^=(l  +e^,)(l  +6, ) . . .  (1  +  e^) 

gegen  einen  festen  von  der  Null  verschiedenen  Grenzwerth. 

(II)  Wenn  die  Grössen  6^,  Cj, . . .  von  einer  hestimmten 
Stelle  ah  sämmtlich  positiv  sind,  und  die  aus  denselben  gebildete 
Summe  hei  unendlicher  Ausdehnung  Über  jede  positive  Grösse 
hinaus  zunimmt,  so  wächst  auch  der  numerische  Werth  des  Pro- 
ducts p,  =  (1  +  Co)  (1  +  e,) . . .  (1  +  e^)  hei  unendlicher  Ausdeh- 
nung über  jedes  Mass. 

(III)  Wenn  die  Crrössen  e^,e^y...  von  einer  bestimmten 
Stelle  ah  sämmtlich  negativ  sind,  und  die  aus  denselben  gebildete 
Summe  hei  unendlicher  Ausdehnung  numerisch  ohne  Ende  wächst^ 
so  convergirt  das  Product  p,  =  (1  +  «o)(l  +^1)  •  •  •  (1  +0  &^» 
unendlicJwr  Ausdehnung  gegen  den  Grenzwerth  Null, 

Wir  erörtern  zuerst  die  Annahme,  dass  die  Grössen  e^,e^,... 
von  einem  bestimmten  Zeiger  ab  sämmtlich  fiegativ  seien  und 


6412  Kemueieheii  der  Coof eargmz  ton  Prodneiaa.  §  110. 

drücken  dieselben  beziehnngsweise  dorch  die  absoluten  Werthe 
E^yE^, . . .  ans,  die  unter  der  Einheit  liegen.  Dann  folgt  yer- 
möge  einer  Betrachtung,  welche  der  schon  in  §  19  angewende- 
ten ähnlich  ist,  dass,  wenn  q  grösser  ist  als  jener  Zeiger,  das 
Product  von  zwei  Factoren 

einen  grossem   Werth  hat,   als   1  —  EJ^^  —  E^^^.  Es  sei   die 

Summe  E^^^  +  E^^^  +  . . .  +  E^^^   für  jeden  Werth  der  Zahl  t 

gleich  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grösse,  so  ist  zunächst 
JS'^^i  +  JB^^j  <  1 ;   das  Verfahren    kann    nun   auf  das   Product 

(1  —  JB^+i  —  -^,+2)  (1  -"  -^,+3)  angewendet  und  fortgesetzt  werden^ 

und  seine  Wiederholung  ergiebt  die  Ungleichheit 

(2)  (l-E^^^)il-E^^,)..{\-E^_^,)>\-E^^^-E^.^,-.. -E^^,. 

Bei  der  Voraussetzung  des  Satzes  (I),  dass  die  unendliche 
Summe  ^o  +  ^1  +  •  •  •  conyergire,  lässt  sich  die  Zahl  q  so  gross 
annehmen,  dass  die  Summe  J?^^,  +  E^^^  + . . .  4-  E^^^  nicht  nur 

kleiner  als  die  Einheit,  sondern  auch  kleiner  als  eine  beliebig 
kleine  gegebene  Grösse  m   bleibt.     Das  auf  der  linken  Seite 

von  (2)  befindliche  Product,  welches  mit  dem  Ausdrucke  ---' 

bezeichnet  werden  darf,  besteht  aus  lauter  positiven  Factoren, 
die  unter  der  Einheit  liegen,  und  hat  deshalb  selbst  einen  unter 
der  Einheit  liegenden  Werth.  Dasselbe  ist  aber  gleichzeitig 
grösser  als  die  Grösse  1  —  ca,  und  weicht  deshalb  von  der  Ein- 
heit um  weniger  als  um  die  Grösse  co  ab.  Hiemach  folgt  ans 
der  Voraussetzung  des  Satzes  (1),  wofern  die  Grössen  c^^,,  e.^^ . . . 

sämmUich  negativ  sind,  die  in  §  105  aufgestellte  Bedingung  für 
die  Convergenz  des  Products  p^,  und  zwar  ist  der  Grenzwerth 

desselben  von  der  Null  verschieden,  weil  das  mit  einem  be- 
stimmten angemessen  gewählten  Werthe  der  Zahl  q  gebildete 
Product  p^  aus  lauter  Factoren  besteht,  von  denen  kein  ein- 
zelner gleich  Null  ist. 

Für  die  Voraussetzung  des  Satzes  (III),   welche  sich  so 
aussprechen  lässt,  dass  die  Summe 

bei  wachsendem  t  jede  gegebene  Grösse  übertreffe,  kann  man, 
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da  1— J?  .,=  — =; ist,  U.S. f.,  den  reciproken  Werth  des 

Prodncts  (2)  in  die  Gestalt  bringen 

(3)       (.-T^)(.-l5t)-     ('-T^)- 

In  jedem  der  auftretenden  Faetoren  wird  zu  der  Einheit 
eine  positive  Grösse  addirt.  Folglich  bringt  die  oben  erwähnte 
Schlnssweise  des  §  19  unmittelbar  die  Ungleichheit  hervor 


E^^,  JEr.^o  E. 


Da  nun  die  Summe  ,     '^'    -^^t—  + ..  +  i— — - 

1— JS?..,      1—^.,«  1— JB.. 


'9+1         *        '"fl+a  ^         ^q+t 


aus 


lauter  positiven  Gliedern  besteht,  die  grosser  sind  als  die  be- 
treffenden Glieder  der  Summe  E^^^  4-  E^^^  +  . . .  +-E',+p  und  da 
der  Werth  der  letztem  mit  der  Zahl  t  über  jedes  Mass  hinaus 
wächst,  so  hat  um  so  mehr  die  erstere  und  gewiss  das  Product 
auf  der  linken  Seite  von  (4)  diese  Eigenschaft.  Dasselbe  ist 
gleich  dem   in  die  Einheit  dividirten  Werthe   des  Quotienten 

'  - ,  das  ist  gleich  dem  Quotienten   - '  ;  das  endlose  Wachsen 
Pq  Pq+t 

desselben  bewirkt  aber,  dass  das  Product  p^^^  gegen  die  Null 

convergiren  muss,  womit  der  Satz  (III)  bewiesen  ist. 

Es  bleibt  jetzt  die  Discussion  der  zweiten  Annahme,  nach 
welcher  die  Grössen  6^,6^,.,.  von  einem  bestimmten  Zeiger  ab 
sämnUlich  positiv  sein  sollen.    Das  Product 

(5)  0+Vi)^^-*-W--(^-»-Vi)' 

bei  dem  wieder  q  grösser  ist  als  der  betreffende  Zeiger,  ent- 
hält alsdann  lauter  positive  Faetoren,  die  über  der  Einheit 
liegen,  und  hat  deshalb  ebenfalls  einen  positiven  Aber  der  Ein- 
heit liegenden  Werth.    Mit  Hülfe  der  Umformung 

1 


^*^Vi  =  -, 


9+1 


i+Vi 
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die  auf  alle  Factorcn  zu  Übertragen  ist,    erhält  der  reciproke 
Werth  des  Produets  (5)  den  Ausdrack 

(6)         (i_    A^l_)(i_,^±i_)  .  .  .(i_^J-A 

In  jedem  Factor  wird  von  der  Einheit  eine  positive  ooter 
der  Einheit  befindliche  Grösse  abgezogen,  und  dabei  hat  die 
Summe 


einen  kleinern  Werth  als  die  Summe 

welche,  sobald  die  Voraassetznng  des  Satzes  (I)  in  Kraft  tritt, 
für  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  q  bei  jedem  Werthe 
der  Zahl  t  kleiner  gemacht  werden  kann  als  eine  beliebig 
kleine  gegebene  Orösse  lo.  Unter  der  Voraassetznng  des  Satzes  (I) 
findet  daher  alles,  was  vorhin  in  Betreff  des  Prodncts  (2)  nach- 
gewiesen ist,  auf  das  Product  (6)  Anwendung,  das  heisst,  der 
Werth  des  letztern  bleibt  bei  der  über  die  Zahl  q  getroffenen 
Verfügung  stets  grösser  als  der  Werth  1  — lo.     Mithin  bleibt 

das  Product  (5),  welches  gleich  dem  Quotienten  — '^'  und  gleich 

dem  reciproken  Werthe  des  Products  (6)  ist,  stet6  kleiner  als 
der  Werth  r^;^  •  Da  nun  nach  einer  eben  gemachten  Bemer- 
kung der  Quotient  --'  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  liegt  der- 
selbe  zwischen  den  Grenzen  1  und  z ,  und  unterscheidet  sich 

1 0) 

deshalb  für  einen  beliebig  kleinen  Werth  der  Grösse  w  von  der 
Einheit  um  beliebig  wenig.  Also  ist  gegenwärtig  aus  der  Vor- 
aussetzung des  Satzes  (I),   wofern  die  Grössen  c^^j,  c^^^,  .  .  . 

sämnUlich  jwsitiv  sind,  die  Convergcnz  des  Products  Pq  abge- 
leitet, während  der  Grenzwerth  aus  demselben  Grunde,  der  oben 
bezeichnet  ist,  nicht  die  Null  sein  kann. 

Die    Voraussetzung    des    Satzes   (II),    dass    die    Summe 

ß-+i  +  Cg+2  +  •  •  •  +  ^q+t  "^^  ^^^  zunehmendem  i  jede  gegebene 
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Grösse  überschreitet,  hat  zur  Folge,  dass  das  Prodact  (5)  eben- 
falls über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  weil  nach  dem  wiederholt 
benutzten  Motiv  ftlr  das  letztere  Product  die  Ungleichheit 

0)    (l+^,+i)(l+ W  •  •  (l+«,+i)>  1  + Vi"*"  V2+  •  •  •  +  V/ 
besteht.     Auf  diese  Weise  sind  jetzt   die  Sätze  (I),  (II),  (III) 

vollständig  bewiesen. 

Die  allgemeine  Lehre  von  den  unendlichen  Summen  und 

Producten  verfolgen  wir  an  dieser  Stelle  nicht  weiter,   machen 

aber  darauf  aufmerksam,    dass    eine  Fortsetzung  des  hier  Mit- 

getheilten  in  der  Abhandlung  von^rati^:  disquisitiones  generdles 

circa  senem  tnfinüam  l-t-^-a:+-i — r— ^-^    .  /.x^-h.  .  und  m 

^  1  .y         1 . 2.y  (y+l) 

der  Abhandlung  von  Weierstrctss :  Ueber  die  Theorie  der  analytischen 
FaeuUäten^  CreUe's  Journal  fftr  Mathematik  Bd.  51,  pag.  1  ent- 
halten ist  Von  der  letztarn  Abhandlung  rUhrt  auch  der  Inhalt 
des  gegenwärtigen  §  her. 

§  Hl.    Anwendniiff MI. 

Die  Summe  der  rcciproken  Werthe  der  auf  einander  fol- 
genden natürlichen  Zahlen  hat,  wie  in  §  105  gezeigt  worden 
ist,  die  Eigenschaft,  bei  wachsender  Gliederzahl  jede  gegebene 
Grosse  zu  übertreffen.  Wenn  man  dagegen  die  auf  einander 
folgenden  natürlichen  Zahlen  auf  einen  bestimmten  die  Einheit 
übertreffenden  Exponenten  1  +  a  erhebt,  und  dann  die  Summe 
der  rcciproken  Werthe  bildet,  so  entsteht  die  convergente  Summe 

(^)  "p+""*"  2^""^  3*+^"^  "  * 

Um  die  Convergenz  zu  beweisen,  theilen  wir  die  Zahlen 
in  ähnlicher  Weise  mittelst  der  Potenzen  der  Zahl  Zwei  ein, 
wie  in  §  105,   fassen  sie  aber  anders  zusammen.     Offenbar  ist 

jede  der  zwei  Grössen  -j^^  und  -^^  kleiner  oder  gleich  -^^j:^, 

2         1 

mithin  ihre  Summe  kleiner  als  q^=— ,  jede  der  vier  Grössen 
7i+S.  7T+ä»  71+5.  ,!+-»  kleiner  oder  gleich     i^„,    mitbin    ihre 

4  D  O  7  4 

Summe  kleiner  als   -,v^=-::,  u.  s.  f. 

Lipfchlti,  AnalTfi«.  35 


fi'iB  Anwendungen.  §  111. 

Demnach  bestehen  fUr  irgend  zwei  Zahlen  k  und  //,    ¥Oo 
denen  fi  die  gnissere  ist,  die  Ungleichheiten 

(2)       l  +  -l^^+      ?.„+...+  -    2-"  \l4.a<l+-ö+-a  +  --+— iV«» 

2  "*■        3  ■*■  (2  — ly**"  2        4  (2^"')*^ 

Auf  der  rechten  Seite  von  beiden  Ungleichheiten  befinden 

sich  geometrische  Reihen,  von  denen  wir  die  zweite  durch  den 

Aasdruck  summiren 

1 1_ 


W 


'-i 


Da  a  eine  feste  gegebene  positive  Grösse  bedeutet,  so  liegt 
der  Werth      -^  unter  der  Einheit,  und-  der  Werth  (4)  ist  kleiner 

als  der  Werth 

1 

(5)  -  ^^    . 

•  2"" 

Zugleich   kann  bei  dem  letztem  die  Zahl  l  so  gross  ge- 

wjlhlt   werden,    dass    derselbe  kleiner   wird  als  jede    beliebig 

kleine  gegebene  Grösse.      Für  einen  solchen  Werth  der  Zahl  X 

hat  deshalb  die  auf  der  linken  Seite  von  (3)  befindliche  Summe 

(2Y+^"^72^+l?+^"^*'*^72^— iy+"  *''^  Eigenschaft,  beliebig 
klein  zu  werden,  wie  auch  immer  die  Zahl  //  gewählt  werden 
m()ge.    Die  Zahl  //  kann  man  aber  so  gross  annehmen,  dass  die 

Potenz  2'*  griisser  ausfallt  als  jede  gegebene  ganze  Zahl  n. 
Weil  also  bei  der  angegebenen  Wahl  der  Zahl  l  die  beliebig 

weit  fortgesetzte  Summe  — ytx;;  H — ä t^-a  + einen  belie- 

big  kleinen  Werth  behält,  so  ist  die  unendlich  ausgedehnte 
Summe  (1),  bei  der  a  einen  festen  positiven  Werth  hat,  in  der 
That  convergcnt. 

Vennr)ge  des  Umstandes,  dass  die  Summe  (l)  für  ein  ge- 
gebenes positives  a  convergirt,  dagegen  fllr  ct  =  0  nicht  couver- 


wo 
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girt,  liefert  ans  die  betreffende  Reihe  Beinpiele  für  die  drei  im 
vorigen  §  anfgestellten  Sätze.  Es  sei  a  eine  beliebige  positive 
Grösse,  so  haben  die  Glieder  der  durch  Maltiplication  mit  a 
entstehenden  Reihe 

flir  jedes  positive  a  wie  auch  für  fr=0  die  BeschaflTenheit,  von 
einem  bestimmten  Zeiger  ab  kleiner  als  die  Einheit  nnd  posi- 
tiv zu  sein;  ihre  Summe  convergirt,  so  lange  a  positiv  ist,  und 
convergirt  nicht  flir  (t=0.  Die  entsprechende  Beschaffenheit 
einer  Reihe,  bei  fler  die  sämmtlichen  Glieder  gleich  den  nega- 
tiven Werthen  der  respectiven  Glieder  von  (6)  sind,  ergiebt 
sich  von  selbst.  Mithin  folgen  aus  den  drei  Sätzen  des  vorigen  § 
die  Resultate : 

Das  unendliche  Product  ^l  +  -,"^)^l-f^J^l+^^^^^      .  . 

und  das  uncndlicf^  Product\\-  ~^^^^^ 

a  eine  positive  Grösse  und  o  eine  positive  Grösse  bedeutet^  sind 
convergentj  und  jeder  der  beiden  Grenjswcrthe  ist  von  der  Null 
verschieden. 

Das  unendliche  Product  11  —  y)(i  —  ^)(^"~~q)'  *  ?  ^^^  ^' 

eine  positive  Grösse  bedeutet^  convergirt  gegen  die  NuU. 

Das  unendliche  Product  (^+  f)(l+  o  ll^'*'  q  )  *  •  •»  ^^  " 
eine  positive  Grösse  bedetdet,  wächst  über  jedes  Mass  hinaus. 


Capitel  IL 

Potenzreihen  zur  Entwickelang  von  fundamenfAlen 

Fnnetionen  der  Analysis. 

%  112.    AnDitelliinff  der  Binominalreihe  imd  der 

Ezponentialrellie. 

Nachdem  erkannt  worden  ist^  dass  die  Summe  einer  un- 
endlichen nach  den  positiven  Potenzen  einer  veränderlichen 
Grösse  x  fortschreitenden  Reihe  eine  Function  der  Variable  .r 
darzustellen  vermag,  wird  es  wttnschensweHh^  zu  beurtheilen. 
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ob  fUr  eine  bestimmte  gegebene  Function  einer  Variable  x  eine 
solche  Darstellung  möglich  sei,  und  falls  dieselbe  möglich  ist, 
sie  ausfuhren  zu  können.  Allein  die  Mittel  zu  der  Lösung 
dieser  allgemeinen  Aufgabe  stehen  gegenwärtig  nicht  in  unserer 
Gewalt.  Wir  werden  vielmehr,  indem  wir  eine  beschränkte 
Aufgabe  wählen,  den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  und  von 
der  Betrachtung  gewisser  Potenzreihen,  die  eine  fundamentale 
Bedeutung  in  der  Analysis  gewonnen  haben,  ausgehend,  die 
Functionen  aufsuchen,  welche  durch  die  Reihen  dai^estellt  wer- 
den. An  dieser  Stelle  möge  auch  erwähnt  werden,  dass  häufig, 
wo  von  der  unendlich  ausgedehnten  Summe  einer  Reihe  ge- 
sprochen werden  soll  und  keine  Verwechselung  zu  befürchten 
ist,  die  unendliche  Reihe  genannt  wird,  und  dass  namentlich 
statt  des  Ausdruckes,  die  unendlich  ausgedehnte  Summe  einer 
Reihe  sei  convergent,  der  Ausdruck  gebräuchlich  ist,  dass  die 
unendliche  Reihe  convergent  sei. 

Vor  der  Aufstellung  der  ersten  von  den  zu  erörternden  Po- 
tenzreihen bemerken  wir,  dass,  nachdem  in  der  neueren  Ana- 
lysis die  Formulirung  mathematischer  Sätze  durch  bestimmte 
Zeichen  Eingang  gefunden  hat,  der  Fortschritt  sehr  häufig 
mit  der  Frage  zusammenhängt,  ob  ein  unter  einer  bestimmten 
Voraussetzung  abgeleiteter  Satz  noch  gültig  bleibe,  wofern  einem 
in  dem  Ausdrucke  des  Satzes  vorkommenden  Zeichen  eine  Be- 
deutung beigelegt  wird,  die  in  der  ursprünglichen  Voraussetzung 
nicht  enthalten  ist. 

In  §  46  ist  die  Enhvichelung  einer  beliebigen  positiven  gan- 
zen Potenz  eines  Binoms,  oder  der  binomische  LehrscUz  abgeleitet, 
und  später  vielfach  benutzt  worden.  Für  die  positive  ganze 
nte  Potenz  des  Binoms  {\  +z)  hat  der  binomische  Lehrsatz  die 
Gestalt 

(1)    {\+^Y=i  +  'L;,+'L(<^^}z-+... 

n(n~l)(n- 2) ..(n~g+l)   ,^  .      « 

^         r2:"3".T7r"      ^  +  • .  •  +  ^ , 

und  gilt  in  Bezug  auf  jeden  reellen  oder  complexen  Werth  der 
Grösse  e.  Die  Coefßcienten  der  auf  einander  folgenden  positi- 
ven Potenzen  der  Grösse  z  sind  unter  der  Voraussetzung,  welche 
der  Deduction  zu  Grunde   liegt,   dass   n  eine   positive   ganze 
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Zahl  sei,  gleich  positiven  ganzen  Zahlen,  wie  an  der  erwähnten 
Stelle  hervorgehoben  ist  Die  Ausdrücke  der  auf  einander  fol- 
genden Coefficienten 

(*)\     1    ^  n(n—l)        n(n— l)(n— 2)..(n— g+1) 
^^       '   1'       1.2     '    ••  1.2.3. ...g  "'•    • 

behalten  aber  auch  dann  einen  bestimmten  Sinn,  wenn  das 
Zeichen  n  die  Bedeutung  einer  beliebigen  bestimmten  reellen  Grösse 
erhält;  sie  werden  rationale  ganze  Functionen  der  Grösse  n. 
Nur  zeigt  sich  sogleich  der  Unterschied,  dass  das  Product 
n  (w  —  1 )  (n  —  2) . . .  (n  —  g  +  1),  welches  den  Zähler  ausmacht, 
für  keinen  Werth  von  n,  der  nicht  gleich  einer  positiven  ganzen 
Zahl  ist,  jemals  gleich  Null  wird,  während  dasselbe  fUr  den 
Fall,  dass  n  gleich  einer  positiven  ganzen  Zahl  ist,  verschwin- 
det, sobald  die  positive  ganze  Zahl  q  den  Werth  n4- 1  oder  irgend 
einen  Werth  annimmt,  der  grösser  als  n  +  1  ist.  Demnach 
liefern  die  Ausdrücke  (2)  eine  Reihe  von  Grössen,  die  noth- 
wendig  abbricht j  wofern  n  gleich  einer  positiven  ganaen  Zald  isty 
die  dagegen  ohne  Ende  fortschreitet,  sobald  n  nicht  gleich  einer  po- 
sitiven ganzen  2kM  ist.  Wenn  man  daher  unter  der  Voraussetzung, 
dass  n  gleich  einer  bestimmten  reellen  Grösse,  aber  nicht  gleich 
einer  positiven  ganzen  Zahl  sei,  die  Ausdrücke  (2)  zu  den  Coeffi- 
cienten der  auf  einander  folgenden  Potenzen  einer  Grösse  e 
macht,  so  entsteht  die  ins  Unendliche  fortzusetzende  Reihe 

(5)  1+^.1  ^(^— ^)r«  I        ,  n(n— l)(n--2)..(n-g+l)  y 

(6)  l+j^+     ^2      ^+-+  ^.2.3. ..g  ''+••' 

welche  die  Binomialreihe  genannt  wird. 

Newton  hat  diese  unendliche  Reihe  zuerst  angestellt  und 

erkannt,  dass  sie  zu  der  Darstellung  der  Grösse  (1+^)"  dienen 
kann.  Den  Beleg  bildet  der  Brief  Newton'%  an  Oldenburg  vom 
13.  Juni  1676,  der  in  §  19  angeführt  worden  ist.  Im  Folgenden 
wird  untersucht  werden,  wain  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
(3)  convergire,  und  für  diese  Voraussetzung  ihr  Werth  bestimmt 
werden. 

Eine  andere  fundamentale  Reihe  der  Analysis  entsteht  da- 
durch, dass  in  jedem  einzelnen  Gliede  der  Reihe  (3)  die  Grösse  z 

durch  die  Grösse  —  ersetzt,  und  statt  jedes  nunmehr  erhalte- 

n 

nen  Coefficienten  einer  Potenz   von  z  der  Grenzwerth  genom- 
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men  wird,  dem  »ich  der  bezügliche  Coefficient  für  ein  über  jedes 
Mas8  hinaus  wachsendes  n  nähert  Aus  den  auf  ei&ander  fol- 
genden Gliedern 

m   n{n-\)leY        n(n— 1)  . .  (n-g+1) /^V 
^^       n'       i.2"  \n)  '    '    "'    1.2.3...g  \n)  '  ' 

werden,   da  der  Zähler  des  numerischen  Bruches    soviel   Fac- 

toren  als  der  Potenzexponent  Einheiten  enthält,   respcctive  die 

Ausdrücke 

IA*\     f »„l  V        _»/_\        J»/  \  «       I    a 

14  }    1»     12  "  '■  1:2. 3. ...3  "• 

Hier  nähera  sich  die  Brüche    ,  -, . .     — ,   bei  denen  die 

M    n         n 

Zähler  fest  bleiben,  jedoch  jder  Nenner  n  über  jedes  Mass  hin- 
aus wächst,  der  Null,  mithin  nähern  sich  die  Zähler  der  bei  den 
Potenzen  der  Grösse  s  auftretenden  Cocfficienten  sämmtlich  der 
Einheit.  Daher  ergiebt  das  mit  den  einzelnen  Gliedern  der  un- 
endlichen Reihe  (3)  auszuführende  Veriahren  die  unendliche  Ueibe 

(5)         1+-^+--^  +  ^    _  +  ..+  ^-^-_.__+  ... 

Sie  heisst  die  Exponentialreihe.  Es  empfiehlt  sich,  die  Erör- 
terung der  Convergenz  und  die  Werthbestimmung  bei  dieser 
Reihe  früher  vorzunehmen,  als  bei  der  ßinomialreihe.  Die  Be- 
handlung wird  sich  der  Untersuchung  Abels  über  die  Binomial- 
rcihe  anschiicssen,  die  in  der  Gcsammtausgabc  seiner  Werke 
Bd.  I,  pag.  60,  und  in  Grelle  h  Journal  llir  Mathematik  Bd.  1, 
pag.  311  erschienen  ist,  und  die  über  die  Theorie  der  Reihen 
ein  neues  Licht  verbreitet  hat. 

§.  113.    üntersaohniig  der  Exponenttalrelhe. 

Es  sei  R  ein  beliebiger  bestimpiter  reeller  positiver  Werth. 
Setzt  man  in  der  zu  untersuchenden  Reihe 

die  Variable  s  gleich  R,  so  ergiebt  sich  die  Reihe 

(2)  1+:?  +  -^!+        + ^ . 

^  '  1  ^1.2^--  ^  1.2.3. ..q^  ■•'' 

deren  Summe  bei  unendlicher  Ausdehnung  nach  dem  Batee  (II) 
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des  §  106  convergirt.  Die  Glieder  der  dortigen  Reihe  (1)  ver- 
waudelu  sieb  in  die  Glieder  der  vorliegendeD^  indem  jede  der 

Grössen  e^,  «i,...  gleich  der  Einheit,  ferner  ^o  =  ^i  ^i=t> 
und  allgemein  q^  = gesetzt  wird.   Der  Quotient  -^- 

1  .  2  .  O  .  •  .  (  Q. 

bekommt  dadurch  den  Werth  ^vi ;  ^^  ^^^  ^^^  Grösse  R  fest 

angenommen  ist,  dagegen  der  Nenner  ^+1  mit  wachsender  Zahl  t 

fortdauernd  wächst,  so  nimmt  der  Werth  .7-  stets  ab,  und  nä- 

hert  sich  der  Null  als  Gratuse,  wie  gross  auch  immer  die 
Grösse  R  gewählt  sein  möge.  Weil  nun  die  im  Satze  (II)  des 
§    106    bezeichnete   Summe    convergirt,    wofern    der   Quotient 

-   sich  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grenze  nähert,  und 

weil  diese  Bedingung  bei  der  obigen  Reihe  (2)  erftUlt  ist,  so 
muss  deren  Summe  convergent  sein. 

Wenn  die  Variable  0  gleich  einer  beliebigen  bestimmten  reellen 
negativen  Grösse  —  R  genommen  wird,  kann  di^  Convergenz 
durch  die  gleichen  Schlüsse  bewiesen  werden.  Die  Zurück- 
fUhrung  auf  den  Satz  (II)  des  §  106  erfolgt  dadurch,  dass  man 
die  dortigen  Grössen  e^,  f^,..  durch  die  Gleichungen  c«  =  1j 
€,  =  —  1,  allgemein  c^  =  ( — 1)'  bestimmt.  Die  Glieder  der 
Reihe  haben  jetzt  abwechselnd  das  positive  und  das  negative 
Vorzeichen.  Nimmt  man  die  absoluten  Werthe  der  einzelnen 
Glieder,  so  geht  die  Reihe  hervor,  die  aus  (1)  durch  die  Be- 
stimmung £i  =  R  erhalten  wurde,  und  deren  Convergenz  so  eben 
festgestellt  ist.  Die  Summe  der  unendlichem  Reilhe  (1)  convergirt 
mithin  für  jeden  beliebigen  bestimmten  reellen  Werth  der  Variable 
z^  und  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Glieder 
convergirt  ebenfalls. 

Wir  substituiren  in  (1)  statt  der  Variable  z  eine  beliebige 
bestimmte  complexe  Grösse  x  +  iy,  wodurch  sich  (1)  in  die 
Reihe 

verwandelt.   Welche  bestimmten  reellen  Werthe  die  in  die  com- 
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plexe  Grösse  x  +  iy  eingebenden  reellen  Grössen  x  und  y  auch 

empfangen  mögen,  stets  muss  der  absolate  Betrag  r = ^a:*  +  y' 
eine  bestimmte  positive  Grösse  sein,  und  man  kann  deshalb 
zweifellos  eine  andere  bestimmte  positive  Grösse  12  angeben, 
welche  grösser  ist  als  die  Grösse  r.  Die  Samme  der  Reihe  (2) 
convergirt  fUr  jeden  bestimmten  positiven  Werth  jR,  mithin 
liegen  die  einzelnen  Glieder  derselben  anter  einer  festen  Grösse. 
Deshalb  sind  fUr  die  vorliegende  Reihe  (3)  die  Bedingungen 
befriedigt,  welche  der  Satz  (III)  des  §  107  vorschreibt,  und  ihre 
Summe  convergirt.  Die  Reihe  (3)  besiUi  demnach  die  ausge- 
eeichnete  Eigenschaft^  für  jeden  beliebigen  bestimmten  Werth  der 
cofnplexen  Grösse  x  +  iy  eine  convergeti^  Summe  su  haben. 

Die   auf  einander  folgenden  Glieder  der  Reihe  (3)  liefern 
die  absoluten  Beträge    1,   ^,  -^-^>  i~~o~Q»"-»    deren    Summe' 

l  +  -j-  +  /-    +  . . .  sich  von  der  Summe  (2)  dem  Wesen  nach 

nicht  unterscheidet  und  deshalb  flir  jedes  bestimmte  r  conver- 
girt. Folglich  convergirt  vermöge  einer  am  Schlüsse  des  §  107 
getnachten  Bemerkung  sowohl  der  reelle  wie  der  imaginäre  TheU 
der  Summe  (3)  auch  dann  nochy  wenn  in  jedem  derselben  statt 
der  einednen  Glieder  ihre  absoluten  Werthe  genommen  werden. 

In  §  108  ist  nachgewiesen  worden,    dass   die   daselbst   mit 
(10)  bezeichnete  Summe 

s,(x  +  iy)=b^+b,{x  +  iy)  +  b,(x  +  iyf'{-.^b^{x  +  iy)' 

bei  unendlicher  Ausdehnung  für  alle  complexen  Grössen  a;4-ty, 
(leren  absoluter  Betrag  r  kleiner  ist  als  eine  positive  Grösse  JR, 
eine  stetige  Function  von  x-¥iy  darstellt,  wofern  der  absolate 
Werth  der  sämmtlichen  Grössen 

^0»  *i  ^y  \  J^^  •  •  • 
beständig  unter  einer  gewissen  festen  Grösse  liegt.  Vorhin  hat 
sich  gezeigt,  dass  in  Bezug  auf  die  gegenwärtig  zu  discutirende 
Reihe  (1)  fUr  jede  beliebige  bestimmte  Grösse  22  diese  Bedin- 
gung erfüllt  ist.  Man  kann  also  bei  jeder  beliebigen  bestinun- 
tcn  complexen  Grösse  x-¥iy  eine  bestimmte  reelle  Grösse  22 
zu  Hülfe  nehmen,  unter  welcher  der  absolute  Betrag  r  der  Grösse 
x  +  iy  enthalten  ist.     Aus  diesem  Grunde  stdlt  die  Beihe  (3) 
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für  jeden  bestimmten  Werih  der  compleocen  Chrösse  x  +  iy  eine 
stetige  Function  der  complexen  Grösse  z+  iy  dar.  Diese  Function 
werden  wir  durch  das  Zeichen  (Pix  +  iy)  andeuten,  und  inso- 
fern die  oomplexe  Grösse  x  4-  iy  mit  e  notirt  wird,  durch  das 
Zeichen  <Z>(^). 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Reihe  (1)  findet  sich, 
sobald  man  zwei  Reihen,  bei  denen  die  Werthe  des  Arguments 
:g  beliebig  gewählt  sind,  mit  einander  mnltiplicirt.  Werden  zwei 
beliebige  bestimmte  reelle  Argumente  £f  =  x  und  e'  =  x'  ge- 
nommen, so  folgt  nach  §  109  aus  dem  vorhin  hervorgehobenen 
Umstände,  dass  für  beide  Reihen  die  absoluten  Werthe  der  ein- 
zelnen Glieder  convergente  Summen  liefern,  das  Resultat,  dass 
die  Summe  der  durch  die  Multiplication  erzeugten  Reihe  con- 
vergirt.  Wenn  zwei  beliebige  bestimmte  complexe  Argumente 
jgzrzx-^iy  und  jg'=x*  +iy'  gewählt  werden,  so  ist  nach  dem- 
selben §  aus  der  vorhin  erwiesenen  Thatsache,  dass  in  jeder 
der  beiden  Reihen  sowohl  die  Glieder  des  reellen  Theiles  wie 
auch  die  Glieder  des  imaginären  Theiles,  absolut  genommen, 
convergente  Summen  haben,  zu  schliessen,  dass  die  Summe  der 
durch  die  Multiplication  hervorgebrachten  Reihe  ebenfalls  con- 
vergirt.  Die  Gleichungen  (7)  des  §  109  geben  für  die  Glieder 
der  Reihe,  welche  durch  die  Multiplication  der  beiden  Summen 

«>(^)=i+f-f,4+...-HY:f^+... 

entsteht,  die  Ausdrücke 


1.2'"* 

.r'^         ^  x*'-'  X    .  x"^^  x'  .         x' 

+  ^     ^   ^ > ix  V    -h  .  .  .  ^     ^    ^ 7 Tx    ^    + 


1.2.3...g       1.2.3..(g— 1)  1  1.2. 3. .(3^—1)  1       1.2.3..g 

Bringt   man   die  Ausdrücke   beziehungsweise  auf  die  ge- 
meinsamen Nenner  1, 1.2,  1 .2.3, ...  so  nehmen  sie  die  Gestalt  an 

(h\  1    ^^"^^   x*^-\'2x'  X  -f-  X 

W  1,      j    ,  ij—    '•  • 

X    +  -^^       •'^+      t  o    ^       '^  +...-*- Y.v^»      +.1? 
1  1 .  ^  1 

1.2.3...(/ 


v"/  ^»         1»         t    n      »•••"lOQ        «'••*• 
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Hier  fallen  aber  die  in  den  Zähleni  betindlichen  ganzen 
Functionen  von  a  und  x'  veruiOge  des  binomischen  Lehrttatzes 
mit  den  auf  einander  folgenden  ganzen  positiven  Potenzen  des 
Aggregats  x'+x  zusammen.    Die  Summe  der  Glieder 

x+x'    (x  +  x'f  {x  +  x*Y 

1     '       1.2     '•"  1.2. 3.. .9 

ist  aber  die  Summe  der  Reihe  (1)  Ulr  das  Argument  2r=jc+ x'. 
Folglich  I)e8teht  fllr  die  Summe  (1)  oder  fllr  die  Function  0(x) 
die  Gleichung 

(7)  0  (x)  0  {x')  =  0{x-h  x'). 

Bei  zwei  beliebigen  complexen  Argumenten  ^  =  x  +  iy 
und  z*  =  x*  +  iy'  folgt  durch  die  Multiplication  der  beiden 
Reihen 

nach  den  Gleichungen  (18)  des  §  100  eine  Reihe,  deren  Glieder 
diese  sind 

(8)  1,— Y--+  -j-  ,-y;2— +  — f—  -T"   ■*'~i.2"  '••• 

Da  der  binomische  Lehrsatz  auch  die  positiven  ganzen 
Potenzen  eines  Aggregats  ausdrückt,  dessen  Bestandtheile  irgend 
welche  complcxe  Grössen  sind,  so  hat  man  fllr  die  aufeinander 
folgenden  Grössen  (8)  ebenfalls  die  Darstellung 

/Qx  .     x  +  iy'\-x*-{-iy*     (x -¥  iy  •¥  x' •\' iy'Y 

w  1,  ^         ,  --  -j  2 

Die  Summe  derselben  geht  aus  der  Summe  (3)  hervor,  in- 
dem  man  x-hiy  durch   das  Aggregat  x+  iy  +  x''{-iy'  ersetzt, 
und  deshalb  besteht  für  die  Function  (I)(x-hiy)y   welche  durch 
die  Summe  (3)  ausgedrückt  wird,  die  Gleichung 
(10)  (/) (x  +  iy)  0 {x'  +iy')  =  0{x+iy  +  x*'\' iy'). 

Das  Product  von  zwei  Wcrthm  der  Function  0(x  +  iy),  deren 
Argumente  zwei  beliebige  coniplexe  Grössen  sind,  ist  also  gleich 
demjenigen  Werthe  derselben  Function,  dessen  Argument  gleich 
der  Summe  jener  beideti  ArgumetUe  ist. 
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§  U4.    Fortsetzmiff .  Beihe  mit  reellem  Arcrnment  %v 
DarsteUunff  der  Ezponentialftinotloii. 

Die  Exponentialreihe  hat  die  evidente  Eigenschaft,  sobald 
ihr  Argument  verschwindet,  gleich  der  positiven  Einheit  zu 
werden.  Wenn  man  deshalb  in  der  Gleichung  (7)  des  vorigen 
§  die  reellen  Argumente  o;  und  o;',  und  in  der  allgemeineren  Glei- 
chung (10)  des  vorigen  §  die  compiexen  Argumente  x-^iy  und 
x'  +  iy*  so  wählt,  dass  das  betreffende  Aggregat  gleich  Null 
wird,  so  bekommt  man  die  Gleichungen 

(1)  O  {x)  0{—x)  =(D(0)=  1, 

(2)  (»(x  +  iy)  (2>('-x—iy)  =  0{O)=^l. 

Da  nun  ein  Product  von  bestinmiten  reellen  und  ein  Product 
von  bestimmten  compiexen  Grössen  not h wendig  verschwindet, 
sobald  einer  seiner  beiden  Factoren  gleich  Null  ist,  so  lehren 
die  vorstehenden  Gleichungen,  vermöge  deren  das  Product  von 
zwei  Functionen  0(js)  von  entgegengesetzten  Argumenten  stets 
gleich  der  Einheit  ist,  dass  die  Function  O  (js)  weder  für  irgend 
ein  bestimmtes  reelles  Argument  z  =  x  noch  für  irgend  ein  be- 
stimmtes complexes  Argument  z  =  X'\-iy  gleich  NuU  werden  kann. 
Für  ein  reelles  positives  Argument  x  besteht  die  unendliche 
Summe 

(3)  0(:c)  =  l  +  ^  +  ^  +  ... 

aus  lauter  positiven  Gliedern,  und  hat  deshalb  gewiss  einen 
positiven  Werth.  Weil  aber  das  Vorzeichen  von  zwei  reellen 
Grössen  dasselbe  sein  muss,  damit  das  Product  positiv  ausfalle, 
so  ist  in  Folge  der  Gleichung  (1)  die  Function  0{js)  auch  für 
jedes  reelle  negative  Argument  ^  =  —  a;  gleich  einem  positiven 
Werth  e.  Mithinnimmt  die  Function  0(z)  für  alle  redien  Werthe 
des  Arguments  z=x  nur  positive  Werthe  an. 

Die  Gleichung  (10)  des  vorigen  §  gestattet,  den  Werth  der 
Function  0{x  +  iy)  als  das  Product  von  zwei  Werthen  derselben 
Function  darzustellen,  wobei  die  eine  Function  das  reelle  Argu- 
ment X,  die  andere  Function  das  rein  imaginäre  Argument  iy 
hat,  denn  aus  (10)  folgt  allgemein  die  Gleichung 

(4)  0  (x)  0  (iy)  =0{x-\-  iy). 

Man  kann  deshalb  zu  einer  vollständigen  Werthbestimmung  der 
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Function  0(x-hiy)  gelangen,  indem  man  zaeret  den  Werth  der 
Function  fttr  reelle  Argumente,  und  dann  den  Werth  der  Fanction 
für  rein  imaginäre  Argumente  ermittelt. 

Wir  beginnen  mit  dem   ersten  Falle  und  stutzen  uns  auf 
die  Gleichung  (7)  des  vorigen  §,  die  so  lautet 
(5)  0  (x)  O  {x')  =  0>  (x  +  x"). 

Wird  KU  den  lieiden  reellen  Argumenten  Xj  x*  ein  beliebiges 
drittes  reelles  Argument  x*'  hinzugefügt,  so  folgt  durch  die  wie- 
derholte Anwendung  von  (5)  die  Gleichung 

(5*)  0  {X)    0  {X*)    0  (X")  =  0{x-\-x'-¥  X'% 

und  es  ist  klar,  dass  dieselbe  auf  jede  beliebige  l)estimnite  An- 
zahl von  gegebenen  Argumenten  aungedehnt  werden  darf.  Wenn 
insl)esondere  dieselbe  Function  0  (x)  die  Anzahl  M  von  Malen 
mit  sich  selbst  multiplicirt  wird,  so  entsteht  die  Gleichung 

(5**)  (0  {x))  ^=0  {Mx). 

Es   sei   nun  das  Argument  x  gleich  einem   beliebigen  rationalen 

fr 

Bruche      ,  der  vermöge  der  Division  der  2)ositivefi  oder  negativen 

ganjsen  Zahl  G  durch  die  positive  Zahl  M  erJudtefi  wird.  Dann 
folgt  aus  (5**)  die  Gleichung 


(*))'=»<«)■ 


(6)  y  f[;^ 

Die  Function  0{G)  wird,  sobald  G  eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  in  derselben  Weise  durch  die  Gleichung 

(7)  0(G)={0{l)f 

bestimmt.    Wenn  G   eine   negative   ganze  Zahl    ist,  so  kommt 

zunächst  die  Gleichung  f/>  (G)  =(</>(— 1))"^;  da  aber  nach  (1) 

0  (— l)  =  (0) {+ i))"^  ist,  so  gilt  die  Gleichung  (7)  auch  Itir 
die  negative  ganze  Zahl  G.  Mithin  fuhrt  in  beiden  Fällen  die 
Verbindung  von  (6)  und  (7)  zu  der  Gleichung 

(8)  1  ®K-|)  =  (<D(1))^ 


mh 


Der  Werth  0  (1),  auf  den  sich  jetzt  die  Aufmerksamkeit  richtet,  ist 
gleich  der  dem  Argument  x^=l  entsprechenden  unendlichen  Summe 

(9)  a>(i)=i  +  i  +  ^^^.  +  x:i;3  +  ... 
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and  übertrifft,  da  alle  Glieder  positiv  sind,  offenbar  den  Wertb 
der  Zabl  Zwei.    Derselbe  wird  meistens  mit  dem  Buchstaben  e 
bezeichnet    Die  numerische  Berechnung  ergiebt  den  Werth 
(10)  ö)  (1)  =  6  =  2,71828182845904523536028  . . . 

Die  Gleichung  (8)  sagt  aus,  dass  die  Grösse  Q>{—\welche 

einen  positiven  Werth  haben  rmiss,   weil  nach   dem  Obigen  0(x) 

« 

für  jedes  reelle  Argument  einen  positiven  Werth  annimmt,  eine 
Wurzel  der  reinen  Gleichung  des  Mten  Grades 

(11)  „*=(a)(i/ 

istj  deren  rechte  Seite  ebenfalls  einen  positiven  Werth  hat.  Eine 
solche  Gleichung  hat  nach  g  29  immer  nur  eine  einzige  positive 

Wurzel.    Folglich  ist  die  Grösse  (/>i^|  als  die  einzige  positive 

Wurzel  der  Gleichung  (11)  vollständig  bestimmt,  und  wird  ver- 
mittelst des  in  §  19  eingeführten  Gebrauches  der  gebrochenen 
Potenzexponenten  folgendcrmassen  als  eine  Potenz  der  positiven, 
die  Einheit  übertreffenden  Basis  (^(l)  =  e  ausgedrückt 


G 


(12)  <»(-)=  (<0(l))*'. 

Nachdem  auf  diese  Weise  der  Werth  der  Function  0{x) 
ftlr  jeden  rationalen  Werth  des  Arguments  x  gefunden  ist,  er- 
giebt sich  die  Bestitnnmng  des  Werthes  der  Function  fttr  ein 
beliebiges  irrationales  Argument  x  mit  Hülfe  des  Begriffes  der 
Stetigkeit,  Die  Function  0{x)  ist  eufolge  des  vorigen  §  für  jeden 
reellen  Werth  des  Arguments  x  eine  stetige  Function  des  Argu- 
ments X,  das  heisst,  der  numerische  Werth  der  Differenz  zweier 
Werthe  der  Function  (D  (a;  4-  A)  —  Ö)  {x)  wird  bei  abnehmendem 

• 

h  beliebig  klein.    Nun  kann  nach  §  20,  indem  x  an  die  Stelle 

G 

des  Zeichens  G,  und  ^^  an  die  Stelle  eines  Bruches  aus  der 

M 

Reihe  /,  /'•••  tritt,  fttr  einen  bestimmten  irrationalen  Werth 

G 
X  stets  ein  rationaler  Bruch  -^  angegeben  werden,  für  welchen 

die  Differenz  x  — =rz:  numerisch  beliebig  klein  ausfällt.  Alsdann 

m 

muss  aus  dem  angeilihrten  Grunde  die  Differenz  <P  (a:)  —  ^(lif) 
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ebenfalls  numeriseh  l)eliebig  klein  sein.  Ferner  erinnern  wir  uns 
der  Art  nnd  Weise,  wie  in  §  100  die  ExponentialfnnetioD  von 
der  )>eliel)igen  positiven  Basis  C  definirt  worden  ist.  An  die 
Stelle  von  C  komme  jetzt  die  in  (10)  angegebene  positive,  die 
Einheit  Übertreffende  Hasis  (I){l)  =  e.  I^e  in  §  100  angestellte 
und  in  g  101   fortgesetzte  Betraehtnng  zeigt  alsdann,   dass  für 

G 

einen  beliebig  kleinen  namerischen  Werth  der  Differenz  x  —     ■ 

a 

die  Differenz  (<&(1))'  — (<i^(l))  ,  ftlr  einen  beliebig  kleinen  nu- 
merischen Werth  der  zwischen  irgend  zwei  bestimmten  Grrissen 

x,  und  X  genommenen  Differenz  die  Differenz  (0  (1))'' —  {O  (1))' 
numerisch  beliebig  klein   werden  muss.    Hiemit  ist  die  That- 

sache  ausgesprochen,  dass  die  Exponentialfunctlon  {0(\))'  für 
jeden  Werth  des  reellen  Arguments  x  eine  st^dige  Function  des 
Arguments  x  ist.    Da  also   bei  einer  fortgesetzten  Annäherung 

des  Bruches  ^  an  die  bestimmte  irrationale  Grösse  x  die  linke 

Seite  der  Gleichung  (12)  von  dem  Wcrthe  der  Function  0{x\ 
und   zugleich   die   rechte  Seite   derselben  Gleichung    von    dem 

Werthe  der  Exponentialfunction  e'  beliebig  wenig  aliweicht,  so 
entsteht  die  für  jeden  bestimmten  reellen  rationalen  oder  irratio- 
nalen Werth  von  x  gtiltige  Gleichung 

(13)  0{x)  =  e\ 

Ihirch  die  sm  unterfti$chrfide  Jicilie  wird  datier  hei  einem  beliebigen 

reellen  Argument  x  die  Exponentidifunetion  ef  dargestellt 

Die  Hasis  einer  Ex])onentialfunction  bildet,  sobald  man  zu 
der  zugehörigen  umgekehrten  Function  tthergeht,  die  Basis  des 
betretenden  Logarithmensystems.  Die  Logarithmen,  welche  durch 
die  Gleichungen 

(15)  tt  =  c'^,  a;=logw 

definirt  sind,  führen  den  Namen  der  natürlieJwn  Tjogarithmen, 
Mit  Rücksicht  hierauf  pflegt  man  die  Constante  e  als  die  Baids 
des  natürlichen  Logarifhmefisystents  zu  bezeichnen. 
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§  115.  Fortsetzung^.  Reihe  mit  rein  imagin&rem  Argument 
zur  Darstellung  der  trigonometrisolien  Functionen  Sinus  und 

Cosinus. 

Ein  rein  imaginäres  Argument  iy  ist  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Argument  — iy  conjngirt  DA  nun  die  ungeraden  Po- 
tenzen der  imaginären  Einheiten  -f  ♦  und  —  t  einander  entgegen- 
gesetzt, die  geraden  Potenzen  einander  gleich  sind,  so  ist  der 
Werth  der  Function 

mit  dem  Werthe  der  Function 

in  Bezug  auf  den  reellen  Theil  A  gleich,  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Theil  iB  gleich  und  entgegengesetzt,  folglich  0  (iy) 
=  -4  + 1 JB  mit  0(—iy)  =  A'—iB  ebenfalls  conjugirt. 

Die  Gleichung  (2)  des  vorigen  §  geht  ftir  ein  rein  imagi- 
näres Argument  in  die  Gleichung 
(3)  0(iy)  a>(-ty)  =  l 

über  üYid  zeigt  daher,  dass  das  Product  (A  +  iB)  (A—iB),  das 
heisst,  die  Summe  der  Quadrate  des  reellen  Theiles  und  des  von 
dem  Factor  i  befreiten  imaginären  Theiles^  oder  die  Norm  der 
complexen  Grösse  0  (iy)  gleich  der  positiven  FAnlieit  ist. 

Die  Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  bei  der  Func- 
tion 0{iy)  wird  durch  die  Gleichung 

(4)  *(*»=i-iT  +  d^:4+-  +  »(s'-TX3+--) 

dargestellt,  so  dass  der  reelle  Theil  nur  die  geraden,  der  ima- 
ginäre Theil  nur  die  ungeraden  Potenzen  der  Grösse  y  enthält. 
Jede  complexe  Grösse  A-\-iB  kann  in  die  Gestalt  P (cos Ö  +  i sin  6) 

gesetzt  werden,  wo  P  den  absoluten  Betrag  ]/A*  +  B^  bedeu- 
tet, und  der  Winkel  ö  innerhalb  einer  Kreisperipherie  vollstän- 
dig bestimmt  ist.  Aus  dem  Umstände,  dass  bei  der  Function 
0(iy)=iA+iB  die  Norm  -4'4-JB",  und  deshalb  auch  der  ab- 
solute Betrag  VA^-^B"^  den  Werth  der  positiven  Einheit  hat, 
folgt  demnach  die  Gleichung 
(5)  0  {iy)  =  cos  ö  -*-  f  sin  ö. 
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Es  bleibt  also  zn  ermitteln,  auf  welche  Weise  der  Winkel 
ti  von  der  reellen  Grösse  y  abhängt. 

Die  Gleichung  (10)   des  §  113   bringt  fllr  zwei   beliebige 
Argumente  iy  und  iy*  die  Gleichung 
(6)  0(iy)(i^{iy')  =  Oiiy\'iy')  ^ 

hervor,  welche,  auf  das  Product  von  Jlf  gleich  0{iy)  genom- 
menen Factoren  angewendet,  zu  der  Gleichung 

(6*)  ((P{iy))''=(I>{iMy) 

führt.    Wir  betrachten  nun  wieder  die  Voraussetzung,  dass  das 

Argument  y  gleich  einem  Bruche  -^  sei,  dessen   Zähler  H  eine 

Jn. 

positive  oder  negative  ganze  Zähl,  und  dessen  Nenner  M  eine 
ganze  Zahl  M  ist.  Der  Nenner  M  wird  ausserdem  später  der 
Beschränkung  unterworfen  werden ,  kleiner  zu  sein  als  eine  im- 
merhin grosse  aber  bestimmt  gewählte  ganze  ZaJd  N.  Wie  weit 
sich  nun  auch  die  bis  zu  der  gegebenen  Zahl  N  fortgesetzte 
Reihe  der  Zahlen  1,  2, . . .  N —  l  erstrecke,  immer  kann  nach 
§  9  die  kleinste  ganze  Zahl  bestimmt  werden ,  in  welche  diese 
sämmtlichen  Zahlen  aufgehen,  oder  das  kleinste  gemdnschafÜiche 
Vielfache  derselben^  und  diese  Zahl  werde  il  genannt.  Zugleich 
leuchtet  es  ein,  dass,  wenn  der  Zahl  N  nach  und  nach  immer 
grössere  Werthc  beigelegt  werden,  fl  ebenfalls  grösser  wird. 
Wir  ersetzen   in   der  Gleichung  (6*)   die   ganze  Zahl  M  durch 

die  Zahl  ii  und  die  Grösse  y  durch  den  Bruch  -^,  so  dass  die 

Gleichung 

entspringt.  Für  den  Werth  (ü{i)  darf  vermJJge  der  Gleichung 
(5)  mit  einem  innerhalb  einer  Kreisperipherie  bestimmten  Winkel 
(T,  der  Ausdruck 

(8)  0  (♦)  =  cos  a,  +  i  sin  a, 
gebildet  werden. 

Offenbar  hat  die  Gleichung  (7)  den  Inhalt,  dass  die  Grösse 

^\Y})  ^^^  Wurzel  der  reinen  Gleichung  des  Siten  Grades 

(9)  V    =0{i)  =  cos  CF,  +  i  sin  o^ 
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ist.  Eine  solche  Gleichung  ist  in  §  33  behandelt  worden,  und 
es  ist  daselbst  nachgewiesen,  dass  sie  ii  von  einander  verschie- 
dene Wurzeln  hat,  welche,  da  die  Grösse  cos  a^  +  <  sin  a^  den 
absoluten  Betrag  Eins  besitzt,  durch  die  Formel 

(10)  cos  -*-^ h  %  sm  -^— ^ — 

dargestellt  werden;  für  k  ist  successive  eine  der  ganzen  Zahlen 

0,  1,  2,...  fl— 1  zu  setzen.    Die  Grösse  <^(^)  ist  vermöge 

ihrer  Definition  durch  die  Reihe  (4)  vollständig  bestimmt  und 
kann  deshalb  nur  einer  einzigen  unter  den  ii  Wurzeln  gleich 
sein.  Für  diese  empfängt  die  ganze  Zahl  k  einen  eindeutig 
bestimmten  Werth,  und  mit  diesem  Werthe  von  k  werde  die 
Gleichung 

(11)  ff,  +  2Ä;7r  =  (y 

formulirt.  Dann  ist  cos  a,  + 1  sin  ex,  auch  gleich  cos  a+i  sin  a, 
und  es  gelten  die  Gleichungen 

(12)  O (f)  =  cos  a  +  %  sin  a,  ^\-fA  =  cos ^  + 1  sin  ^. 

Aus  der  zweiten  derselben  kann  jetzt  der  Werth  der  Function 
CD  {iy)  ftir  jedes  Argument,    bei   dem  y  gleich  dem  rationalen 

TW 

Bruche  —  und  die  Zahl  M<  N  ist,  durch  Erhebung  auf  eine 

positive  ganze  Potenz  abgeleitet  werden.  Nach  der  ftir  die 
ganze  Zahl  Sl  gegebenen  Definition  geht  die  ganze  Zahl  M  in 
Sl  auf,  das  heisst,  es  giebt  eine  ganze  Zahl  M'^  mittelst  welcher 
MM'=ii  ist.  Wenn  Heine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ergiebt 
die  Erhebung   auf  die  Potenz  von   dem  Exponenten  HM*  bei 

der  Function  ©(-^j  nach  (6*)  die  Function  ^(»^)=  <^(»^\ 

und  bei  dem  Ausdrucke  cos  ^  +  i  sin  ^  vermöge  seiner  Grund- 
eigenschaft das  Resultat 

nw     .   .       EM'  E     .  .       U 

cos  a  —ri- 4-t  sm  o  -7=^-  =  cos  a  -^4-i  sm  a  -^y. 

Si  1£  M  m 

Wenn  H  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  ist  zuerst  eine  Er- 
hebung auf  die  positive  ganze  Potenz  von  dem  Exponenten 
—  II M*  vorzunehmen,  und  dann  die  aus  (3)  folgende  Gleichung 

Lipaehits,  Aiudyiis.  36 
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/      II  ^  .  .   H\(     H     .  ,   n\ 


1 


KU  verbinden.    So  erhält  man  für  beide  Fälle  die  Gleichung 

/.ox  ,Ji-B\  an  ,    .  .    aH 

(13)  ö>(3^)  =  co8-^+.8in^. 

Die  Bestimmung  der  Grösse  a  ist  aus  der  Betrachtung  der 
Reihe  (4)  zu  schöpfen.  Wird  von  0{iy)  die  Einheit  subtrahirt, 
so  lässt  sich  y  als  Factor  herausziehen,  und  es  entsteht  die 
Gleichung 

(14)  a>(iy)-l=,(-^-  +  ^-J^^:p...) 

wo  die  in  den  Klammern  befindlichen  unendlichen  Reihen  nach 
den  entwickelten  Regeln  noch  conyergent  sind.    Die  erste  der- 

selben  —  :p  —  +  —  o~^— r "+  •  •  •  nähert  sich ,  sobald  der  Werth  y 
numerisch  gegen  die  Null  abnimmt,  der  Null,  die  zweite 
1  —  /o  —•  •  nnter  derselben  Voraussetzung  der  Einheit.  Mithin 
gilt  für  ein  numerisch  gegen  die  Null  abnehmendes  y  das  Re- 
sultat, dass  der  Quotient  — in   seinem   reellen   Theile 

y 

die  Null,  in  seinem  imaginären  Theile  das  Product  von  i  in 
die  positive  Eiuheit  zur  Grenze  hat,  oder  in  Zeichen  die  Gleichung 

(15)  hm        ^ =  ». 

y 

Es  hat  sich  aber  in  §  103  ergeben,  dass  flir  einen   unter 

71 

liegenden  positiven  Werth  y  die  dort  mit  (7)  bezeichnete  Un- 
gleichheit 

^      ^       sin« 

V  1  —  Bury 

besteht,  und  aus  derselben  folgt,  dass  der  Quotient  --  stets 
zwischen  der  Einheit  und  dem  Werthe  l/l— sin'y  Hegt,  mithin 
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für  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  positiven  Werth  y 
die  Einheit  zur  Grenze  bat.  Dieses  Resultat  ist  auch  für 
einen  numerisch  abnehmenden  negativen  Werth  y  gültig,  da 
sin  ( —  y)=  —  sin  y  ist  Die  Function  cos  y  nähert  sich  bei 
einem  numerisch  gegen  die  Null  abnehmenden  Werthe  y  der 
Einheit,  und  zwar  so,  dass  der  Quotient 

cosy — 1 sin' y        siny       siny 

y  y(co8y+l)  y     cosy  +  l 

Bin  ii 

die  Null  zur  Grenze  hat,  da  der  Factor      —  gegen  die  Einheit, 

der  Factor 7—  gegen  die  Null  convergirt.     Mithin  nähert 

cosy+  1  °  *=* 

sich  der  Quotient  — ^— ^^ bei  numerisch  abnehmendem 

y 

y  in  seinem  reellen  Theile  der  Null,  in  seinem  imaginären 
Theile  dem  Producte  von  i  in  die  positive  Einheit,  und  es  ist 
(16)  ^^coBy  +  isiny-l^. 

y 

Da  nun  die  Zahl  ii,   sobald   die  Zahl  N  fortdauernd  zu- 
nimmt, nach  und  nach  immer  grössere  Werthe  erhält,  so  bekommt 

in  Folge  dessen  der  Bruch  ^  immer  kleinere  Werthe,  und  für 

solche  Werthe  muss  sich,  wie  der  Anblick  von  (14)  gelehrt  hat, 

der  reelle  Theil  der  Function  <^  (<j)  der  Einheit,  der  imaginäre 

der  Null  nähern.  Die  zweite  Gleichung  (12)  ^(  A)=c^'*ö+*8^°  o 
liefert  also  fllr  das  Argument  g  die  Forderung,  dass  der  Cosi- 
nus desselben  sich  der  Einheit,  der  Sinus  desselben  der  Null 
zu  nähern  habe,   und  dieser  Forderung  wird   gentigt,    indem 

das  Argument  ^    selbst   numerisch  kleiner   und   kleiner  wird* 

Wendet  man  auf  das  abnehmende  Argument  jz  die  Gleichung 

(16)  an,  so  kommt 

a         .    a 
GOß  ^  -4- « sm  ^  —  ^ 

(17)  li„_JL__«._  =  i. 
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Setzt  man  dagegen  in  (15)  statt  y  den  Werth  ^ ,  nnd  statt 

</>l~|  die  der  Function  gleiche  Grösse  cos  o  "*"•  sin^,  so  er- 
giebt  sich 

(18)  lim  — == ^— ^= =  i. 


Si 


Der  Quotient,  der  auf  der  linken  Seite  von  (17)  steht,  geht 
aber  durch  Multiplication  mit  der  Grösse  a  in  den  Quotienten 
über,  welcher  sich  auf  der  linken  Seite  von  (18)  befindet,  die 
rechte  Seite  von  (17)  ist  der  rechten  Seite  von  (18)  gleich,  folg- 
lich kann  der  Werth  der  Grösse  ö  für  ein  hinreichend  grosses 
ß  von  der  positiven  Einheit  nur  um  beliebig  wenig  abweichen, 
und  dcJier  hat  für  einen  wachsenden  Werth  vofi  il  die  gesucJdc 
Grösse  a  den  Werth  der  positiven  Einheit.  Die  Gleichung  (13) 
verwandelt  sich  hierdurch  in  die  Gleichung 

(19)  a,^_j  =  cos-4..sin-, 

so  dass  der  Werth  der  Function  0{iy)  für  jeden  Werth  y=^. 

Ja. 

bestimmt  ist,  bei  dem  der  Nenner  M  unter  der  Zahl  N  liegt. 
Man  sieht  aber,  dass,  da  der  Zahl  N  nach  und  nach  immer 
grössere  Wcrthc  beigelegt  worden  sind,  die  der  Zahl  M  auf- 
erlegte Beschränkung  keinen  Einfluss  mehr  ausübt. 

Aus  der  Gleichung  (19)  folgt  die  Bestimmung  der  Function 
(i^{iy)  für  einen  beliebigen  bestimmten  Werth  y  durch  eben 
solche  Betrachtungen,  durch  welche  aus  der  Gleichung  (12)  des 
vorigen  §  die  dortige  Gleichung  (13)  deducirt  ist.  Die  in  §  113 
erwiesene  Stetigkeit  der  Function  0{x+iy)  in  Bezug  auf  das 
Argument  x  +  iy  schliesst  in  sich,  dass  die  Function  CP(»y)  in 
ihrem  reellen  und  imaginären  Theile  eine  stetige  Function  der 
Grösse  y  ist  Ferner  wurde  in  §  103  gezeigt,  dass  für  die  trigo- 
nometrischen Functionen  Cosinus  und  Sinus  der  numerische 
Werth  der  Differenz  cos  (y  -hk)  —  cos  y  und  der  Differenz 
sin  (y  +  Je)  -—  sin  f/,  sobald  die  Grösse  k  gegen  die  Null  abnimmt, 
beliebig  klein  wird.    Demnach  ist  die  Function  cos  y  eine  stetige 
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Function  des  Arguments  y  und  die  Function  sin  y  eine  stetige 
Function  des  Arguments  y.  Daher  bleibt  die  Gleichung  (19) 
noch  gültig,  sobald  in  beide  Seiten  derselben  statt  des  ratio- 
nalen Braches       eine  beliebige  bestimmte  Grösse  y  gesetzt  wird, 

und  dadurch  entsteht  die  Gleichung 

(20)  <J>  {iy)  =  cosy  +  i  siny. 

Vermittelst  der  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  ge-  • 
winnen  wir  also   jswei  Reihen^  welche  beziehungsweise   die  trigo- 
nometrischen Functionen  cos  y  und  sin  y  für  jedes  beliebige  Ar- 
gument y  ausdrücken,  nämlich 


(21) 


co8y  =  l-/^+.j^-+... 


y*     ,        »* 


«'"»^y-rXs +17273X6  ■'••• 


§116.    Fortsetsang.    Werihbeiümmang  der  Exponentialrelhe 

mit  beliebterem  oomplexem  Arsrament. 

Die  Werthbestimmung  der  Function  (J^x  +  iy)  mit  belie- 
bigem complexem  Argument  ergiebt  sich  aus  der  flir  diesen 
Zweck  gebildeten  Gleichung  (4)  des  §  114,  der  Gleichung 

(1)  (D(x)  0{iy)  =  0{x^iyy 
Nach  der  Gleichung  (13)  desselben  §  ist 

0(^x)=e\ 
ferner  nach  der  Gleichung  (20)  des  vorigen  § 

Q)  [iy)  =  cos  y  +  i  sin  y, 
deshalb   kommt    fttr   die  Function  0{x-¥iy)  der   in  Bezug  auf 
jedes  bestimmte  complexe  Argument  x  +  iy  geltende  At4sdruck 

(2)  0{x  +  iy)  =  e*  (cos  y  +  i  sin  y), 

Iliemit  ist  die  Wertlibestimmung  der  Exponentialreihe,  die 
für  jedes  bestimmte  complexe  Argument  convergirt^ 

vollendet. 

Die  angestellte  Untersuchung  hat  uns  Reihen  kennen  gelehrt, 

welche  dazu  dienen,  die  Exponentidifunctioyi  e'^  di^  trigonome- 
trische Function  cos  y  und  die  trigonometrische  Function  sin  y 
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für  jedes  gegebene  Argument  canvergirend  dareustdlen.  Aach  kann 
man  das  gefundene  allgemeine  Ergebniss  so  ansdiücken,  dass 
die  mit  einem  beliebigen  Paar  von  Werthen  x  und  y  gebildete 

Verbindung  e'  (eos  y  +  i  sin  v)  darch  die  Reihe 

dargestellt  wird,  indem  statt  des  Arguments  e  die  complexe 
Grösse  x  +  iy  snbstitnirt  wird.  Hierauf  gründet  sich  die  im 
Gebrauch  stehende  Bezeichnung 

(3)  c'  (cos  y  4-  i  siny)  =  c'"*"», 
welche  die  Bezeichnung 

(4)  cosy  +  t  siny  =  c*'' 
in  sich  schliesst. 

Die  Verbindung  e'  (cos  y  4-  i  sin  y)  =  c'"*"*'  ist  mit  der  Ver- 
bindung c'  (cosy — isiny)=e'""**  conjugirt,  und  da  die  Grösse 

e'  nur  positive  Werthe  annehmen -kann,  so  stellt  sie  den  abso- 
luten Betrag  von  jeder  der  beiden  genannten  Verbindungen  dar. 
Hieraus  folgt,  dass  für  jede  gegebene  complexe  Grösse  t-^-iu 
die  reellen  Grössen  x  und  y  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  die 
Gleichung 

(5)  ^  -f  IM  =  e'  (cosy  + 1  sin  y) 

erftlllt  wird.  Der  absolute  Werth  }/v  +  m*  muss  dem»  Factor  c' 
gleich  werden.  Nach  §  102  ist  dies  immer  und  zwar  nur  auf  eine 
einzige  Weise  möglich,  da  bei  einer  gegebenen  Basis  zu  jeder 
reellen  positiven  Grösse  ein  und  nur  ein  Logarithmus  gehört 
Die  Basis  wird  gegenwärtig  durch  die  Constante  e  vertreten, 
der  betreffende  Logarithmus  heisst,  wie  schon  erwähnt',  der  na- 
türliche Logarithmus  und  bestimmt  die  reelle  Grösse  x  eindeatig, 
wie  folgt, 

(6)  X  =  log  Vt^  +  u». 

Für  die  reelle  Grösse  y  hat  man   die   beiden   stets  mög- 
lichen Gleichungen 

(7)  cos  y  =  -->^ >  sin  y  =  --.- r-, 

welchen,  nachdem  ein  Werth  genügender  y  gefunden  ist,  alle 
Grössen  und  nur  die  Grössen  genügen,   welche  in  der  Formel 
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(8)  y  +  2Tcn 

enthalten  sind,   in  der  k  jede  beliebige  poisitive  oder  negative 

ganze  Zahl  bedeutet. 

§  117.    Untersnohiuiff  der  Blnomlalrellie. 

Die  in  §  112  definirte  Binoniialreihe 

(1)  l  +  %  +  !Lf^),.  +  ..+'L(!?^±)i«32).:(«-?+0 

1  1.^  l.^.(5....(^ 

bei  der  n  gleich  einer  beliebigen  bestimmten  reellen  Grösse  sein 
soll,  lässt  sich,  wenn  statt  e  eine  complcxe  Grösse  a;H-ty  substituirt, 
und  dieselbe  wie  in  (15)  des  §  107  in  die  Gestalt  r  (cos  i//+i  sin  tp) 
gesetzt  wird,  folgendermassen  in  einen  reellen  und  einen  ima- 
ginären Tbeil  zerlegen 

(2)  l+^rcos^z-f  ^^''T^V>co82i/;  +  ... 

1  1  •« 

.     n{n — l)...(n  —  g+l)     q  ,    , 

+  1.2.3..,--—"^  co«gV  +  ... 


*l~r^8^i^^H — ^ — ^r'sin2i//  +  .. . 


.    nln — l)...(n — ^+1)    q   >        ,    .        \ 

Die  Coefiicienten  -r-,  — ^-^    ,  •  •  •   hal>en   die  Beschaffen- 

1         1  •  J 

heit,  dass  jeder  aus  dem  Vorhergehenden   durch  Hinzufügung 
eines  Factors  entsteht.    Der  letzte  Factor  bei  dem  mit  z''  multi- 

plicirten  Gliede  ist  - — =— li  —  ^ J  und  wird  daher, 

sobald  der  Fall  eines  positiven  ganzzahligen  n  ausgeschlossen 
bleibt,  fUr  hinreichend  grosse  Werthe  der  Zahl  q  stets  negativ, 

n    n(n —  1) 

T'      r2 

einem  gewissen  Gliede  ab  fortwährend  abwechselnde  Vorzeichen 
haben  müssen. 

Die  Convergenz  des  reellen  und  des  imaginären  Tbeiles 
von  (2)  kann  mittelst  der  Sätze  (I)  und  (II)  des  §  106  beurtheilt 
werden,  indem  man  in  beiden  Fällen  statt  der  dort  mit  q^j  q^,  ^„ . . 
bezeichneten  reellen  positiven  Grössen  die  Producte  der  aufein- 
ander folgenden  Potenzen  der  positiven  Grösse  r  und  der  ab- 


weshalb  die  Vorzeichen  der  Coefficienten  — ,      \  ^    , . . .    von 
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soluten  Werthe  der  zugeordneten  Goefficienten  ^,  ^  .  ^    ,  •  •  • 

substitnirt.  Die  dort  mit  e^,  €^y  £,, ..  bezeichneten  Grössen 
werden  dann  in  dem  Falle  des  reellen  Theiles  durch  die  mit 
der  positiven  oder  negativen  Einheit  multiplicirtcn  Grössen 
1,  cos  xp,  cos  2i/;, . .,  in  dem  Falle  des  imaginären  Theiles  durch 
die  mit  der  positiven  oder  negativen  Einheit  multiplicirtcn 
Grössen  sin  ipj  sin  2 1//, . .  vertreten.  Sowohl  die  einen  wie  die 
andern  haben  die  in  dem  Satze  (I)  des  §  106  erwähnte  Eigen- 
schaft, dass  sie  sich  für  einen  wachsenden  Zeiger  nicht  der  Null 
nähern.      Der   mit   der  ganzen  Zahl  t  zu   bildende  Quotient 

-^—   ist  hier  gleich  dem   absoluten  Werthe   des   Quotienten 
bei  der  Division  des  Gliedes     ^  ,  ^  J '  ^  ? T^        •"'*'  durch 

das  Glied  ^^ — To  «  ~l ^*''»  welcher   letztere  gleich  dem 

für    ein    hinreichend    grosses   t  negativen  Ausdrucke  r 

wird.    Demnach  ist  der  Quotient  --"*'^  =(l — ^,  .  ^]r  und 

vergirt  bei  einer  stets  wachsenden  Zahl  t,  da  1  — — — —  sich  der 

Einheit  nähert,  gegen  die  Grenze  r.  Je  nachdem  die  Grösse  r 
über  der  Einheit  oder  unter  der  Einheit  liegt,  sind  daher  die 
Bedingungen  des  Satzes  (I)  oder  des  Satzes  (II)  des  §  106  er- 
füllt. Folglich  convergirt  sowohl  der  reelle  wie  der  imaginäre 
T/ieil  der  Binomialreihe  (2),  so  lange  der  dbsohäe  Betrag  r  der 
compUxen  Grösse  x-hiy  unter  der  Einheit  liegt,  und  es  convergirt 
weder  der  reelle  nach  der  imaginäre  TheU  derselben  Reihe,  so 
lange  der  absolute  Betrag  r  der  compleocen  Grösse  x+iy  über  der 
Einheit  liegt.  Aus  einer  gegen  das  Ende  des  §  106  gemachten 
Bemerkung  ergiebt  sich  femer,  dass,  wofern  r<l  ist,  sowohl  der 
reelle  une  auch  der  imaginäre  Theil  von  (2)  auch  dann  noch  con- 
vcrgente  Summen  liefern,  wenn  statt  der  einzelnen  Glieder  die  ab- 
soluten Werthe  derselben  gesetzt  werden.  Der  Beweis  beruht 
darauf,  dass  die  aus  den  absoluten  Werthen  der  Grössen 

(3)  1    ^r  !Lf!LzL)y» 

^  ^  '  r'      1.2      ^' 


con- 


.  • . 
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gebildete  unendlicJie  Summe,  wenn  r  einen  ufUer  der  Einheit  lie- 
genden positiven  Werth  erhält,  converyent  ist.  Wie  es  sich  mit 
der  Convergenz  des  reellen  und  des  imagiDären  Theiles  von  (2) 
anter  der  Voraussetzung  verhalte,  dass  der  absolute  Betrag  r 
der  Grösse  x-\-iy  gleich  der  Einheit  ist,  bleibt  vorläufig  unent- 
schieden, und  muss  später  erörtert  werden. 

Eine  im  §  113  angewendete  Erörterung  des  §  108  lehrt, 
dass  vermöge  der  so  eben  erwähnten  Eigenschaft  der  Grösse  (3) 
die  Binomialreihe  für  jedes  Argument  x-^-iy,  dessen  Betrag  r 
kleiner  als  die  Einheit  ist,  eine  stetige  Function  von  x-\-iy  aus- 
drückt. Die  Binomialreihe  gehört  aber  auch  zu  derjenigen  Gat- 
tung von  Reihen,  die  in  §  108  unter  (16)  dargestellt  ist.  Durch 
die  Substitution  e=X'^iy  erhält  die  Binomialreihe  die  Gestalt 

(4)  lH-^(:c+<j^)+!L(5^)(^+iy^^ 

Ihre  Coefficienten  sind,  wie  schon  in  §  112  bemerkt  wor- 
den, rationale  game  Functionen  der  Grösse  w,  und  weil  jede 
rationale  ganze  Function  einer  variabeln  Grösse  eine  stetige 
Function  derselben  ist,  stetige  Functionen  der  Grösse  n.  Die 
Reihe  (4)  ist  ferner  so  beschaffen,  dass  die  absoluten  Werthe 
der  vorhin  unter  (3)  angeführten  Grössen,  sobald  r<\  ist,  für 
jedes  gegebene  n  eine  convergente  Summe  bilden,  und  daher 
auch  unter  einer  festen  Grösse  bleiben,  wofern  nur  von  vorne 
herein  bestimmt  wird,  bis  zu  wie  grossen  numerischen  Werthen 
die  Grösse  n  erstreckt  werden  soll.  Demnach  erfüllt  die  Reihe 
(4)  alle  in  §  108  der  dortigen  Reihe  (16)  auferlegten  Bedingun- 
gen, und  hat  vermöge  des  daselbst  bewiesenen  Satzes  'die  Eigen- 
schaft, dass  ihr  reeller  und  ihr  imaginärer  Theü,  so  lange  r<l 
ist^  stetige  Functionen  der  reeUen  Variable  n  sind. 

Wir  führen  jetzt  für  die  convergente  Summe  der  Binomial- 
reihe das  Zeichen  F(x-hiy,n)  ein,  und  hczeicimon  die  Coeffi- 
cienten folgendermassen 


(5)      l  =  l.^=(«),^i>=(«).... 


n  jn—l)  . .  (n—q^\)      /  ^,. 

1.2.  3...  7  N''  '    • 


dann  ist 
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+  (7)(^+iy/+... 

Es  möge  mit  demselben  Wertbe  x+iy  und  einem  andern 
reellen  Werthe  »'  die  Fanetion  F(x+iy,n*)  gebildet  werden. 
Bei  beiden  Functionen  convergiren  die  aus  den  absoluten  Werthen 
der  Glieder  des  reellen  Theiles  wie  auch  die  aus  den  absoluten 
Werthen  der  Glieder  des  imaginären  Theiles  bestehenden  Sum- 
men, mithin  ergiebt  die  nach  den  Vorschriften  des  §  109  ausge- 
ftlhrte  Multiplication  der  beiden  Reihe  eine  convergente  Reihe, 
deren  Werth  gleich  dem  Product  der  Werthe  der  beiden  multi- 
plicirten  Reihen  ist.  Die  Glieder  der  durch  Multiplication  her- 
vorgehenden Reihe  werden  vermöge  der  Gleichungei^  (18)  des 
§  109  diese 

C^)    h  (W  +  (\0)  (^+iy),  (W  + W  (?)+(?))(^+»y)%  •• 

Nun  erwäge  man,  dass  dieselben  Glieder  auch  in  dem 
Falle  erscheinen;  dass  n  und  n'  irgend  ein  Paar  positive  ganze 
Zahlen  bedeuten,  und  dass  unter  dieser  Voraussetzung 

F{x-\'iy,  n)=(l+X'\-iyf,  F{X'\-iyyn*)  =  {l+x+iyY 
ist  und  die  Gleichung 

(8)  (i+^+iy)"  (i+a^+ty)"  ^Cl+aj+t»""^"' 

besteht.  Die  rechte  Seite  ist  aber  gleich  der  Function  F{x + ty, » + n') 
oder  der  Summe  der  Glieder 

(9)  !,('*  +  ~')  (x  -f  i  y\  (~  Y)  {X  +  iyy... 

Die  Summe  der  Glieder  (7)  und  die  vorliegende  Summe 
sind  jetzt  rationale  ganze  Functionen  der  variabeln  Grösse  x-\-iy 
von  dem  Grade  n  -f  n*  und  können  einander  für  unbestimmte 
Werthe  der  Variable  nach  Satz  (1)  des  §  44  nur  dann  gleich 
sein,  wenn  die  Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  der  Va- 
riable einander  gleich  sind.  Mithin  bestehen  für  jede$  Paar  von 
positiven  ganzen  Zahlen  n  und  n'  die  Gleichungen 

(:?)+(A)w+ww+-+(?)(A;)+(?)=(n'*'). 

Nun  befinden  sich  auf  den  beiden  Seiten  von  jeder  dieser 
Gleichungen  ratiotude  ganze  Functiot^en  der  beiden  Elemente  n 
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und  n\  Es  ist  aber  in  §  58  bewiesen  worden,  dass,  wenn  eine 
rationale  ganze  Function  von  zwei  Elementen  für  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  verschiedenen  Werthpaaren  der  Elemente 
verschwindet,  die  sämmtlichen  Coefficienten  der  Potenzen  und 
der  Produete  von  den  Potenzen  der  Elemente  verschwinden 
müssen.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  zwei  rationale  ganze  Func- 
tionen von  zwei  Elementen  für  eine  hinreichende  Anzahl  von 
Werthpaaren  der  Elemente  einander  gleich  sind,  die  Coefficienten 
der  entsprechenden  Potenzen  und  Produete  von  Potenzen  noth- 
wendig  einander  gleich  sind.  Die  rationalen  ganzen  Functionen 
der  Elemente  n  und  n'  in  jeder  der  Gleichungen  (10)  sind  ein- 
ander gleich,  sobald  fUr  n  und  n'  irgend  ein  Paar  von  positiven 
ganzen  Zahlen  genommen  wird,  und  man  kann  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Zahlcnpaare  so  gross  machen«  als  man  nur  will. 
Mithin  müssen  in  den  entwickelten  Ausdrücken  die  Coeflicienten 
der  entsprechenden  Potenzen  und  Produete  von  Potenzen  gleich 
sein,  und  deshalb  gelten  die  Gleichungen  (10)  für  beliebige  Wtrthc 
der  Grössen  n  und  n\  Aus  dieser  Ursache  bringt  die  Sunmie 
der  Grössen  (7)  bei  unendlicher  Ausdehnung  die  Function 
F{x  +  iyjn  +  n*)  hervor,  folglich  besteht  für  beliebige  reelle 
Grössen  n  und  n'  die  Gleichung 

(11)  Fix+iij,  n)  F(x+iy,  n')  =  F(x-hiy,n+n'). 

Die  Function  FCaj+ty,  n)  wird  für  n  =  0  gleich  der  posi- 
tiven Einheit;  daher  folgt  aus  (11)  die  Gleichung 

(12)  F(x+iy,  n)  F(x+iy,  —n)  =  1. 

Da  der  Werth  der  Function  F{x-hiy,n)  für  jede  positive 

ganze  Zahl  n  bekannt  ist  und  durch  die  Potenz  {l+x+iy)"*  dar- 
gestellt wird,  so  ergiebt  sich  in  Bezug  2m{  jede  negative  ganze 
Zahl  —n  die  Werthbestimmung 

(13)  F{x+iy,^n)  =  ^       ,  =  (i+^-f  ty)~". 

(l-»-a?4-ty) 

Diese  Gleichung  löst  ein  in  §  99  gegebenes  Versprechen, 
die  Convergenz  der  auf  der  rechten  Seite  der  dortigen  Gleichung 
(2)  befindlichen  Summe  zu  beweisen.  Aus  der  angeführten 
Gleichung  ist  die  Gleichung  (6)  des  §  107  abgeleitet  worden, 
und  es  genügt,  die  Convergenz  der  auf  der  rechten  Seite  von 
dieser  befindlichen  Summe  zu  begründen,  da  die  betreffenden 
Gleichungen  in  der  Beziehung  der  Gegenseitigkeit  zu  einander 
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Stehen.    Die  Coefficienten  der  Binomialreihe  (1)  nehmen,  sobald 
statt  n  die  GrOsse  —  n  gesetzt  wird,  die  Ausdrücke  an 

(M\  1    _**      1    n{n+\)  n(n4-l)(n-4-2) 

K^V  1.        yi  -^        12       '  1.2.3 

mithin  hat  die  Gleichung  (13)  den  Inhalt 

(15)    (1+.^+»»-  =  i-'^ix+iyH'^^ix+iyy-h  .  .  ., 

wo   der  Betrag  r  der  complexen  Grösse  x+iy  als  unter  der 
Einheit  befindlich  vorausgesetzt  wird.  Dividirt  man  beide  Seiten 

der  Gleichung  (6)  des  §  107  durch  die  Grösse  (—1/  t,  so  geht 
der  erste  Bestandtheil  der  linken  Seite  in  den  Bruch 

und  die  rechte  Seite  in  die  Reihe 

Wofern  nun  statt  der  hier  vorkommenden  positiven  ganzen 


X 


Zahl  a   das  Zeichen  n,  und  statt  des  dortigen  Quotienten  y, 

der  reelle  und  complexe  Werthe  annehmen  dari*,  das  Zeichen 
—  (x-^-iy)  gesetzt  wird,  so  verwandelt  sich  die  Reihe  in  die 
rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  (15).  Die  letztere  convergirt, 
wie  wir  sahen,  sobald  der  absolute  Betrag  r  von  x+iy  kleiner 

als  die  Einheit  ist,  und  stellt  dann  den  Ausdruck  (l+a?-4-iy)"~* 
dar.  Diese  Bestimmungen  übertragen  sich  auf  die  bezeichnete 
Reihe  des  §  107  in  der  Weise,   dass  der  absolute  Betrag  der 


X 


Grösse   i-  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss,  und  dass  alsdann 


mittelst  der  Reihe  der  Bruch  (l— 7)    ausgedrückt  wird.    Das 
aber  war  an  jener  Stelle  behauptet  worden. 


§  118.    FortsetnnflT. 

Um  den  Werth  der  Binomiahreihe  fUr  eine  reelle  Grösse  n 
zu  bestimmen,  die  nicht  gleich  einer  ganzen  Zahl  ist,  halten 
wir  uns  an  die  Gleichung  (11)  des  vorigen  §,   und  wenden  sie 
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auf  ein  Prodact  von  M  Factoren  an,  die  gleich  der  Function 
F{x-¥%yyn)  sind.    So  entsteht  die  Gleichung 

(1)  {F{x+iy,  n)f=  Fix+iy,  Mn\ 

und  legt  man  der  Grösse  n  den  Werth   des  rationalen  Bruches 

—  bei,  so  kommt,  da  die  Function  F(a;  +  ty,  1)  den  Werth 
l+x^-iy  hat,  die  Gleichung 

(2)  (F(x  +  iy,  ln  =  l  +  :r  +  ty. 

Die  rechte  Seite  derselben  kann  in  die  Gestalt  gebracht 
werden 

(3)  \+x+%y  =  V  (l+xY-¥y^  (cos  A,-f i  sin  XJ. 

Hier  bedeutet,  indem  die  Quadratwurzel,  wie  üblich,  als  positiv 

aufgefasst  wird,  l.  einen  Winkel,  dessen  Cosinus ,  ^  — - 

stets  positiv  ist,  da  in  Folge  der  Bedingung  r=l/a;*-f  jf^<:l 
der  numerische  Werth  von  x  unter   der  Einheit  liegen  muss; 

der  Sinus     ^--  --^=-  hat  das  Vorzeichen  der  Grösse  y  und 
Vil+xY+y'' 

wird  gleich  Null,  sobald  y  verschwindet.  Man  kann  deshalb 
den  Winkel  X^   so  wählen,   dass  derselbe    ftir    ein   positives 

y  zwischen  0  und  ~,    fUr   ein    negatives    y    zwischen  0   und 

—  ö  ^^^  ^^^  für  y  =  0  verschwindet;  er  wird  dadurch  ein- 
deutig bestimmt  Die  Tangente  des  Winkels  l^  hat  den  Werth 
i~-  ;  mithin  ist 

V-tX 

(4)  A.  =  arctg  j-J^, 

und  zwar  fällt  die  Beschränkung,  dass  A,  zwischen  den  Grenzen 

71  71 

—  -  und  +  -z  liegen  soll,  mit  derjenigen  Beschränkung  zusam- 
men, durch  welche  in  §  104  die  Function  Arcus  tangentis  zu 
einer  eindeutigen  Function  gemacht  worden  ist. 

In  Folge  der  Gleichung  (2)  ist  die  Function  Fxx-^-iy,  ~J 
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eine  Wurzd  der  reinen  Gleichung  des  Mten  Grades 

(5)  w  =l+a;  +  ty. 

Die  säinmtlichen  M  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden  nach 
§  33  vermöge  der  Ausziehung  der  positiven  Jlften  Wurzel  aus 

dem  absoluten  Betrage  V^(l-fa;)* -f y*,  der  Theilung  des  Win- 
kels Aj  in  M  gleiche  Theile  und  der  Theilung  der  Kreisperipherie 
in  M  gleiche  Theile  dargestellt.  Wenn  man  aber  mit  Anwen- 
dung der  natürlichen  Logarithmen 

(6)  l/(T+^)«+y*=6  ^^«  "^^^^^^ 
setzt,  so  erhält  die  Gleichung  (3)  die  Gestalt 

(7)  1  +a:+»y=e  '°*  i^(T+^?+?  ^^^^  j^^  ^^^^^  ^^^^ 

die  Ausziehung  der  positiven  Jlften  Wu^zel  aus  der  Exponential- 
fnnction  mit  reellem  Exponenten  wird  vermittelst  einer  Divi- 
sion des  Exponenten  durch  die  Zahl  M  bewirkt,  und  die  M 
Wurzeln  der  Gleichung  (5)  sind  die  folgenden 

•       i  log  •(TTxT+F /        X,+2Jc^n  K+^k^n\ 

(8)  e  ^cos  — — +  ism  — ^ j, 

wo  kjig  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  0,  1,  2, . ..  ilf— 1  durch- 
läuft.    Die  Function  Flx-^-iy,  —1  ist  gleich  einer  bestimmten 

von  diesen  Wurzeln,  und  es  fragt  sich  nur,  welchen  Werth  die 
ganze  Zahl  2;^  erhalten  muss^  um  gerade  diese  Wurzel  dar- 
zustellen. 

Bei  der  Beantwortung  gehen  wir  wie  in  §  115  zu  Werke, 
beschränken  die  Zahl  M  auf  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  3, . .  N—  1, 
wo  N  beliebig  gross  aber  fest  gewählt  ist  Von  den  Zahlen 
1,  2, 3,  . ..  JV-— 1  sei  wieder  ß  das  kleinste  gemeinsame  Viel- 
fache. Bei  der  Anwendung  der  Zahl  £i  auf  die  so  eben  ausge- 
führte Betrachtung  erhält  die  Function  Flx  +  iy,  ~\  den 
Ausdruck 

(9)  Fyx  +  * y»  ^  1  =  ß  (cos  ß  +  » sm  ^ j. 

Die  Grösse  l  =  l^-\-2kn  ist  mit  derjenigen  ganzen  Zahl  k 
gebildet,   welche  genommen  werden  muss,   damit  die  auf  der 

rechten  Seite  befindliche  Wurzel  der  Gleichung  ii?^=I+a;+ty 
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der  bestimmten  Grösse  Flx  +  iy,  -jA  gleich   sei.     Mit    Hülfe 

der  Gleichung  (9)  lässt  sich  die  Function  F{x+iy^  n)  für  jeden 

rationalen  ganzzahligen  Bruch  —  als  Werth  von  n  darstellen, 

bei  dem  M  aus  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2, 3, . . .  N—  1  genom- 
men ist;  denn  man  hat  wie  in  §  115,  da  Jtf  ein  Theiler  von  ii 
ist,  eine  ganze  Zahl  M',  ftir  die  MM*  =  il  ist,  und  erhält  des- 
halb durch  Erhebung  der  Gleichung  (9)  auf  die  ganze  Potenz 
von  dem  Exponenten  GM\  indem 

GM* 

ist,  die  Gleichang 

/lAN    ip/  ^-      ß\        I log *'(T+:ös+?/      gx^..    ex\ 
(10)    F\x  +  \y,  ^ I  =  e  ^cos  ;^  +  t8in  ^j- 

Für  den  Wcrtb  G=\  ist  in  derselben  die  Gleichung 


(10*)    F\x  +  xy,-^  =  e  ^cos  ^^  +  »  sm  ^) 

enthalten.  Ihre  rechte  Seite  stimmt  der  Form  nach  mit  dem 
Ausdrucke    (8)    überein,    welcher    vorhin    ftlr    die    Function 

FXx  +  iyj  —I  aufgestellt  worden  ist,  unterscheidet  sich  aber 

insofern  von  dem  Ausdrucke  (8),  als  dort  für  jeden  einzelnen 
Werth  der  Zahl  M  die  in  dem  Winkel  X^-\-2'k^7c  auftretende 
Zahl  k^  unbekannt  war,  mithin  möglicherweise  auch  differiren 
konnte,  während  hier  die  in  dem  entsprechenden  Winkel 
A  =  A j  -f  2  X;  TT  erscheinende  Zahl  Je  ein  fUr  alle  Male  durch  die 
Gleichung  (9)  bestimmt  ist.  Die  Kenntniss  dieser  Zahl  k  bildet 
aber  gerade  das  zu  erstrebende  Ziel. 

Um  dasselbe  zu  erreichen,  verfolgen  wir  den  in  §  1 1 5  ein- 
geschlagenen Weg.  In  dem  Ausdrucke  der  mit  der  Binomial- 
reibe gebildeten  Differenz  -F(a?+iy,  n)  —  1  werden  alle  Coeffi- 
cienten  durch  die  Grösse  n  theilbar,  und  es  entsteht,  indem 
durch  »  wirklich  dividirt  wird,  die  Gleichung 

(„)  Qs±'!!.'0=i=(S+i»)+»-'(^+,,,,. 
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Wenn  nun  die  Grösse  n  fortwährend  numerisch  abnimmt, 
so  nähern  sich  die  auf  einander  folgenden  Coefficienten  bezie- 
hungsweise den  Werthen 

(11*)  h-l'+l'-v-' 

die  hervorgehende  Reihe  bleibt  vermöge  der  aufgestellten  Re- 
geln, so  lange  der  Betrag  r  der  Grösse  x-hip  kleiner  als  die 
Einheit  ist,  noeh  convergent,  und  man  erhält  ftlr  den  Grenzwerth 

des  Quotienten  — ^^ die  Bestimmung 

(12)  lim  ^^^^*;' "^-^=x+iy- ^iJ^'  +  ^^y^V  . .  ■ 

Die  Zahl  ii  wird,  wenn  die  Zahl  N  fortdauernd  wächst, 
wie   schon  bemerkt,  immer  grösser,  und   der  Bruch  ^  immer 

kleiner.     Der  Werth  der  Function  Flx  +  iy,  jA  nähert   sich 

hiebei  in  seinem  reellen  Tbeile  der  Einheit,  in  seinem  imaginären 
Theilc  der  Null.  Man  sieht,  wie  in  dem  Ausdrucke,  der  sich 
in  der  Gleichung  (9)  auf  der  rechten  Seite  befindet,  der  Expo- 
nentialausdruck,  der  den  absoluten  Betrag   darstellt,  gegen  die 

Einheit  convergirt,  und  schliesst,  dass    der  Winkel  g,  dessen 

Cosinus  sich  der  Einheit  und  dessen  Sinus  sich  der  Null  nähert, 
numerisch  gegen  die  Null  abnimmt.    Wenn  der  Kürze  halber 

(13)  log  1/(14- a:)»+y*=x 

gesetzt  wird,  so  nimmt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  die 
Gestalt 


X 


(14)  e^(co8  ^  + 1  Sin  ^) 

an  und  darf  deshalb  nach  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  §  dnrch 
die  stets  convergirende  Exponentialreihe  dargestellt  werden 

(15)  e  ^cos  ^  +  t  sin  ^j=n.^_-j  +  _^-^^j   +  .  . 

X 

■3»'-       £  ^  ^        \ 

Hieraus  folgt,  dass  die  DiflFcrenz  e    I  cos  -^  H-  i  sin  ^  1— 1,  durch 


e 
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die  Gröfise    ~^-  dividirt,  indem  ^  und  ^    namcrisch    abnch- 
men,  sich  der  Einheit  als  Grenze  nähert,  oder  in  Zeichen 

^/^    ^  .  •   •     ^\      1 
e    Icos  7^  +  «  sm  ^1—  1 

(16)  lim ^^ ^ .— ^/ =  1. 

Die  Gleichung   (12)   liefert,    wenn   w  =*p   gesetzt  und 
-^(*  +  »yi  -q]  nach  (9)  durch  den  Ausdruck 

(cos^-ftsin^) 
vertreten  wird,  die  Gleichung 

1  A  o 

Der  Quotient  auf  der  linken  Seite  von  (16),  der  sich  der  Einheit 
nähert,  wird  durch  Multiplication  mit  der  Grösse  x  +  U  gleich 
dem  Quotienten  auf  der  linken  Seite  von  (17),  dessen  Grenzwerth 

die  Summe  der  unendlichen  Reihe  a;  4-  i  y  —  ±  . . .  ist. 

Folglich  convergirt  die  Grösse  x+til  bei  wachsendem  i3  gegen 
die  Summe  dieser  Reihe,  und  in  Bezug  auf  einen  wachsenden 
Werth  von  fl  wird  x  + 1 A,  wie  folgt,  ausgedrückt 

Nun  weiss  man,  dass  x  =  logl/(H-a;)'+y',  X=X^  4-2Ä7r 
ist,   wo   die   Grösse  l^   nach   (4)   den   zwischen   den  Grenzen 

—  -g  und  -^  liegenden  arcus  tang  y^—  bedeutet;  mithin  kommt 

(19)      x+a=logl/(l+a;)»-fy»4-t(arctg  ^^^  +2k7r\. 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  (18)  befmdlicho  Summe  stellt 
nach  den  entwickelten  Grundsätzen,  so  lange  der  Betrag  r  der 
Grösse  « +  ty  kleiner  als  die  Einheit  ist,  eine  stetige  Function 
der  Grösse  x  +  iy  dar,  und  der  rein  imaginäre  Thcil  derselben 

LipMhits,  AjuOyrti.  37 
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nähert  sich  der  Null,  wenn  die  Grösse  y  sich  der  Null  nähert 
Der  in  (19)  angegebene  Aasdmck  der  Grösse  x+»A  ist  eben- 
falls in  seinem  reellen  and  seinem  imaginären  Theil  eine  stetige 
Function  von  den  Yariabeln  x  und  y.  Wofern  y  sieh  der  Null 
nähert,    so    nähert   sich    der    reelle    Theil    dem   Grenzwerthe 

l/(H-a:)'=  l  +  ic  und  der  imaginäre  Theil,  da  die  Function 
Ä^^te  -r^ —  vermöge  der  getroffenen  Voraussetzung  gegen  die 

Null  convergirt,  dem  Grenzwerthe  i2k7t.  Aus  der  Gleichung  (19) 
ist  zu  schliessen,  dass  die  Grenzwerthe  sowohl  fttr  den  reellen  wie 
ftir  den  imaginären  Theil  einander  gleich  sind.  Folglich  mass 
die  Chrösse  2k 7t  ut^d  daher  die  ZaJd  k  gleich  der  Null  sein.  Die 
Bestimmung  der  Grösse  n  +  il  wird  mühin  durch  die  Gleichung 

(20)  X + i  A = logl/(f+a:)«  +  y»H-  i  arctg  ^~- 

gegeben,  bei  der  arctg  -p7 —  ewischcn  den  Grenzen  —   -  und  — 

l+Ä  ^  ^ 

eingeschlossen  ist. 

Die  Gleichung  (10)   liefert  nunmehr  die  Bestimmung  der 

Function  i^|a;+iy,—|   ftlr   irgend  einen  rationalen  Bruch  -^ 

als  Werth  von  n,  wie  folgt, 

(21)  F^x+ty,^J  =  e''i^cos-^  ■^"'»'"■jf  )• 

Hiemit  wird  zugleich  diejenige  Wurzel  der  reinen  Gleichung 
w  =  1  +  rr  + 1  y  characterisirt,  welche  nach  (10*)  durch  die  Func- 
tion F|.x?+iy,^)  dargestellt  ist.  In  dem  vorigen  §  ist  nachgewie- 
sen, dass  der  reelle  und  der  imaginäre  Theil  der  Function 
F(x-\-iy,n\  so  lange  der  Betrag  r  unter  der  Einheit  liegt,  stetige 
Functionen  der  Grösse  n  sind;  desgleichen  sind  unter  derselben 

Voraussetzung  die  Ausdrücke  e"*cos  nX  und  e"*  sin  nX  stetige 
Functionen  der  Grösse  w.  Daher  ergiebt  sich  aus  (21)  die  flir 
einen  beliebigen  reellen  Werth  der  Grösse  n  gültige  Gleichung, 
in  welcher  x  und  X  durch  ihre  vollständigen  Ausdrücke  er- 
setzt sind, 
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(22)         Fix+iy,n) 


__  Jt  log  •(! 


-'•-'•(co8(„arctg^)  4-  i8m(«arctg~^-)). 


Sie  enthalt  die  Werthhestimmung  der  Binomicdreihc  für  alle  com" 
plexen  Argumente  x  +  iy,  deren  Betrag  r  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist. 


%  119.    Forteetransr.    Vollständliro  Werthbegtlininmig  der 

BlBomlalrelhe, 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig  zu  ermitteln,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  Binomialreihe  fUr  ein  Argument  x  +  iy  convergirt, 
dessen  Betrag  r  gleich  der  Einheit  ist,  und  das  die  Gestalt 
cos  1//  +  i  sin  tp  annimmt.  Aus  der  Darstellung  der  Binomialreihe 
in  (2)  des  §  117  wird  dann  die  folgende 

(1)  1  +  — C0S1//+  ...4--^^ — Hr-5 — — ■cosqrff+.. 

1  1.2.3...$  ^ 

..In   .     ,   .  .    w(n — 1)...(»  — g+l)  .        ,   ,        V 

Da  die  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  eines  Winkels  rp  stets 
zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  bleiben,  aber  für  ein  wach- 
sendes Vielfache  sich  nicht  einer  festen  Grenze  und  auch  nicht 
der  Null  nähern,  da  femer  die  Glieder  einer  Reihe,  falls  sie 
convergiren  soll,  mit  wachsendem  Zeiger  numerisch  abnehmen 
müssen,  so  ist  für  die  Gonvergenz  des  reellen  und  des  imaginären 

Theiles  von  (l)noth wendig,  dass  derCoefficient^^^      ^"^^    ^ — - 

mit  wachsendem  Zeiger  q  sich  der  Null  nähere.  Man  kann  dem 
Coefficienten  vermöge  einer  ftir  den  einzelnen  Factor  schon  an- 
gewendeten Bemerkung  die  Gestalt  geben 

(2)  (n)^^(^-"0"(^— g+^) 

=c-.,-(i-«-±i)(.-=-tl)...(,_«-±'). 

Sie  fällt,  abgesehen  von  der  Potenz  (—1)\  mit  der  Gestalt  der 
Producte  zusammen,  deren  Verhalten  bei  einer  wachsenden  Zahl 
von  Factoren  am  Schlüsse  des  §  111  nachgewiesen  ist.  An  die 
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Stelle  der  dort  mit  —  a  and  hierauf  mit  +  a  bezeiehneten  reellen 
Grösse,  wobei  a  immer  einen  positiven  Werth  bedeutet,  tritt 
gegenwärtig  die  reelle  Grösse  —  (n  + 1).  Weil  nun  das  mit 
-— a  gebildete  Produet  bei  unendlicher  Ausdehnung  gegen  die 
Null  convergirt,  das  mit  +  a  gebildete  Produet  bei  gleicher 
Ausdehnung  über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  so  hat  der  Coe£fi- 
cient  (2)  die  Eigenschaft,  ftlr  eine  wachsende  Zahl  q  sich  der 
Null  zu  nähern,  sobald  die  Grösse  n  + 1  positiv  ist,  dagegen 
numerisch  über  jedes  Mass  zu  wachsen,  sobald  die  Grösse  n+ 1 
negativ  ist.  Aus  diesem  Grunde  kann  weder  der  reelle  noch  der 
imaginäre  Theü  der  Reihe  (2)  convergircn,  wenn  die  Grösse  n 
negativ  und  numerisch  grösser  (üs  die  Einheit  ist.  Fär  den  Fall, 
dass  die  Grösse  n  positiv  ist,  oder  zwischen  den  Grenzen  0  und 
—  1  liegt,  nehmen  die  Glieder  des  reellen  und  des  imaginären 
Theiles  bei  wachsendem  Zeiger  numerisch  ab;  ob  aber  die  be- 
treffenden Reihen  bei  dieser  Voraussetzung  convergent  seien, 
muss  noch  festgestellt  werden. 

Es  ist  schon  in  §  117  auf  die  Thatsache  aufmerksam  ge- 
macht worden,  dass,  weil  die  auf  der  rechten  Seite  der  obigen 
Gleichung  (2)   vorkommenden   Factorcn   von   einer   bestimmten 

Stelle  ab  sämmtlich  positiv  werden,  und  weil  der  Factor  (—  1  )^ 
fortwährend  sein  Vorzeichen  wechselt,  die  Coefficienten  selbst 
von  einem  entsprechenden  Zeiger  ab  ebenfalls  immer  ihr  Vor- 
zeichen wechseln  müssen.  Es  sei  v  die  grosseste  positive  ganze 
Zahl,  die  unter  der  positiven  Grösse  w-f  1  liegt,  mithin  v4-l  die 
kleinste  positive  ganze  Zahl,  die  über  der  positiven  Grösse  n  +  1 

liegt,  so  haben  die  Factorcn  I  l---^-l,  I  !---—-   j,..il i 

das  negative,  dagegen  die  Factorenl  1 -^j,  il ^h  . . . 

(las  positive  Vorzeichen.    Wenn   man  deshalb   die   aufeinander 

folgenden  Coefficienten  (^)  mit  dem  zugeordneten  Factor  (— 1 )'' 

multiplicirt,   so   erhalten  die  entstehenden  Producte  (— 1)' (**) 

von  dem  Zeiger  q:=v  -^  l   ab   sämmtlich   dasselbe  Vorzeichen, 

welches  der  Ausdruck  ( — 1)*^  (^)  besitzt  und  das  durch  die  Po- 

tenz  (—  1)  bezeichnet  wird.  In  dem  Falle,  dass  die  Gr(>s8e 
n  +  1   zwischen  0  und  1  liegt,  bleibt  die  Bestimmung  auch  noch 
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gültig,  wofern  unter  (j)  die  positive  Einheit  verstanden   wird. 

Nun  gehören  zu  den  Werthen  x  +iy  =  cos  i//  +  tsin  ip^  für 
welche  der  Betrag  r  =  1  ist,  auch  die  beiden  reellen  Werthe 
x  +  iy=l  und  a;  4-  i  y  =  —  1,  in  denen  der  Winkel «//  respective 
=  0  oder  =  ±  tt  ist,  und  bei  deren  Substitution  die  Binomial- 
reihe  selbstverständlich  nur  aus  reellen  Gliedern  besteht.  Die 
Anwendung  des  letztern  Werthes  x-hiy  =  —  l  bringt  die  Reihe 
hervor 

Wie  man  sieht,  erscheinen  hier  von  dem  Zeiger  q=v+l 
ab  die  absoluten  WeHhe  der  sämmtlichen  Coefficienten  mit  einem 
und  demselben  Vorzeichen  genommen  und  addirt;  das  gemein- 
same Vorzeichen  wird  durch  die  Potenz  (—1)'^  ausgedrückt, 
das  heisst,  es  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  v  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  bedeutet.  Der  reelle  und  der  imaginäre 
Theil  von  (1)  sind  nun  nothwendig  convergent,  wenn  die  von  einem 
bestinunten  Zeiger  g>y  ab  unendlich  ausgedehnte  Summe  der  ab- 
soluten Werthe  der  Coefficienten  (**)  convergirt,  da  bei  den  von 
einem  bestimmten  Zeiger  ab  beliebig  weit  ausgedehnten  Summen 
(A)  C08((z+  l)t/;  4-  . . .  +  (,!J,)co8(«+  t)rp, 

(;^\)  sin(^+  1)1/;  +  ...  +  (^^>in(3  +  0t/^ 

die  Multiplication  der  einzelnen  Glieder  mit  den  Cosinus  und 
den  Sinus  der  Vielfachen  des  Winkels  ifj  nichts  anderes  als 
eine  Verkleinerung  des  absoluten  Betrages  herbeiführen  kann. 
Auch  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  wenn  die  Zahl  q  so  gewählt  wird, 

dass  die  Summe  (-1)'^'  {^1^)  +  ...+(—  1)'"^'  (/_^J  itir  q>y 

und  fLlr  einen  beliebig  grossen  Werth  von  t  numerisch  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse  H  ist,  jcile  der  so  ehcfi 
angeführten  beiden  Summen  für  dieselbe  ZaJd  q  und  bei  jedem 
Wcfilie  des  Winkds  xl*  numerisch  kleiner  als  ß  bleibt.  Folglieb 
braucht  man  nur  die  Convergenz  der  Summe 

(-^r  (.:,)+ ■(-!)•"  (,:,)+••• 

zu  beweisen,  um  sicher  zu  sein,  dass  der  reelle  and  der  ima^- 
näre  Tbeil  von  (1)  convergent  sind. 
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Die  Reihe  (3)  hat  aber  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass 
jede  endliche  Zahl  von  auf  einander  folgenden  Gliedern  dersel- 
ben sich  durch  einen  einfachen  Ausdruck  darstellen  lässt  Die 
Addition  von  zwei  Gliedern  ergiebt  denWerth  1 — n,  dieHinzn- 

fttgung  des  dritten  Gliedes  —  y  ^ ^  ""**^  denWerth (1""*»)  (^"~^)> 

und  die  Addition  von  (3  +  1)  Gliedern,  wie  leicht  successive  zu 
erkennen  ist,  das  Resultat 

(4)  1  -»  +  »-^L=l)  +  . .  +  (^_^yn(n-inn-2)..(n-q+}) 
^  ^  2  ^       '  1.2. 3. ..3 

=c-)(i-l)  (>-?)••(> -7)- 

Das  auf  der  rechten  Seite  erscheinende  Product  besitzt  nach  den 
schon  benutzten  Sätzen  des  §  112  die  Eigenschaft,  bei  wachsen- 
der Zahl  q  sich  der  Null  zu  nähern,  wenn  n  eine  positive  Grösse, 
und  über  jedes  Mass  zu  wachsen,  wenn  n  eine  negative  Grösse 
ist.    Die  linke   Seite   kann    als    das  Aggregat   der  endlichen 

Summe  1  —  (^)  ±  . .  4-  ( —  1)*^  yf)  und  der  unendlichen  Summe 

(-  l)'"*"^  (^^j)  4-  (-  ^y^^Jl^  + . .  aufgefasst  werden.    Wofern 

das  Aggregat  sich  dem  Werthe  Null  nähert,  so  muss  die 
zweite  Summe  gegen  einen  Grenzwerth  convergiren,  der  durch 
den  negativ  genommenen  Werth  der  ersten  endlichen  Summe 
dargestellt  wird.    Aus  diesem  Grunde  convergirt  die  Summe 

(-irc:!,)H-(-ire,)+--- 

sobald  die  Grösse  n  positiv  ist,  und  sie  wächst  über  jedes  Mass, 
sobald  die  Grösse  n  negativ  ist,  wobei  für  die  letztere  gegenwärtig 
die  Grenzen  —  1  und  0  bestehen.  Mithin  ist  jetzt  erwieseny  dctös 
der  reelle  und  der  imaginäre  Theü  der  Reihe  (1)  cofivergiren, 
wofern  die  Grösse  n  einen  positiven  Werth  hat. 

Um  die  Convergenz  der  Reihe  (1)  für  Werthe  von  n  zu 
beurtheilen,  die  zwischen  den  Grenzen  —1  und  0  liegen,  möge 
das  Argument  o;  +if/  =  cos  ?//-♦-  i  sin  1//  wieder  durch  den  einen 
Buchstaben  ^  bezeichnet,  und  die  Summe  der  g  4- 1  ersten  Glieder 
betrachtet  werden 

(5)  ^,  =  1  +  (?)^  +  fe)^'+  •••  +  (?)^'- 
Multiplicirt  man  beide  Seiten  mit  dem  Factor  1  +  i^,  so  konunt 
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(6)  (1+^)5,=  H-((?)+l)*  +  ((?)  +  (v))^*  +  -.. 

In  Folge  der  Gleichungen  (10)  des  §  117  ist  aber 
(»)+l  =  (n4-l),(„)  +  (n)=(n+l),... 

nnd  deshalb 

(7)  (1+^)5^  =  1+ (n+l)^  +  (n+l)^,  +  ..^.(n  +  l)^*  +  (i»^ 

Die  Samme  der  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  q+l  ersten 
Glieder  kann  aus  s^  erhalten  werden,  indem  die  Grösse  n+ 1  an  die 

Stelle  der  Grösse  n  tritt.  Da  die  Grösse  n  zwischen  0  und  —  1 
liegt,  so  ist  die  Grösse  »+1  positiv,  und  daher  convergirt  die 
Summe  der  g+1  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  (7) 
bei  wachsendem  q,  indem  fttr  diese  Voraussetzung  die  Convergenz 
der  Binomialreihe  feststeht.    Das  auf  der  rechten  Seite  von  (7) 

hinznzuaddirende  Glied  (^)  /^^=  (^)  (cos  (g  + 1 )  i/' + i  sin (g+ 1 )  i//) 

nähert  sieh  aber  in  seinem  reellen  und  seinem  imaginären  Theilc 

der  Null,  weil  der  Coefficient  (**)  in  Folge  des  positiven  Werthes 

der  Grösse  n+1  diese  Eigenschaft  hat.  Mithin  convergirt  die 
rechte  Seite  von  (7)  bei  wachsendem  q  gegen  eine  feste  Grenze. 
Die  linke  Seite  (l+e)s^  hat  deshalb  dieselbe  Eigenschaft,  und 

daraus  folgt   das  gleiche   flir  den  Factor  s^  bei  jedem  Werthe 

des  Factors  l+js,  den  einzigen  Werth  Null  ausgenommen.  Der 
Factor  l+e  wird  dann  und  nur  dann  gleich  Null,  sobald  js=  —1 
ist,  und  die  Erörterung  der  Gleichung  (4)  hat  ergeben,  dass  die 
Binomialreihe  für  diesen  Werth,  wofern  n  sich  zwischen  den 
Grenzen  0  und  —  1  befindet,  nicht  convergirt.  Demnach  ist  zu 
erkennen,  dass  der  reelle  ufid  der  imaginäre  Theä  der  JReiJie  (1), 
sobald  die  Grösse  n  ztoischen  den  Grenzen  —  1  und  0  eingescldos- 
seti  ist,  für  jedes  Argument  x  -{■  yi  =  cos  \p  -{-  i  »in  xp  convergirt^ 
mit  Ausnahme  des  Aryuments  x+iy  =  — 1.  Die  Reihe  (1)  gebt 
bei  der  Voraussetzung  n  =  —  1  in  die  geometrische  Reihe  ttber, 
und  hat  dann  nicht  mehr  die  Eigenschaft  zu  convergiren,  wie 
in  §  98  erwähnt  ist. 

Ftlr  die  in  (2)  des  §  117  enthaltene  allgemeine  Darstellnni; 
der  Binomialreihe 
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1-h— rco8i//+    \    ^r* cos 21/;  +  ... 
1  1  •  w 


,    n(n — l)..(n — g+1)    q  ,    , 

•^  1.2.8...;       'rcosq^  +  .. 


4- 1 1  ::-  r  Sin  ?//  +    ^^  g     r ■  sin  2 1/;  + . . . 


.    n(n— l)..(n— g'+l)    »   .         .    ,       \ 

darf  jetzt  das  Resultat  aasgesprochen  werden,  dass  der  reelle  nnd 
der  imaginäre  Theil  jedenfalls  convergiren,  so  lange  der  Betrag  r 
kleiner  als  die  Einheit  ist,  dass  sie  fUr  den  Betrag  r=  1  und  für 
jeden  Werth  des  Winkels  xp  converggren,  wenn  die  Grösse  n  einen 
positiven  Werth  hat,  dass  sie  für  den  Betrag  r  =  1  und  für  jeden 
Werth  des  Winkels  ip  mit  Ausnahme  des  Werthes  ±  n  convergiren, 
wenn  die  Grösse  n  negativ  aber  numerisch  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  nnd  dass  sie  ftlr  den  Betrag  r  =  l  nicht  convergiren,  wenn 
die  Grösse  n  negativ  und  numerisch  grösser  als  die  Einheit  oder 
gleich  der  negativen  Einheit  ist.  Indem  man  nun  den  reellen 
und  den  imaginären  Theil  der  Binomialreihe  als  nach  den  po- 
sitiven Potenzen  der  Grösse  r  fortschreitende  Reihen  auflFasst, 
wird  der  in  §  108  in  Betreff  der»  dortigen  Reihe  (4)  bevriesene 
Satz  anwendbar  nnd  fUhrt  zu  der  Consequenz,  dass  der  reelle 
und  der  imaginäre  Theü  der  Binofnialreihe  in  d^n  FäUen,  in 
welchen  sie  für  den  Werth  r=^\  convergiren^  stetige  Functionen 
der  Grösse  r  sind  für  alle  unter  der  Einheit  liegenden  Werthe 
der  Grösse  r,  die  Einheit  selbst  mit  eingeschlossen.  Die  flir  den 
reellen  und  den  imaginären  Theil  der  Binomialreihe  unter  der 
Voraussetzung  r  <  1  abgeleiteten  Ausdrücke,  die  in  (22)  des 
vorigen  §  enthalten  sind,  bleiben  aber,  wie  eine  noch  nachzu> 
holende  Discussion  zeigt,  unter  den  erwähnten  Bedingungen  eben- 
falls stetige  Functionen  der  Variable  r,  wofern  der  Werth  r  der 
Einheit  genähert  wird  und  diesen  Werth  erreicht.  Folglich 
tüird  der  Werth  der  Binomialreihe  in  allen  aufgefäJhrten  FäUen, 
in  welchen  sie  convergirt,  durch  die  obige  Gleichung 

(8)         F(a;  +  iy,n) 

= e"  ^^«  •^^'^^^^  /  cos  (n  arctg  ^lA  4-  i  sin  (n  arctg  -^  -  )  \ 
dargestellt. 
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Sobald  der  imaginäre  Tbeil  des  Arguments  x  +  iy  ver- 
schwindet wird  auch  der  arctg  ,  ^       deich  Null,   die  Grösse 

V^(l  +  a;}'  4-  y*  verwandelt  sich  in  die  Grösse  1-^(1  +ic)',  die  gleich 
dem  positiven  Werthe  1  +  rr  ist,  da  die  Grösse  x  numerisch 
nicht  über  die  Einheit  hinausgehen  darf,  und  der  Ausdruck 
^«ioga+')  i^jjjj  durch  die  Potenz  (l+oj)"  ersetzt  werden.  Auf 
diese  Weise  entsteht  fbr  das  die  Einheit  nicht  übertreffende 
Argument  x  die  folgende  Gleichung,  in  welcher  statt  des  Zeichens 
F{x,  n)  die  Reihe  selbst  eingeführt  ist, 

(9)  i4.J?^>c+^(^=i)>c«+...  =  (l4.a;)-. 

Die  Reihe  drückt  demnach  hier  die  mit  dem  beliebigen 
reellen  Exponenten  n  gebildete  Potenz  des  Binoms  1  +  a;  aus 
und  liefert  eine  Ausdehnung  des  für  positive  ganze  Exponenten 
geltenden  binomischen  Lehrsatzes,  woher  sie  den  Namen  der 
Binomialreihe  erhalten  hat 

Wir  wollen  nicht  unterlassen,  an  dieser  Stelle  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  die  Binomialreihe  eine  directe  Lösung 
für  die  FundanietUalatifgabe  der  Algebra  darbietet,  eine  beliebig 
holie  Wurzel  aus  eitler  gegebenen  Grösse  eu  bestimmen.  Wenn 
es  sich  darum  handelt,  aus  einer  reeUen  positiven  Grösse  A  die 
positive  Mte  Wursd  zu  ziehen,  so  sei  E  die  kleinste  positive 

ganze  Zahl,  für  welche  E    grösser  als  die   gegebene  Grösse  A 

A 
ist.    Dann  ergiebt  die  Gleichung  — |,=  l  +  a;   flir  x  einen   no- 

E 
gativen  unter  der  Einheit  liegenden  Werth,  und  bei  der  Sub- 
stitution  w=  --    wird   durch    die   Binomialreihe    die   Grösse 
1 

Ah  B 

-=(l4-a?)     dargestellt,  mithin  ist  die   gesuchte  Grösse  A 

gleich   dem   Product   der  Grösse  E  in   die  Entwickelung   der 

1 

Potenz  (1  +  a;)  .  Wenn  ferner  eine  Mte  Wureel  aus  einer  com- 
plexen  Grösse  (A  +  iB)  gefunden  werden  soll,  so  lUsst  sich  die 

letztere  in  die  Gestalt  bringen — 11+  ^  _  .  p  )>  wofern  die 
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Grösse  A  nicht  gleich  Null  ist.  Wir  machen  nun  die  Voraos- 
Setzung,  dass  A  nicht  gleich  Null  und  ausserdem  noch  positiv 
sei.  Die  Bestimmung  einer  üf  ten  Wurzel  aus  der  vorgelegten 
complexen  Grösse  zerfällt  dann  in  die  beiden  Aufgaben,  die  po- 

sitive  Jlf  te  Wurzel  aus  der  positiven  Grösse -z —  zu  bestim- 

men,  und  eine  Jlf  te  Wurzel  aus  der  complexen  Grösse  1  + 


A  —  iB 

aufzusuchen.    Die  erste  Aufgabe  ist  so  eben  behandelt  worden. 

Giebt  man  der  Grösse  1  +  —. — r^  die  Gestalt  1  +  rc  +  »y,   so 

A  —  xB 

wird  a?'  +  y ■  =     ,         , ,   mithin ,  da  A  nicht  gleich  Null    ist, 

■A      "T"  Jj 

gleich  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grösse.    Wofern  jetzt 

in   der    Binomialreihe    Fix-^-iy^n)    das    complexe  Argument 

iB  1 

a;  +  iy=— — ^— -  substituirt  und  die  Grösse  ^=^  genommen 

wird,  so  stellt  dieselbe  vermöge  der  obigen  Gleichung  (8)  eine 

iB 
bestimmte  Jfte  Wurzel  der  Grösse  1  +-i — r^   dar.     Um   flir 

A — iB 

die  Voraussetzung,  dass  in  der  gegebenen  complexen  Grösse 
A+iB  der  Werth  A  negativ  oder  gleich  Null  sei,  das  ent- 
sprechende zu  leisten  und  auch  um  in  jedem  Falle  die  sämmt- 
liehen  Jtftcn  Wurzeln  der  gegebenen  Grösse  darzustellen,  genügt 
vermöge   einer   in  §  40  angestellten  Erörterung  die  Benutzung 

der  Binomialreihe  für  die  Wertho  a;  +  ty  =  1  +  i,  n=  -  ,  da 
arctg  1  gleich  — ,  und  deshalb  nach  der  gegebenen  Bestimmung  die 

4 

1 

Function  F^l  +i,jj)  =  (1/2)*  (cos  {^+  i  sin-^)  ist. 


§  120.    Reih«  zur  Daritelliing  dor  Fonotionon  Logarithmiui 

undAroni  tans^^ntii. 

Böi  der  Untersuchung  der  Binomialreihe  ist  in  §  118  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1*2)  eine  Reihe  hervorgetreten, 
die  ebenfalls  zu  den  Grundreihen  der  Analysis  gehört.  Sie  hat, 
wenn  ß  statt  x  +  iy  gesetzt  wird,  die  Gestalt 
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and  es  ist  an  jener  Stelle  ausgesprochen,  dass  sie  convergirt^ 
so  lange  der  absolute  Betrag  r  des  Arguments  g=:x  +  iy  kleiner 
als  die  Einheit  ist,  und  alsdann  eine  stetige  Function  des  Ar- 
guments £r  ausdrückt.  Durch  Betrachtungen,  wie  sie  in  §  117 
über  die  Binomialreihe  angestellt  sind,  erhellt  ans  dem  Um- 
stände, dass  der  Quotient  jedes  Coefficienten  durch  den  vorher- 
gehenden in  der  Reihe  (1)  abgesehen  von  dem  Vorzeichen  sich 
der  Einheit  nähert,  die  Richtigkeit  des  Behaupteten  und  zugleich 
die  Thatsache,  dass  weder  der  reelle  noch  der  imaginäre  Theil 
der  Reihe  (1)  convergirt,  sobald  der  Betrag  r  des  Arguments 
J3  grösser  als  die  Einheit  ist.  Die  Verbindung  der  Gleichungen 
(18)  und  (20)  des  §  118  liefert  zugleich  Itir  ein  Argument  a:-fty, 
dessen  Betrag  r  unter  der  Einheit  liegt,  die  Werthhestimmung 
der  Beihe 

(2)  :,+iy-  (-±Ml  +  (-+iy) V. .  =  logKfTT^T*^. +iarctg  ^  ^~, 
WO  die  Function  Arcus  tangentis   zwischen  den  Grenzen   —  — 

7t 

und  +       genommen  werden  muss.  Wir  heben  jetzt  die  beiden 

Reihen  heraus,  welche  einem  reellen  und  einem  rein  imaginären 
Argument  entsprechen.  Es  sei  zuerst  y  =  0,  mithin  vermöge 
der  Bedingung  r  <  1  die  reelle  Grösse  x  zwischen  —  1  und  4-  1 

enthalten,  so  wird,  wie  früher  bemerkt,  1/(1  +xy  gleich  der  po- 
sitiven Grösse  1  -*-  ic,  der   imaginäre  Theil   der  Reihe   und  die 

Function  arctg  -r~r-    verschwinden,   und  man  erhält  die  Dar- 

Stellung  der  Functiofi  log  1  +  x  durch  die  Reihe 

(3)  log(H-^)  =  :r--^'4-  3*T... 

Wenn  dagegen  x=0  gesetzt  wird,  so  muss  wegen  der  Bedin- 
gung r<l  die  reelle  Grösse  y  zwischen  den  Grenzen  —1  und 
4- 1  enthalten  sein,  der  reelle  Theil  der  Reihe  wird  gIfeich  der 

Function  log  l/l  -f~y«,  und  der  imaginäre  Theil  der  Reihe,  von 
dem  Factor  i  befreit,   gleich    der  zwischen  den  Grenzen ^ 
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und  +  --  zu  nehmenden  Fanction  aretg  y.     Die  Gleichsetzung 

der  reellen  Bestandtheile  bringt  ein  Resultat,  das  schon  in  der 
Gleichung  (3)  enthalten  ist,  die  Gleichsetzung  der  rein  ima- 
ginären Bestandtheile  liefert  dagegen  die  Darstellung  der  Function 
arctg  y  vermöge  der  Reihe 

(4)  arctgy=ry--^3   +^  T... 

Die  Reihe,  durch  welche  in  (3)  ftir  ein  reelles  Argument  x  die 
Fanction  log  (I+j?)  ausgedrückt  ist,  wird  die  logarithmische 
Beihe  genannt,  und  derselbe  Name  auch  auf  die  ebenso  gebildete 
Reihe  (1)  übertragen,  bei  der  das  Argument  £r  gleich  einer  com- 
plexen  Grösse  x  +  iy  ist 

Noch  fehlt  die  Erörterung  der  Convergenz  der  Reihe  (1) 
ftlr  diejenigen  Werthc  des  Arguments,  bei  denen  der  Betrag  r 
gleich  der  Einheit,  also  x  +  iy  =  cos  il» +i  sin  ip  ist    Wenn  die 

Summe  der  q  ersten  Glieder  von  (1)  mit  Sq  bezeichnet  wird 

(5)        ,,=._.^'.+|T..+(-ir^^, 

so  crgicbt  die  Multiplieation  mit  dem  Factor  1  +  ^  die  Gleichung 

(c)    (i+^)s'=^+(i-^-y+(~-+l)/+... 


+((-i)':M=i)1:v+ 

V    (/  — 1  Q       1 


4J 


Die  Cocflieienten  der  Potenzen  der  Grösse  s  von  der  ersten 
bis  zur  qXßVk  einschliesslich  haben  die  Wcrthe 

'  *        2'        2  "^  3'   3         4''     q-\     "^        q       ' 
bei  denen  von  dem  zweiten  an  die  Vorzeichen  rcgelmilssig  ab- 
wechseln.   Die  absoluten  Wcrthe   der  auf  einander   folgenden 
Coefiicienten  sind  mithin 

1      )__\      1_1         _1 1 

'  2'    2         3*    3        V"  q  —  \         q' 

Die  Summe  der  letztem  ist  gleich  2  —     und  convergirt  deshalb 

q 

bei  wachsendem  q  gegen  eine  feste  Grenze.  Folglich  conver- 
giren  aus  früher  entwickelten  Gründen  auch  der  reelle  und  der 
imaginäre  Theil  der  Summe 
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•4-i)'*— (^*^) 


Z" 


bei  der  Sabstitution  j?  =  cos  i//  +  i  sin  V^.  Der  auf  der  rechten 
Seite  von  (6)  noch  hinzozaftlgende  Ausdruck 

(llÜ_/+'=illlI_(cos(g+l)i/;+i8in(g  +  l)i//)    * 

q  q 

nähert  sich  aber  bei  wachsendem  q  der  Null,  so  dass  die  rechte 
Seite  von  (6)  bei  wachsendem  q  gegen  einen  festen  Grenzwerth 
convergiren  muss.  Hieraus  ist  dann  wie  im  vorigen  §  zu 
schliessen,   dass  die  Summe  s^  sich  einem  festen  Grenzwerxhe 

nähert,  sobald  der  Factor  l-k-z  einen  von  der  Null  verschiedenen 
Werth  hat.    Für  den  Werth  £f  =  —  1,  welcher  diese  Ausnahme 

constituirt,  wird  5^  =  —  1  —  ■9~"q--* >    ^^   gleich    dem 

negativ  genommenen  Werthe  der  Summe  der  reciproken  Werthe 
der  natürlichen  Zahlen,  deren  Betrag  nach  §  105  iür  ein  wach- 
sendes q  jede  Grösse  überschreitet.  Es  ergiebt  sich  also,  dass 
die  Reilw  (1)  in  ihrem  reellen  nnd  ihrem  imaginären  Theile  ßir 
jedes  Argument  e  ••=  x-^-iy  =  cos  xp+i  sin  xfj  convergirt,  den  Werth 
z  =  COS!/;  +  i  sin  %])=-  —  1,  hei  dem  der  innerhalb  einer  Kreisperi- 
phcrie  angenommene  Winkel  ip  gleich  ±  n  ist,  ausgenmnmen. 

Sobald  in  der  logarithmischen  Reihe  das  Argument 
a;  +  ty  =  r  (cos  i//  4-  i  sin  \p)  substituirt  wird,  so  erscheinen  der 
reelle  und  der  imaginäre  Theil,  wie  folgt, 

r'  r*  _ 

(7)  r  CO»  ip ^  cos  2  V;  +  -r-  sin  3  ?/;  + . . 

(r'  r'  __      \ 

r  sin  V/ —  sin  2  1/;  +  —  sin  3 1//  + . .  .1. 

Jeder  von  beiden  bildet  eine  nach  den  positiven  Potenzen 
der  Grösse  r  geordnete  Reihe,  die  convergirt,  wofern  die  posi- 
tive Grösse  r  unter  der  Einheit  liegt,  und  die  für  jeden  inner- 
halb einer  Kreisperipherie  liegenden  Werth  des  Winkels  i//,  mit 
Ausnahme  des  Werthes  ±7r,  auch  bei  der  Voraussetzung  r  =  l 
convergirt.  Nach  einem  im  vorigen  §  benutzten  Satze  des  §  108 
sind  datier  der  reelle  und  der  imaginäre  Theü  der  logarithmischen 
Reihe  stetige  Functionen  der  Grösse  r  für  r<:l,  die  mit  der  6e- 
zeichneten  Ausnalmie  noch  stetig  bleiben^  unmn  die  Grösse  r  bei 
steliger  Annälierung  den  Grenzwerth  der  posilioen  Einheit  er- 
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•TK'!^.  Ks  kommt  jetzt  darauf  an,  zu  erkennen,  ob  der  auf  der 
rwhccu  Seite  der  Gleichung  (2)  flir  den  reellen  und  den  ima- 
^ttärvu  Thcil  der  logaritbmischen  Reihe  bei  der  Annahme  r<:l 
at>^'kMtote  Ausdruck  sich  ebenfalls  bei  dem  Uebergange  zu  dem 
Wcrtho  r=l  stetig  verhalten.  Wenn  dies  nämlich  der  Fall  ist, 
A^  iH'stoht  die  Gleichung  (2)  auch  für  die  Voraussetzung  r=l. 
IHe  Function  log  u  ist  eine  stetige  Function  des  positiven 
Arguments  u.     Denn    wofern   u  +  A>ti>0   ist,  so   gilt   nach 

§  J02  die  Gleichung  log  (m  +  ä)— log  f<=log  (^+-);   der  Lo- 

^rithmus  der  die  Einheit  übertreffenden  Grösse  -  ist  positiv, 
luusM  aber  flir  einen  abnehmenden  Werth  der  Grösse  h  beliebig 
klein  wenlcn.    Denn  sei  log  11+  J=a;,  so  ist  c'  =  1  +  ',  an- 

drcrHcit«  aber  folgt  aus  (14)  des  §  114,  dass  c'=  1  +  •  +  7*2  "*" '  * 

mithin   fllr  jedes  positive  x  grösser  als  der  Werth  1  +  a:  ist, 

Wi^shalb  :r<:      sein  muss.      Die  Function  arctg  v  ist  vermöge 

oincr  nm  Schlüsse  dos  §  104  gemachten  Bemerkung,  sobald  sie 

auf  don  Hercich  zwischen  den  Grenzen  —  ^   und  +  -    einge- 

HolirHnkt  wird,  eine  stetige  Function  ihres  von  einem  beliebig 
gn»sson  negativen  Werthe  bis  zu  einem  beliebig  grossen  positiven 
Wort  ho  aus7.udohnondon  Arpimcnts  r.  Nun  geht  die  rechte 
SMto  dor  Gloiohung  [2\  sobald  .r4-tf/  =  r  (cos  V'+^sio  xft)  gesetzt 

wird,  in  don  Ausdruck 

• 

(S>         loiT  l   1 1  4-  r  oos  V  )*  +  r*  sin'  U'  +  t  arctg  ,  .    - 

^  ^^  ^l  +  rcoB^/ 

ttlHM*.  Dor  Winkel  k\  dor  innerhalb  einer  Kreisperipherie  ein- 
iloiitig  iH'stimmt  ist.  mi^go  so  gewählt  sein,  dass  er  zwischen 
don  rin'nxon  —  i  und  +.i  liegt:  diese  Grenzen  selbst  sind 
^^^'iiwilrtig  aus  dorn  orwilhnton  Grunde  von  der  Betrachtung 
anAAusohliosson.  Alsdann  kann  der  Ausdruck  l+rcosi/'  nicht 
gloioli  Null  worden;  boi  dor  Annäherung  der  Grösse  r  an  die 
Kiuhoii  vorwandoli  sich  dio  unter  dem  Zeichen  des  Logarithmus 
bcüiullioho  iiHisso  stetig   in   don   von  der  Null  verschiedenen 
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Werth  1/2  +  2  cos  t/;,  und  die  nnter  dem  Zeichen  des  Arcus 
taneentis  stehende  Grösse  stetig  in  den  Werth  — ^-?^= 

^  °  1+0081//  v/ 

cob| 
Weil  aber  die  Fnnction  Arcus  tangentis  in  dem  Interrall 

71  TT 

zwischen  —  ^  und  +-  genommen  werden  soll,  und  gleichzeitig 
der  Bogen  ^  nach  der  Voraussetzung  zwischen  — -   und   +^ 

fällt,  so  ist  der  Werth  arctg  1    ^  1  gleich  dem  Bogen  ^  selbst 

* 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  convergirt  daher,   in- 
dem die  Grösse  r  in  die  Einheit  übergeht,  ebenfalls  stetig  gegen 

den  Werth  log  1^2  H-  2  cos  V'  +  i  |-,   und  wir  haben  jetzt  den 

vollständigen  Beweis  geliefert,  dass  der  letztere  für  jeden  Werth 
des  Winkels  1^  zwischen  —  tt  und  -Vn  mit  Ausschluss  der 
Grenzen  die  Summe  der  Reihe  (7)  bei  der  Annahme  r=  l  aus- 
drückt.   So  entsteht  die  Gleichung 

(9)  cos  V  — -ft  ^8  2  V'+'ö  cos  3  1/^4:. .. 
+  i  I  sin  \\) — -  sin  2  1//  -I-       sin  3  i//  +  ...  I 

=  log  1/2  +  2  cos  1/;  +  *  ^" 

Die  Berechtigung,  in  der  Gleichung  (2)  die  complexe  Grösse 

x^-iy  so  zu  wählen,  dass  l/a:*  +  y*  =  l  ist,  wofern  nur  nicht 
a;  4- « y  =  —  1  ist,  hat  zur  Folge,  dass  ein  reeller  Werth  des 
Arguments  zwar  gleich  +  1 ,  aber  nicht  =  —  1  genommen  wer- 
den darf,  während  fUr  einen  rein  imaginären  Werth  des  Argu- 
ments +  %  und  —  %  gestattet  sind.  Durch  die  Substitution 
o:  =  +  1  entsteht  aus  der  Gleichung  (3),  die  sich  auf  die  Func- 
tion log  (1  +  o;)  bezieht,  das  Resultat 

(10)  log  2  =  1-  ^4-  J— 1±... 
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Ferner  ergiebt  die  Gleichung  (4),  welche  sich  aof  die  Function 
Arcus  tangentis  y  bezieht,  indem  y=l  gesetzt  wird,  da  zu  der 

Tangente  vom  Betrage  der  Einheit  zwischen  den  Grenzen  —  ^ 
und  +  2  der  Bogen  -   gehört,    die    folgende    DarsteUung    des 

WerÜies  -, 

4 

(11)  iL  =  i_l+I_I  + 

Die  vorliegende  Reihe  rührt  von  Leibnitg  her  und  wird 
nach  ihm  die  Leibnü/sche  Reihe  genannt. 

Die  Gleichung  (9)  zerfUllt  durch  die  Trennung  des  Reellen 
und  des  Imaginären  in  die  beiden  Gleichungen 


(12)  log  1/2+2  cos  V/=cosi//  — -  cos  2  i/z+v  cos  3i/;  qp  . .., 

(13)  ^  =sini/'— 2  sin  2  V;+- sin3t^ +  ..., 

die  nach  ihrer  Ableitung  flir  alle  Wcrthe  des  Winkels  V'  zwischen 
den  Grenzen  —  n  und  +  n  gelten,  diese  Grenzen  selbst  ansge- 
8ohK>ssen. 

Ks  ist  nun  von  Bedeutung,  zu  ermitteln,  was  aus  der 
Sunuuo  der  q  ersten  Glieder  der  einen  und  der  andern  Reihe 
wirtl,  solmld  der  Winkel  i/'  den  Werth  +  tt  oder  —  n  annimmt. 
Die  G  Hessen  cos  i/',  cos  2  \!\  cos  3  ?/s  . .  cos  { i/'  erhalten  dann  ab- 
wechselnd die  Werthe  1,  —1,  und  die  Summe  der  q  ersten 
(Mictior  der  ersten  Reihe  wird,  wie  schon  oben  bemerkt,  gleich 

iler  Sunuuo  -^  { 1  +  o  +  .>  +  •••  +  —  )»  deren  absoluter  Werth 

mit  wachsendem  q  ttbcr  jedes  Mass  hinauswächst.  Dagegen 
werden  die  G  ri>ssen  sin  i/»,  sin  2  i/',  sin  3  i//, . .  sin  g  V  ftlr  den 
Werth  if'--  I  oder  — /r  sämmtlich  gleich  der  Null,  weshalb. die 
Summe  der  ♦/  ersten  Olietler  der  zweiten  Reihe  verschwindet, 
welelien  bestimmten  Werth  man  der  Zahl  q  auch  beilegen  möge. 
Die  «weite  Keihe  xei^  aL<o  die  auffallende  Erscheinung,  dass 
ihr\^  unendlich  auspHlehnte  Summe,  wenn  £  eine  bestimmte  aber 
Miehi^  kleine  (HK^tive  GK^sso  iKHleutet,  flir  das  Argument /r  ~  £ 
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den  Werth  -«  (^— «)>  ^  das  Argument   — /r  +  €  den  Werth 

—  (  — TT  +  e)  darstellt,  dagegen  für  das  Argument  n  oder  — n 
der  Null  gleich  wird.  Die  DiflFerenz  der  Werthe  der  Summe  ftir 
die  Argumente  rr  —  «  und  tt  beträgt  -r-  (^  —  «),  für  die  Argu- 

mente  —  7r-f«  und  /r^den  Werth  -ir(— ^+£).  Somit  wird  die 

DiflFerenz  der  Werthe  der  Summe  in  keinem  der  beiden  Fälle 
flir  eine  beliebige  kleine  Diflferenz  der  Argumente  selbst  beliebig 
klein,  und  erfährt  daher  in  beiden  Fällen  eine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit 

Der   gelieferte   Nachweis,    dass   sowohl   die   Function 

log  1/(1 4-r  cos  xpy-hr^  sin*  tp  wie  die  Function  arctg  — ^— 

°  ^^  ^  ^  l+rcoaxf/ 

für  alle  zwischen  —  tt  und  -f  n  genommenen  Werthe  des  Winkels 
xf)  mit  Ausnahme  von  tt  oder  — rv  sich  stetig  ändern,  wenn  die  posi- 
tive Grösse  r  wachsend  sich  der  Einheit  nähert  und  ihr  gleich 
wird,  schliesst  vermöge  der  Stetigkeit  der  Exponentialfunction  mit 
reellem  Argument  und  der  Stetigkeit  der  trigonometrischen  Func- 
tionen Sinus  und  Cosinus  auch  den  Nachweis  in  sich,  dass  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (8)  des  vorigen  §  unter  derselben 
Voraussetzung  sich  ebenfalls  stetig  ändert,  sobald  die  Grösse  r 
in  die  Einheit  übergeht.  Bei  der  ftir  die  Binomialreihe  auszu- 
führenden Werthbestimmung,  auf  welche  sich  die  erwähnte 
Gleichung  (8)  des  vorigen  §  bezieht,  ist  flir  die  Werthe  der 
Grössen,  die  zwischen  —  1  undO  liegen,  der  Werth  x+iy= — 1, 
mithin  bei  r=l  der  Werth  \f)=^  ±n  ebenfalls  ausgeschlos- 
sen worden.  Für  positive  Werthe  der  Grösse  n  darf  da- 
gegen x+iy^=  —  1,  und  demgemäss  flir  den  Winkel  i//=±7r 
die  Grösse  r  gleich  der  Einheit  werden,  und  es  bleibt  noth- 
wendig,  für  xiiesen  Fall  die  Stetigkeit  des  betreflFenden  Aus- 
druckes besonders  zu  begründen.     Zu    diesem  Zwecke  ersetzen 

wir  die  Exponentialfunction  e"  °*     i  +  '  +y  Jq^^Jj   ^j^u  jj^^  gj^j. 

chen  Ausdruck  (l^(l+a;)"+y')  ,  und  erhalten  statt  der  mehr- 
fach angeführten  Gleichung  die  Gleichung 

Llptchlts,  Ajudyils.  38 
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(14)     Fix-hiy.n) 

=  (1/(1+0;)»+ y*)"(  008  (»arctg    f^   J  +  isin  (n  arctg  ^    |  1. 

Zunächst  ist  fUr  r<:l  die  complexe  Grosse  x  +  iy  gleich 
r(eo8  li; +  18111  iff)  zu  setzen;  bei  dem  Werthe  i/'=rr  oder  — tt 

wird  cos  i/'  = — 1,  sin  \p=Oj  das  Argument  -7-  =  ,  .  "°  ^ — 

'  ^         '  °  l+.r      l+rcosV' 

erhält  einen  von  Null  verschiedenen  Nenner  und  einen  verschwin^ 

denden  Zähler,  weshalb  dasselbe  verschwindet  und  mit  ihm  der 

Arcus  tangentis  y^-     Die   rechte   Seite  der  Gleichung  (14) 

geht  daher  in  den  Werth  (l/(l— r)*)  =(1  — r)  über,  und  con- 
vergirt,  weil  n  eine  positive  Grösse  bedeatet,  indem  r  sich  der 
Einheit  nähert,  stetig  gegen  den  Werth  Null.  Die  rechte  Seite 
del'  Gleichung  (8)  im  vorigen  §  ändert  sich  also  unter  den  dort 
bezeichneten  Voraussetzungen  bei  dem  Uebergange  der  Grösse  r 
in  die  Einheit  stetig,  wie  an  jener  Stelle  behauptet  worden  war. 
Die  Untersuchung  der  Exponcntialreihe,  der  Binomialreihe 
und  der  logarithmischen  Reihe  ist  jetzt  zu  Ende  gettihrt.  In 
diesen  drei  Keihen  werden  durch  die  Anwendung  eines  Argu- 
ments, das  gleich  einer  complcxen  Grösse  ist,  die  Reihen  zu- 
sammengefasst,  welche  nach  einander  fUr  die  Darstellung  einer 
beliebigen  Potenz  eines  reellen  Binoms,  für  die  Darstellung  der 
Exponentialfunction,  der  trigonometrischen  Function  Sinus  und 
Cosinus,  der  Functionen  Logarithnms  und  Arcus  tangentis  ge- 
funden worden  sind.  Während  die  Bestimmung  einer  Grösse 
als  Grcnzwerth  einer  unendlichen  Summe  das  Gebiet  der  Alge- 
bra überschreitet,  gehört  das  zu  der  Zusammenfassung  der  er- 
wähnten einzelnen  Reihen  dienende  Mittel,  der  Gebrauch  einer 
complexcn  Grösse,  unzweifelhaft  der  Algebra  an.  Auch  die 
Grundaufgabc  der  Algebra,  die  Wurzeln  einer  reinen  Gleichung 
von  einem  beliebig  hohen  Grade  aufzusuchen,  ist  auf  directem 
Wege  durch  die  Binomialreihe  gelöst  worden,  und  findet  diher 
durch  ein  Verfahren  seine  Erledigung,  das  über  das  Gebiet  der 
Algebra  hinaus  reicht. 
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